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1. Wstep

Zagadnienia liniowej teorii powlok sprezystych naleza do tych klasyczaych problemow
mechaniki, ktére nadal stanowia przedmiot do$¢ intensywnych badan. Punkt cigzkosci
rozwazan przenidst sie z teorii Kirchhoffa-Love'a na teorie bardziej ztoZzone, ktore w tej
pracy nazywamy teoriami wieloparametrowymi. Obmyslenie tych teorii wynika z potrzeby
dokfadniejszego opisu takich probleméw, dla ktérych dokladnos$é teorii Kirchhoffa-
-Love’a moze by¢ niezadowalajaca. Przypomnimy, ze teoria Kirchhoffa-Love’a oraz
rézne jej warianty dobrze aproksymuje stan trojwymiarowy w przypadku powlok cien-
kich, izotropowych, o gladkiej geometrii i rownomiernym obciazeniu. Wymienione ogra-
niczenia mozna w skrécie zapisaé w postaci warunkow A/R <€ 1, (h/L)* < 1, (h/d)* <€ 1,
E/E' € 1, G/G' <€ |, ktdérych lewe strony sa bezwymiarowymi parametrami, zas /, R,
L.d, E, E’, G, G’ oznaczaja w kolejnosci grubos$¢ powloki, najmniejszy promien krzywizny
srodkowej powierzchni powloki, charakterystyczna dtugos¢ fali deformacji tej powierzchni,
odlegtos¢ od brzegu (Scislej od miejsca z zaburzonym stanem naprgzenia, tj. stanem silnie
zmieniajagcym si¢ na grubosci powloki) do rozwazanego punktu powloki, najwigkszy
modu! Younga w plaszczyZnie stycznej do powierzchni srodkowej i modul Younga w kie-
runku poprzecznym oraz moduly $cinania w plaszczyznie stycznej i normalnej do $rod-
kowej powierzchni. Stosunki modulow sprezystych E/E’ i G/G’ oczywiscie nie wyczerpuja
wszystkich przypadkow ogolnej anizotropii, ale charakteryzuja czgsto w praktyce spotykany
typ anizotropii, w ktorym wiasciwosci materialu powltoki sa rézne w kierunku stycznym
i normalnym do powierzchni srodkowej (np. material poprzecznie izotropowy, material
ortotropowy, material warstwowy).

Dokladnos¢ teorii Kirchhoffa-Love'a maleje ze wzrostem wymienionych, bezwymia-
rowych parametrow geometrycznych i materialowych i moze byé niezadowalajgca w takich
waznych praktycznie zagadnieniach, jak:

— powloki o sredniej grunosci (A/R ~ 0.3).

Y Praca byla przedmiotem referatu problemdwego na [1l-¢j Ogolnopolskiej Konferencji ..Konstrukeje
Powlokowe, Teoria i Zastosowania’’, (Opole, 1982).
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— powloki poddane dzialaniu obcigzenia o duzej zmiennosci, zagadnienia kontaktowe,
powloki z otworamf,

— powloki o wyraznej anizotropii — podatne na poprzeczne odksztalcenia postaciowe
i normalne, tj. gdy G/G’ > 1, E/E" > |,

(np. powloki z polimerdw lub trojwarstwowe z migkkim wypelnieniem).

Do opisu m.in. takich problemoéw sa stosowane teorie wieloparametrowe, przy czym.pod

pojeciem parametr rozumiemy przemieszczenie uogoélnione, okreslone na S$rodkowej

podstawowej powierzchni powltoki i podwyzszajace rzad réwnan rézniczkowych teorii.

Wprowadzenie okreslenia teorii n-parametrowej zezwala na formalne uporzadkowanie
roznych jej wariantow. Czgsto bowiem roéznice pomigdzy wariantami teorii sprowadzaja
sic do odmiennego wywodu rownan, przy praktycznie identycznej ich dokfadnosei (np.
jak to ma miejsce w teoriach tréjparametrowych BUDIANSKY EGO-SANDERSA-KOITERA [1,2]
oraz NAGHDI’EGO-ZUDANSA [3-5]). _

Niekiedy rownania teorii nie sg formulowane wylacznie za pomoca przemieszezen
uogolnionych, lecz zawieraja inne niewiadome, co utrudnia okreslenie liczby parametrow
kinematycznych. W takim przypadku (poza teorig tréjparametrowg) potowe liczby réownej
rzedowi réwnan rozniczkowych teorii mozna uwazaé za liczbg parametrow tej teorii
(np. réwnania teorii pigcioparametrowych sa dziesigtego rzedu, réwnania teorii szescio-
parametrowych maja rzad dwunasty, itd). Teorie trojparametrowe (trzy skladowe wektora
przemieszczenia powierzchni podstawowej) sa opisane réownaniami dsmego rzgdu.

Ogolne problemy teorii wieloparametrowych mozna ujaé¢ [6] nastgpujaco:

(a) skonstruowanie dla danego przestrzennego zadania teorii sprezystos$ci rownan odnie-
sionych do podstawowej powierzchni powloki i zezwalajgcych na uzyskanie przybli-
zonej informacji o stanie naprezen i odksztalcen,

(b) analiza poprawnosci matematycznej réwnan teorii, zwlaszcza w zakresie istnienia
i jednoznaczno$ci rozwiazania,

(c) okreslenie dokladnosci i zakresu stosowalnosci teorii powlok,

(d) poszukiwanie efektywnych metod rozwigzywania réwnan.

W dalszej czesci pracy omowimy wieloparametrowe teorie powlok sprezystych w aspekcie

powyzszych, gldwnie (a, ¢, d) problemdw. :

2. Konstruowanie réwnan

Wyprowadzenie ogdlnych réwnaii teorii powiok jest, przy pomini¢ciu trudnych pro-
blemow (b), (c). stosunkowo proste (por. np. [6 - 13]). Generalnie mozna wyrozni¢ dwic
metody. Jedna polega na wykorzystaniu réwnan teorii sprezystosci ciala tréjwymiarowego.
druga — zwana bezposrednig — jest oparta na koncepcji dwuwymiarowej powierzchni
sprezystej, o danej liczbie lokalnych stopni swobody. Zaleta metody bezposredniej (por.
np. [6. 14]) jest wyeliminowanie uproszczen o charakterze analitycznym, a wigc"otrzymane
tak rownania mozna uwazaé za $cisle. Wykorzystanie tych rownan nie jest jednak mozliwe
bez ich pordéwnania z réwnaniami leorii sprezystosci w celu ustalenia sensu fizycznego
sit wewnetrznych i okreslenia wielkosci wspdlczynnikoéw materialowych (niekiedy sg
rowniez niezbedne badania doswiadczalne). Podobnie klopotliwa jest [9] analityczna
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ocena dokladnosci teorii otrzymanej metoda bezposrednia. Zatem wywod réwnan teorii
powtok z réwnan teorii sprezystosci jest korzystniejszy. Ponadto wywdd ten mozna w znacz-
nym stopniu sformalizowa¢ wykorzystujac aparat teorii aproksymacji funkcji [10, 13,
15, 16], analiz¢ asymptotyczna [17, 18], lub metody mechaniki osrodkéw z wiezami [12].

Réwnania teorii pigcio- szeScio- o$mio- i dziewiecioparametrowych sa najczgsciej
wyprowadzane przez uproszczenie réwnan teorii sprezystosci za pomoca zalozen (zwanych
rowniez [12] wiezami modelowymi), dotyczacych rozkladu przemieszczen, odksztalcen
lub naprezen na grubosci powloki. Wybor fizycznie odpowiednich zaloZen jest najtrud-
niejszym elementem takiego podejscia. Mozna si¢ tu oprze¢ na rozwigzaniach prostych
zadan teorii belek, ptyt i powlok. Gl6wna przestanka jest uwzglednienie pomijanych w teorii
tréjparametrowej efektow skonczonej grubosci powloki, tj. podatnosci powltoki na po-
przeczne odksztalcenia postaciowe i normalne, a czesto i zmiennosci metryki jako funkeji
wspolrzednej u® — normalnej do powierzchni $rodkowej (np. we wszystkich teoriach
pigcioparametrowych sa uwzglednione symetryczne wzgledem powierzchni #® = 0 od-
ksztalcenia postaciowe w przekrojach poprzecznych, natomiast zmienno$¢ metryki na
grubosci powloki uwzgledniono w teorii REISSNERA-NAGHDI’EGO [19] i AMBARCUMIANA
[20] a pominigto w teorii TIMOSZENKI [21, 22]).

Réwnania teorii o szeciu parametrach kinematycznych mozna otrzymac rozpatrujac
osrodek Cosseratow [6], zakladajac jednorodnosé stanu odksztalcenia na grubosci po-
wioki [11] lub postulujac liniowy rozklad wektora przemieszczenia jako funkcji wspot-
rzednej « [13, 22 - 24]. Stan odksztalcenia ujmuje w tej teorii m.in. niesymetryczna wzgle-
dem $rodkowej powierzchni, poprzeczng deformacje postaciowa oraz jednorodng na gru-
bosci powloki poprzeczng deformacje normalna. Wsréd sil wewngtrznych wystgpuja
w teorii sze$cioparametrowej dwie wielkosci nie \Q/p{ywaja(ce na globalna réwnowagg
elementu powloki, a wigc reprezentujagce samozrownowazone stany naprezen, o lokalnym
znaczeniu.

W teoriach o$mio- [25 - 29] i dziewiecioparametrowych [30, 31] liczba sit wewnetrznych
zwigzanych z samozréwnowazonymi stanami napreZzen wzrasta. Ponadto w teoriach tych,
w odréznieniu od teorii tréj- piecio- i szescioparametrowej, rozklad przemieszczen stycz-
nych nie jest liniowy na grubosci powloki, a wiec przekroje poprzeczne zdeformowanej
powloki nie sa plaskie. Taki stan odksztalcenia charakteryzuje np. powloki warstwowe
0 niewielkiej liczbie warstw.

Konstruowanie réwnan teorii o przeliczalnej, teoretycznie nieskorczonej liczbie para-
metrow jest oparte na twierdzeniu Weierstrassa o jednostajnym przyblizaniu funkeji
cigglej za pomoca szeregu wielomianéw [7, 10, 13, 15, 16] lub na. rozwinigciu funkcji
w szereg Taylora [7, 32]. Ze wzgledu na zbiezno$¢ i stabilno$¢ rozwiazan, przy wzroscie
liczby uwzglednionych parametréow i rownan, za najlepsze uznaje si¢ [15] rozwinigcie
w szereg wielomianéw Legendre’a [13, 15, 16], zaproponowane przez WEKUE. Rzadziej
sa stosowane rozwiniecia w ,,zwykle” szeregi potggowe [6, 10].

Efektywno$¢ numeryczna teorii z przeliczalng liczbg parametréw moZna znacznie
zwigkszyé uwzgledniajac fakt, Ze czesto sa znane napreZenia na powierzchniach licowych
powloki. Zezwala to na skonstruowanie i wykorzystanie w obliczeniach - rozkladoéw po-
przecznych naprezen stycznych i normalnych, spelniajacych warunki brzegowe na wspo-
mnianych powierzchniach przy dowolnej, ustalonej liczbie parametréw [10, 16]. Nato-
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miast obliczenie tych napr¢zen na podstawie zwigzkéw konstylutywnych wymaga roz-
wigzania ukladu réwnan ze znacznie wigksza liczbg niewiadomych (por. [15]).

3. Dokladnosé¢ teorii wieloparametrowych

Okres$lenie doktadnosci rownan teorii powlok, z zaloZzenia przyblizonych w stosunku
do rownan teorii sprezystosci, jest trudnym zagadnieniem. Uzyskane dotychczas w tym
zakresie wyniki o ogdlnym charakterze sa w zasadzie ograniczone do, teorii tréjparame-
trowej. W przypadku teorii o pigciu i wigcej parametrach ocena doktadnosci jest najczescie;
oparta na szczegdlnych przykiadach liczbowych, dla ktérych sg znane rozwigzania réwnan
teorii sprezystoséci. Taka ocena nie moze byé oczywiscie w pelni miarodajna. Pozyteczna
bylaby mozliwo$¢ apriorycznego oszacowania bigdu teorii powlok przy danych warto-
$ciach niektérych parametréow geometrycznych i materialowych, np. #/R, h/L, E/E’,
G/G’. Opracowanie ogolnego kryterium dajacego odpowiedz na tak postawiony problem
nie jest jednak mozliwe, gtéwnie ze wzgledu na wptyw warunkéw brzegowych. Jak wiado-
mo, podstawg uproszczen stosowanych w teorii powlok jest mozliwo$¢ wydzielenia w cien-
kiej, sprezystej powloce obszaru wewngtrznego i obszaru brzegowego. Podziatlowi temu
towarzyszy rozbicie stanu S napreZen i odksztalcen na dwa stany: wewngtrzny S,,. wyste-
pujacy w calym obszarze powloki i opisany funkcjami o prostym przebicgu w kierunku
normalnym do §rodkowej powierzchni oraz na stan brzegowy S;, panujacy w tzw. warstwie
brzegowej i opisany funkcjami o duzej na ogdl zmiennosci na grubosci powloki, zanika-
jacymi od jej brzegu w kierunku wnetrza. Najczgsciej stan brzegowy jest zwigzany z faktem,
2e rozwigzanie réwnan teorii powlok nie speinia danych warunkéw na powierzchni brze-
gowej, prostopadiej do powierzchni srodkowej. Stan brzegowy wystgpuje réwniez w ob-
szarach gwaltownej zmiennosci obcigzenia, geometrii lub moduléw sprezystych powloki.
Przykladem S, jest tzw. zgigciowy efekt brzegowy wystepujacy wtedy, gdy rozwiazanie
réwnan teorii bezmomentowej nie speinia warunkéw brzegowych teorii momentowej.
Istnienie efektow brzegowych ,,wyzszego rzedu” jest dodatkowo uwarunkowane podat-
noscia powloki na poprzeczne odksztalcenia postaciowe i normalne.

W cienkiej, sprezystej powloce S, dominuje (S, > S;) na ogdél w obszarze wewngtrz-
nym, natomiast intensywnos$é¢ S, jest duza w obszarze brzegowym. Wniosek powyzszy
dotyczy m.in. ugiecia srodkowej powierzchni powtoki i wypadkowych naprezen. W roz-
kladzie naprezen na grubosci powloki wplyw stanu brzegowego moze przewyzsza¢ wplyw
stanu wewnetrznego [33]. Nalezy tez pamigtaé, ze ze wzrostem niektdrych parametréw,
np. h/R, G/G’, E/E’ intensywno$¢ i zasieg przenikania efektow brzegowych znacznie
wzrasta, az do osiagniecia stanu, w ktérym efekty te obejmuja cala powloke. Takie stany
brzegowe, zwanc zdegenerowanymi, zostaly ostatnio zbadane dla powloki sferycznej,
z materialu poprzecznie izotropowego [34] oraz dla powlok o dowolnym ksztalcie, z ma-
terialu ortotropowego [35]. Wykazano m.in. [35], ze zdegenerowany efekt brzegowy moze
powstaé, gdy G'G ~ (h/R)?. Z przytoczonej relacji wynika, Ze w powloce stosunkowo
cienkiej (np. /R ~ 0.1) mozliwo$¢ wystapienia zdegenerowanego efektu brzegowego
Jest niewielka, gdyz podatnosé powloki na poprzeczne odksztalcenia postaciowe musiataby
by¢ duza (G’/G ~ 0.01), co w praktyce si¢ nie zdarza. W powloce o $redniej grubosci
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(np. #/R ~ 0.3) stan zdegenerowany moze si¢ pojawi¢ juz przy stosunkowo stabej anizo-
tropii (G'/G ~ 0.1). Oczywiscie w takim przypadku rozwigzanie uzyskane na podstawie
rownan zagadnienia wewnetrznego teorii powlok moze byé w calym obszarze powloki
nieadekwatne do stanu rzeczywistego.

Z powyiszych rozwazan wynika generalny wniosek, ze w zagadnieniach, w ktdérych
zastosowanie teorii wieloparametrowej jest celowe (np. powloki o $redniej grubosci),
wplyw efektéw brzegowych nie moze by¢ na ogdt pominigty w obszarze wewngtrznym,
co w znacznej mierze komplikuje problem oceny dokladnosci teorii wieloparametrowych.
Zasadnicza trudnos$¢ jest tez zwiagzana z oszacowaniem niektorych wielkosci brzegowych.
Na krawgdzi srodkowej powierzchni powloki mozna zadaé¢ w naturalny sposéb tylko pigé
wielkosci (np. trzy skladowe wektora sily i dwie skladowe wekiora momentu). Okreslenie
dodatkowych wielkosci, wystepujacych w teoriach o szesciu i wiecej parametrach, nie jest
mozliwe bez podania rozkladu naprezen lub przemieszczen na grubosci powloki, co
w ogllnym przypadku wymaga rozwazenia sprezystej wspdtpracy powloki z konstrukcja
podporowa [36]. Omawiana trudnosé¢ nie dotyczy powlok zamknigtych, nieograniczonych,
powlok o brzegu swobodnym lub zamocowanym w niepodatnej podporze.

Dokladno$¢ teorii wieloparametrowych mozna okresli¢ za pomoca znanych metod
matematycznych. Przypomnimy. Ze blad mozna odnosi¢ do dokladnosci réwnan lub do
dokiadnosci rozwigzan. Poza tym mozna poréwnywaé ze soba rézne teorie powlok, albo
odnosi¢ teorie powlok do teorii sprezystosci. Oszacowanie bledu moze by¢ aprioryczne,
lub oparte na znajomosci rozwiazania réwnan teorii powlok. Ponadto btad mozna oceniaé
w sensie globalnym (np. blad $redni kwadratowy — w normie L,) lub punktowo. Z ocena
bledu teorii powlok wiaze sie Scisle wymaganié spéjnosci jej rownan, oznaczajace koniecz-
nos¢ jednakowego traktowania przy uproszczeniach wszystkich czlonéw tego samego
rzedu w danym réwnaniu.

Systematyczne przejécie od réwnan teorii sprezystosci do rownan teorii powlok moze
by¢ oparte na metodzie asymptotycznej, zezwalajacej na oceng bledu'w sensie punkto-
wym [18], gdy korzystamy z réwnan rézniczkowych teorii sprezystosci i w sensie global-
nym, co ma miejsce w metodzie wariacyjno-asymptotycznej, polegajacej na aproksymacji
funkcjonaléw teorii sprezystosci. W literaturze sg najczesciej podawane réwnania pierw-
$zego przyblizenia asymptotycznego. Ostatnio otrzymano [18] dla izotropowych powlok
W stanie obrotowosymetrycznym rozwiniecie asymptotyczne gestosci energii sprezystej,
zawierajace m.in. drugic przyblizenie. Omawiane rozwinigcie jest odmienne dla trzech
nastepujacych przypadkéw: powlok o przecigtnej krzywiznie i dlugosci, powtok o stabym
zakrzywieniu i przecigtnej dlugosci oraz dla dtugich powlok o tagodnym zakrzywieniu.

Zagadnienie dokladnosci asymptotycznej zredukowanych warunkéw brzegowych
teorii tréjparametrowej zbadano [35] w odniesieniu do powlok ortotropowych o dowolnym
ksztaicie. Przyjmujac na powierzchni brzegowej ukiad wspéirzednych {u', w2, u*} z kie-
runkiem »' normalnym do tej powierzchni, kierunkiem w? stycznym do krawedzi powierz-
chni srodkowej i z kierunkiem #* normalnym do powierzchni srodkowej oraz ustalajac
warunki brzegowe teorii sprezystosci w postaci

(D Gy =02 =wy =0, (=h2<u’<h/2)

gdzie o,,, ¢;,, ws s odpowicdnio skladowymi tensora naprgzenia i ugigciem powloki,
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otrzymano nastgpujace, zredukowane warunki brzegowe teorii tréjparametrowej, odpo-
wiadajace warunkom (1)

Nii+ (h/Ry) (B, JE3) (v23732/(1=72,712)) CNaz = 0,
) Nys—(h]A5) (B JEs) (v23932/(1 =v1275))CONL [0u® = 0, (uz = 0)

M, —D(h/A) VYV G,2/G3dM,2/0u* = 0, w=0.

W rownaniach (2) przez N, M, R, A, E, G,» oznaczono wypadkowa silg i moment,
promien krzywizny powierzchni srodkowej, parametr Lamé’go na tej powierzchni, modul
Younga, modut $cinania i liczbg Poissona - zwiazane z odpowiednimi kierunkami wspol-
rzednych; parametry C i D sa rzedu jedno$ci i maja charakter bezwymiarowych wspot-
czynnikow materiatowych.

Podkreslone wyrazy w réwnaniach (2) reprezentuja stany brzegowe zwigzane z po-
datno$cia powloki na poprzeczne odksztalcenia postaciowe i normalne. W teorii Kirch-
hoffa-Love’a te stany nie sa uwzgledniane, co w ogdlnym przypadku uniemozliwia otrzy-
manie za pomocg tej teorii zadowalajgcego rozkiadu naprezen w poblizu powierzchni
brzegowej. Warunki (2) wskazuja, ze dokiadno$¢ teorii Kirchhoffa-Love’a maleje ze
wzrostem stosunkow A/R, E,JE5 1 G,,/G,5, jezeli natomiast £, € E; 1 G» € Gy, to
teoria ta jest asymptotycznie dokladna.

Spéjne réwnania teorii powlok mozna otrzymac wykorzystujac aprioryczne, globalne
oszacowanie powierzchniowej gestosci energii sprezystej. Kryterium energetyczne zasto-
sowano [37] do analizy poprawnosci teorii tréj- pigcio- i szeScioparametrowych, w przy-
padku materialu poprzecznie izotropowego. Rozwazono nastgpujace wyrazenie powierz-
chniowej gestosci energii

o T
2, = {(1/2)0 B yapyan+ (1/2)2 B " teg 235+ | BP0 03
(€} + (1/2)0B*3 39,3953+ (1/2),B¥F 33, 3 gy + | B**F3y0 55,
+ ZB“ﬁ""yamu;_,, HI1+0(3*2G/EY)],

gdzie y;, i, oy (i, 7 = 1,2,3; a B, 4, n = 1,2.) s okreslonymi na srodkowej po-
wierzchni powtoki, kolejnymi wspélczynnikami w rozwinigciu skladowych tensora od-
ksztalcenia w szereg potegowy zmiennej u® — przebiegajacej grubo$¢ powloki, #* =
= h/R+h*/L* jest malym parametrem, 0 ( ) oznacza wielkos¢ rzedu (), B (n =
=0,1,2;4i,j,k,1=1,2,3)—skladowe tensoréw sztywnosci, w ktérych w znany [4],
niejawny sposob uwzgledniono wplyw poprzecznych odksztalcen normalnych na energig
sprezysta (blad wynikajacy z eliminacji tych odksztalcen podano w (3) w nawiasach kwa-
dratowych). ;
Wprowadzajac bezwymiarowy wspélczynnik o

) Yap ~ Ohgg, Yz ~ htas,

zezwalajacy na wyrdZnicnie stanu bezmomentowego 4 > 1, momentowego 0 ~ 1 i silnie
momentowego J < 1, otrzymano w [37] nastepujace oszacowanie skladnikow wyrazenia
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energii (3) 7 :
> ~{1,0"% 6 'h/R (G/GHB*672, (G/GHB?
e ST R SRS TS 3
! 281 i 2
(GIGYP*hIR TR+ (GG KL (1, ook + 12 k%)
nzs n>6

gdzie liczba pod kreska wskazuje teorie n-paramstrowe, w ktérych dany czton pojawia
si¢. Rozpatrujac rézne, wzajemne proporcje parametréw 6, /R, h/L, G/G’ i G/E’ uzy-
skano nastgpujace wnioski:

1) Teoria tréjparametrowa, w przypadku uwzglednienia tylko dwéch pierwszych czlonéw
w wyraZeniu (3), jest konsekwentna teoria pierwszego przyblizenia dla cienkich, réw-
nomiernie obcigzonych powlok izotropowych, co wykazal wczesniej W. T. Korter [2].
2) W tej samej klasie zagadnien, lecz przy zgieciowym stanie odksztalcenia, teoria zawie-
rajaca wszystkie oproécz széstego skladniki (3) jest konsekwentng teoria drugiego przy-
blizenia (o nieustalonej liczbie parametréw). Odpowiednie rozwiniecie energii podal
w tym przypadku W. PIETRASZKIEWICZ [24].

3) Teoria pigcioparametrowa jest poprawna w sensie energetycznym w zagadnieniach
silnego zginania (6 < 1) cienkich (h/R < 1) powiok anizotropowych- o duzej podatnosci
na poprzeczne odksztalcenia postaciowe (G/G’ > 1) i o niezbyt duzej podatnosci na po-
przeczne odksztalcenia normalne (2G/E’ ~ 1). W tym przypadku w rozwinieciu (3) nalezy
pozostawi¢ drugi i czwarty czlon.

4) Teoria szeScioparametrowa nie jest na ogél poprawna energetycznie, tj. nie istnieje
uklad wartosci parametréow 4, h/R, h/L, G/G’ i GJE' gwarantujacy wyzsza dokladnosé
aproksymacji energii w tej teorii w poréwnaniu z teoria tréj- i pigcioparametrowa. Zatem
teoria szeScioparametrowa moze byé pozyteczna tylko w szczegdlnych przypadkach (w nie
ktérych obszarach powloki, dla okreslenia wybranych skladowych stanu napreZenia
itp). .

Znaczne mozliwosci apriorycznej, globalnej i punktowej oceny biedu wykazuja metody
teorii réwnan rézniczkowych. F. JouN [38] otrzymal formalne oszacowanie dowolnego
rzgdu pochodnych tensora naprezenia i tensora odksztaicenia. Rozwijajac skiadowe tych
tensorow w szeregi potggowe wspoirzednej 1 i uwzgledniajac oszacowania [38] mozna
oceni¢ rzad wielkosci wspélczynnikéw szeregdw i skonstruowaé réwnania teorii powlok
0 zgdanej doktadnosci. Sugestia ta nie zostala dotychczas szerzej wykorzystana, z wyjat-
kiem cytowanej juz pracy [24]. Oszacowania [38] obowiazuja w obszarze wewngtrznym
izotropowej powloki, obcigzonej na powierzchni brzegowej prostopadiej do powierzchni
srodkowej. W zagadnieniach powlok o wyraznej anizotropii do zaleznosci podanych
W [38] nalezy wprowadzi¢ moduly sprezyste, np. G/G’ w przypadku powtok podatnych
na poprzeczne odksztalcenia postaciowe.

Efektywnym narz¢dziem oceny doktadnoscei, zwlaszcza [39] w zagadnieniach liniowych,
$q dualne zasady wariacyijne, tj. zasada minimum energii potencjalnej i zasada maksimum
energii dopelniajacej [40 - 44]. Zasady te zezwalaja na oszacowanie z géry i z dotu niezna-
nego rozwigzania réwnai teorii sprezystosci za pomocg odpowiednio skonstruowanych,
kinematycznie i statycznie dopuszczalnych pél naprezer i przemieszczen. Na ogét otrzy-
mujemy w ten sposéb globalng oceng biedu. W przypadku, kiedy znana jest funkcja

2 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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Greena, mozna réwniez znalez¢ oszacowanie punktowe [39]. D. A. DANIELSON [41], popra-
wiajac mniej dokladne oszacowanie W.T. KoiTERA [40] wykazal, Ze przemieszczenia
powloki, okreslone na podstawie teorii tréjparametrowej, réznig sic w normie L, od
rozwiazania réwnan teorii sprezystosci o wielko$¢ nie przekraczajaca ¢ = h/R+h*/L2,
przy zalozeniu tzw. regularnych warunkow brzegowych, tj. warunkoéw identycznych dla
zagadnienia teorii spre¢zystosci i dla zagadnienia teorif’ powtok. Skonstruowane w [41]
pole przemieszczen stycznych, zgodnie na $rodkowej powierzchni z rozwiazaniem réwnan
teorii powlok, jest wielomianem trzeciego stopnia zmiennej 3, a wigc nie pokrywa sie
z liniowym rozkladem przemieszczen na grubo$ci powloki, zakladanym przy wywodzie
réwnan teorii trojparametrowej.

Roézne kryteria doktadnodci i miary blgdu mozna wprowadzi¢ w teorii powlok traktujac
przemieszczenia i naprezenia jako elementy przestrzeni umormowanych [45]. Jedna
z mozliwosci jest unormowanie bledu residualnego, z jakim rozwigzanie réwnan teorii
powlok spetnia réwnania réwnowagi i warunki brzegowe w naprezeniach teorii sprezystosci.
Na tej podstawie sformutowano kryterium fizycznej poprawnosci teorii powlok rozpa-
trywanej w ramach mechaniki o$rodkéw z wigzami [12, 46].

4. Réwnania rozwiazujace

Réwnania teorii powlok mozna przedstawi¢ w postaci rézniczkowej lub wariacyjnej.
Znalezienie analitycznych rozwigzan réwnan roézniczkowych jest mozliwe tylko w naj-
prostszych przypadkach. Na ogél wystgpuje koniecznos¢ stosowania metod przyblizo-
nych — wtedy bardziej dogodne jest ujgcie wariacyjne.

Formutowanie réwnan rozwigzujacych zostato najdalej zaawansowane w teorii tréj-
parametrowej. Jednak nawet tutaj np. ogdélne réwnania przemieszczeniowe sg bardzo
skomplikowane. W ograniczonych klasach zagadnien réwnania teorii trojparametrowej
doprowadzono do stosunkowo prostej postaci, otrzymujac m.in. réwnania zespolone
(por. np. [47]), réwnania Meissnera i typu Meissnera (por. np. [48]) dla powlok obroto-
wych w stanie symetrii i antysymetrii obrotowej oraz réwnania powlok quasi-potogich
[49. 50]. Duzo uzyskanych rozwiazan dotyczy powltok o szczegolnych ksztaltach i obcia-
zeniach, nad czym nie bedziemy sig¢ jednak zatrzymywac. W dwéch najlepiej opracowa-
nych wersjach teorii tréjparametrowej: BUDIANSKY’EGO-SANDERSA-KOITERA [I, 2] oraz
NAGHDI’EGO-ZUDANSA [3 - 5] wykazano istnienie analogii statyczno-geometrycznej oraz
stusznosé zasad wariacyjnych i twierdzen o wzajemnosci, analogicznych do zasad i twier-
dzen teorii sprezystosci. Skonstruowano i zbadano wiasnosci ekstremalne réznych funkcjo-
natéw teorii Budiansky’ego-Sandersa-Koitera, przy uwzglednieniu anizotropii i niecia-
glosci parametréw powloki, w obszarach jedno- i wielospéjnych [45].

Niektére rodzaje rownani teorii tréjparametrowej uogolniono rozpatrujgc model
pigcioparametrowy. W 1izw. teorii Timoszenki uzyskano m.in. réwnania zespolone [21]
i réwnania powlok o malej wyniostosci [21,22], w teorii REISSNERA-NAHGDI'EGO [19]
wyprowadzono réwnania izotropowych [51] 1 ortotropowych [52} powlok w stanie sy-
metrii obrotowej. Dla powlok o fagodnie zmiennych krzywiznach otrzymano [53] ukiad
rownan dwunastego rzgdu, podczas gdy poprawny uklad réwnan teorii piecioparametro-
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wej powinien by¢ dziesigtego rzgdu, co moZna osiggnaé przez wyrazenie sit poprzecznych
za pomoca dwoch potencjatléw skalarnych [22, 37]. Zbadano zagadnienie analogii statycz-
no-geometrycznej i zbudowano réwnania zespolone [21]. Rozwazono tez niektore zagad-
nienia w ujeciu wariacyjnym [21, 22, 54].

Rezultaty uzyskane w teorii szeScioparametrowej sa skromniejsze. WEKUA otrzymal
{13] dla cienkich powiok izotropowych réwnania przemieszczeniowe o strukturze zezwa-
lajacej na poszukiwanie rozwigzania za pomoca metody funkcji zmiennej zespolonej. Dla
powlok poprzecznie izotropowych o $redniej grubosci wyprowadzono uogélnione rowna-
nia Meissnera i rownania powlok quasi-potogich [37]. Zbadano zagadnienie analogii
statyczno-geometrycznej [37). Rozwazono [22, 37, 55] niektére funkcjonaly wariacyjne.
W zagadnieniach sprzg¢zonej termosprezystosci udowodniono [55] twierdzenie o wza-
jemnosci, zezwalajace na przedstawienie poszukiwanego pola naprezen lub nieznanego
rozkiadu temperatury w powloce w postaci calki.

W teoriach osmio- [25-29] i dziewiecioparametrowych [30, 31] uzyskano wyniki
fragmentaryczne. Rdwnania tych teorii sa dos¢ skomplikowane, a wigc nalezaloby formu-
towaé je w sposéb ukierunkowany na zastosowanic metod przyblizonych i numerycznych.
Z tego punktu widzenia celowe jest zbadanie wlasno$ci operatoréw rézniczkowych, co
dotychczas zrobiono w odniesieniu do niektorych zagadnien teorii tréjparametrowe;j
[56, 57] | pigcioparametrowej [58].

5. Uwagi koncowe

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze duzo niejasnosci wiaze si¢ z dokladnoscia
i zakresem stosowalnosci teorii wieloparametrowych. Nie opracowano dotychczas pelnej,
konsekwentnej teorii drugiego przyblizenia np. energetycznego lub asymptotycznego.
Malo uwagi po$wiccono zagadnieniu zredukowanych warunkéw brzegowych. Nie sa
dostatecznie zbadane wlasnosci operatoréw rézniczkowych w réwnaniach teorii wielo-
parametrowych. Brak jest odpowiednio dobrej analizy wplywu efektéw nieliniowych.
Nalezy bowiem pamigtaé, Ze ze wzrostem wymaganej dokladnosci teorii, maleje dopusz-
czalne obcigZenie, przy ktorym réwnania liniowe sg poprawne [18]. Z innych, nieopra-
cowanych dotychczas probleméw w teoriach wieloparametrowych nalezy wymienié¢ za-
gadnienia termosprezystosci i sprzezonych pdl mechano-elektromagnetycznych. Malo
Jest réwniez badan z zakresu statecznosci sprezystej dzwigaréw powierzchniowych, opisa-
nej za pomocy réownan teorii o wigkszej niz trzy liczbie parametréw. Pozostaja tez do
uwzglednienia w teoriach wieloparametrowych materialy sprezyscie niejednorodne oraz
materialy o innych zwigzkach konstytutywnych, np. lepkosprezyste.
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Peszome

HM3BPAHHBIE TIPOBJIEMLI MVIJILTHUIIAPAMETPHUYECKUX JIMHENMHLIX TEOQOPHI
YIIPYTHUX OBOJIOYEK

B paboTe paccMOTpPeHB! CIeAYIONIHe MPOOIeMbl MYIbTHIIADAMETPHUECKIX JTHHEHHBIX TEOPHIl YIIPYTHX
000JIOYeK: KOHCTPYKLHS YPaBHEHHIt, OLEHKa TOYHOCTH, OONACTb IIPHMEHMMOCTH OTAEJLHLIX TEOpHil,
dopmynupoBanne pemaromiux ypaeHenuid. IlpuBesieHsbl cBefileHHs O MHOTHX paGoTax no 21oii npobie-
MaTHKe.

VKazanbl TalkKe 11PoGAeMBbl, KOTOPLIC IO MHEHMIO aBTOPOB 0 CHX [10p He pa3patoTaHsl.

Summary

SELECTED PROBLEMS IN THE MULTI-PARAMETRIC LINEAR THEORIES OF ELASTIC
SHELLS

We deal with the following problems in the multi-parametric linear theories of elastic shells: con-
struction of equations, accuracy estimation, the scope of application of respective theories, formulation
of solving equations. Many papers concerning the subject have been discussed. Some problems which
according to authors’ knowledge have not been elaborated so far are also indicated.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 8 lipca 1983 roku



