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1. Wstep

W projektowaniu konstrukeji inzynierskich spotykamy si¢ z ustrojami zloZzonymi
z elementéw o zmiennych przekrojach poprzecznych. Najczesciej jednak mamy do czy-
nienia z konstrukcjami, ktérych wymiary przekrojéw poprzecznych elementéw zmieniaja
si¢ liniowo w plaszczyZnie rysunku, natomiast drugi wymiar jest staly. Celowe staje si¢
wiec opracowanie odpowiednich wzoréw umozliwiajacych latwe wykonanie obliczen
dynamicznych tych ustrojéw. Wprawdzie wspolczesna technika komputerowa pozwala
rozwigzywaé geometrycznie skomplikowane elementy konstrukcyjne to jednak znajomosé
wzoréw transformacyjnych ulatwia budow¢ kanonicznych uktadéw réwnan.

Jedna z metod, ktéra ma szerokie zastosowanie w rozwiagzywaniu zagadnien dynamicz-
nych ustrojéow pretowych (belek cigglych, ram, tukéw, itp.,) jest metoda przemieszczen.
Zastosowanie jej do rozwiazywania ukladéw o stalych przekrojach poprzecznych jest
Znane, wystarczy wymieni¢ obszerne monografie St. BLASZKOWIAKA 1 Zb. KACZKOW-
SKIEGO [1] oraz W. NOWACKIEGO [2].

W przypadku pretéw o zmiennych przekrojach poprzecznych znane jest rozwigzanie
Sciste drgan klinowej belki wspornikowej podane przez E. CRANCHA i A. ADLERA [3],
przy czym calka ogélna réwnania opisujgcego to zagadnienie wyrazona jest za pomocg
funkcji Bessela.

Zagadnienie drgan belki swobodnie podpartej o liniowo zmiennej wysokosci zbadane
zostalo w pracy [4] przez zastosowanie metody Ritza. W rozprawie tej uzyskano przy
uzyciu szeregéw Fouriera formalnie rozwiazanie $cisle.

W pracach [5], [6] wyprowadzono wzory transformacyjne metody przemieszczen,
umozliwiajgce rozwiazania zagadnied drgan poprzecznych, podtuznych i skrgtnych ustro-
Jow sprezystych zlozonych z pretow prostych pelnych, ktérych wymiary przekrojow po-
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przecznych zmieniaja si¢ liniowo tylko w plaszczyZnie zginania natomiast grubo$é preta
jest stata. Wyprowadzone wzory w wymienionych wyZej pracach nie pozwalaja jednak
rozwiazywagé ustrojow przestrzennych z braku odpowiednich wyrazen na drgania poprzecz-
ne preta w kierunku prostopadtym do plaszczyzny zginania.

Praca [7] zawiera wzory transformacyjne dla preta o liniowo zmiennych obu wymia-
rach przekroju. Interesujace wyniki zawiera praca [8] w ktérej rozpatrzono drgania pretow
o bardziej skomplikowanej geometrii.

W niniejszej pracy zajmujemy si¢ zagadnieniami drgan poprzecznych preta w kierunku
osi stalego wymiaru preta. Rozwazania ograniczamy do drgan harmonicznych, ktére
opisane sg przez amplitude speiniajaca réwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe o zmien-
nych wspotczynnikach. Rozwigzanie ogélne tego réwnania daje si¢ przedstawi¢ jedynie
w postaci szeregdw potggowych, otrzymane wigc w pracy wyniki stanowia formalnie
" doktadne a w praktyce przyblizone rozwigzanie analityczne stawianego problemu i pozwa-
laja na latwe otrzymanie rozwigzan dla przykladéw liczbowych.

Wyprowadzone w tej pracy wzory wraz z wynikami podanymi w pracach [5], [6]
moga stuzyé do wyznaczenia drgan wymuszonych i wlasnych oraz sit przekrojowych
belek ciagtych, ram plaskich i przestrzennych, rusztéw, ram zatamanych w planie, i.t.d.
Podane rozwigzania moga mieé rowniez zastosowanie w przypadku ram fundamentowych
ram podpierajacych stropy obcigzone maszynami, konstrukeji wsporczych pod urzadzenia
wentylacyjne; silniki, itp., w konstrukcjach mostowych oraz w wielu innych konstrukcjach
inzynierskich a szczegdlnie przemystowych.

2. Drgania poprzeczne preta

Rozwazymy pret prosty o stalej szerokosci przekroju poprzecznego g oraz o wysokosci
h(&) zmiennej liniowo wzdiuz osi preta (rys. 1) opisanej wzorem:

h(€) = hu.i&" +pi), .1
gdzie:
—— h h
hy=Vhh, , w = F’ = hf
h hy
uk=h—:=]/h—j, pp =1, (2.2)
fi, =178
=2 Ek
HIE +r
it 35
T;ksinwtc: .%x
1

k'S'Inth

L 1 Tisin wt
i |
1




DRGANIA PRETOW ' 419

Symbolami 4;, b, oznaczono tu wysokosci przekrojéw podporowych. Zmiennos¢ pola
A(£) przekroju poprzecznego prgta wyraza sig nastepujaco:

A@E) = A&+ ), (2.3)
gdzie:
A, = VA 4,. (2.4)

Zmienno$¢ momentu bezwladnosci I(§) przekroju poprzecznego preta przy drganiach
Poprzecznych w kierunku osi y (rys. 1), tj. prostopadle do rysunku ma postac: -

1(8) = Is(#vf""!‘k‘f), (2.5)
gdzie:
L= LTy (2.6)
Stale u;, ux Wystepujace we wzorach (2.3), (2.5) maja postaé (2.2) lub, co jest r6wnowazne
% W i .
i = '-]l\— 45 Ly = Ii . (‘.7)

Symbole A;, Ay, Ii, I, oznaczaja pola oraz momenty bezwladnosci przekrojow podporo-
wych

hi‘13 hq®

B I, = P (2.8)

di=hg, Av=ha, L=
Rownanie rézniczkowe opisujace drgania wlasne poprzeczne prgta o zmiennej sztyw-
nosci zginania ma postac’:

[EI(E) e (E )

*y(§, 1)
Fra o2

gdzie EJ(£) oznacza sztywno$¢ zginania preta, 94(&) oznacza mas¢ preta na jednostke
dhugosci.
Uwzgledniajac wzory (2.3) i (2.5), réwnanie (2.9) mozemy zapisa¢ w postaci

]+ A(E - i (2.9)

BL, 80 _ 21, Py |
(i—m)* 0 (1= 1) (i &' + ) 9&*
oAt (. 1)
(40— i)? o
Dalej rozwazania nasze ogra:'niczymy do drgan harmonicznych. Po rozdzieleniu zmien-
nych otrzymujemy nastgpujace réwnanie rézniczkowe opisujace amplitude

= 0. (2.10)

= _1 = AV - — 2 lll (}_) ) :
(p2i ~ )? wis (i — ) i + &) - (&)~ ¥(& =0, (2.11)
gdzie
16,4*w?
1= ’ )
(i — w)*El (2.12)

za§ w oznacza katowa czgstosc drgan.
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Wprowadzajac oznaczenia

‘l/ll' =d, ‘u["“llk = b, (2.13)
rownanie (2.11) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci
1 : 2 s xl, Ao -
bZ (& — b(a—bE) .Vm(f)—(’?) (&) = 0. (2.14)

3. Rozwiazanie rownania (2.14)

Rownanie (2.14) jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym liniowym jednorodnym
rzedu czwartego o zmiennych wspétczynnikach, przy czym (poniewaz a > b > 0), wspot-
czynniki te s3 funkcjami ciggtymi dla & € <0, 1>. Podstawiajac do réwnania (2.14) zmienna
79 dang wzorem

0 = a—bé, (3.1)
oraz przyjmujac _
y(m) = y(&) (3:2)
dostajemy
2 s ;
~Iv ST OO S LA Y A
W+ ~ () (2) 2 v = 0. (3.3)

Réwnanie (3.3) zostalo rozpatrzone w pracy [9], gdzie autor zastosowat metodg zmiennej
zespolonej dla otrzymania rozwiazania przyblizonego. Wykorzystamy teraz bardziej
klasyczna metode, mianowicie poszukiwaé bedziemy rozwigzan szczegélnych réwnania
(3.3) w postaci szeregu potegowego [10]:

Fop = > e, (3.4)
k=0

gdzie r jest nieznanym parametrem, ktéry trzeba okresli¢ wraz ze wspolczynnikami ¢
podstawiajac (3.4) do réwnania (3.3). Prowadzi to do nastgpujacego réwnania algebraicz-
nego |

cor(r—=1D2(r=2)y" " *+c,(r+ Dr2(r— Ly =3+
D+ )P e (r+ ) D2+ D+
+ 3 {er a4+ D +3+ R +2+ k)= Be o+ = 0, (3.5)
k=0
gdzie

bhan
B = (7) ST ‘ (3.6)
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Réwnanie (3.5) powinno byé spelnione lozsamosciowo a zatem wspolczynniki przy
dowolnej potedze 7 powinny byé rowne zeru. Przyjmujemy, ze

o l="ee= 0 =0 (3.7)
oraz
r(r—12%(r—-2) =0, (3.8)
Co daje r=0,r=1, r = 2.
Z réwnania (3.5) wynika ponadto. ze jesli spetnione sa 3.7 1 (3.8) to
Cerar+4+R)(+3+k)3(r+2+k)—Bey = 0. , (3.9)

Podstawiajac r = 0 do (3.4) i (3.9) otrzymujemy jedno z rozwigzaf szczegdlnych
tOwnania (3.3) w postaci:

Yol = 1+ aun*, (3.10)
n=1 =
gdzie dla n e N mamy
] : A L4 . 4 B" L LY s
Ayy = l 11 [(n—D+4][4(n—D)+312[A(n—i)+2] 3.11)

ap =1, Agpt1 = Qanyr = Agpy3 = 0.

Dwa nastepne rozwiazania szczegdlne otrzymujemy podstawiajac r = 1 oraz r = 2
do (3.4) i (3.9). Daja si¢ one zapisaé nastgpujaco:

Y.() = 77(1 +2b4,."}“”), (3.12)
¥ n=1
g2dzie:
F [ L [4(n—i)+5] [4(n —i)+4]2[4(n—i)+3] ° (3.13)
bO i I- b4n+l = b4u+2 = h4n+3 S 0* ne N‘
oraz,
N o AT T —_
Yi(p) = 7)'(1 +Z ey ), (3.14)
n=1
2dzie
S T L A — )+ 6180 =)+ SP[A(n— )+ 4] (3.15)

co = 1. Cant1 = Cans2 = Canga = 1, neN.
Poniewaz r = |1 jest pierwiastkiem podwojnym réwnania (3.8), czwartego rozwigzania

20 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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szczegblnego poszukujemy w postaci [10]:

o0
A
Yalp) = Yamlng+ D) dyy™1, (3.16)

n=0

gdzie Y,(n) dane jest wzorem (3.12). Podstawiajac (3.16) do réwnania (3.3) otrzymujemy
wzory okreslajace wspolczynniki 4,

n

d — B"—ld4 == 32":2_ l b
“ LD @pr@i+n@i-)  2n@n+D@n—1) 7
dla n-> | oraz @17
11
d4 T ’lab-h ‘I4n+| = d4n+2 — d4u+3 = 0.
Z (3.17) i (3.16) wynika, ze
YoO) = Ya(pinn+ Y dagn**, (3.18)

n=1
gdzie d,, sa okreslone wzorem (3.17).
Podsumowujac, otrzymali§my cztery rozwigzania szczegélne Y;(n) réwnania (3.3).
Mozna sprawdzi¢, ze sa one liniowo niezalezne, zatem rozwiazanie ogélne réwnania (3.3)
mozemy przedstawi¢c w postaci

4
v = Y C Y, (3.19)

=i

gdzie C;, i = 1, 2, 3, 4 sa dowolnymi statymi zas Y; dane s3 wzorami (3.10), (3.12), (3.14)
oraz (3.18). Stale C; mozna wyznaczy¢ z warunkow brzegowych. Rozwigzanie ogolne
réwnania (2.14) dostajemy podstawiajac do (3.19) zmienna » dang we wzorze (3.1)
i uwzgledniajac (3.2).

4. Warunki brzegowe i wzory transformacyjne

Rozpatrzymy nastepujgce warunki brzegowe
y) =y, YO = o,
y() =y, YD) =g,
gdzie yi, Y, lpi, lp, sa stalymi oznaczajacymi amplitudy przemieszczen liniowych i kato-
wych. Poniewaz wygodniej jest operowaé funkcja j(7) wiec wykorzystujac oznaczenia
(3.1) i (3.2) mozemy warunki brzegowe (4.1) zapisa¢ w postaci

4.1)

- 1y l
.V(a) = Y "1']* = —'B“ Pis
a7 in=a
! ) (4.2)
P dy
—b) = ., i, ey e
y(a—>b) = yi dn !m_b b P
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Podstawiajac rozwiazanie ogélne (3.19) do warunkéw brzegowych (4.2) otrzymujemy
uklad czterech réwnan algebraicznych liniowych okreSlajacych nieznane state C;, i =
=1, 2, 3, 4

4

—1Cl Yi(a) = yi,

i=1

=~
) ‘ (4.3)
vc ,.(QIL' !
&y Jn—a b ¥
4 1
dy, l
G L Gl
i; i d"? sl b ‘Pk

Znajac stale C; mamy na podstawie wzoru (3.19) funkcj¢ y(n) a uwzgledniajac (3.1)
i (3.2 otrzymujemy y(£). Warunki brzegowe (4.1) maja charakter ogélny, pozwalaja
réwniez znalezé rozwigzanie zagadnienia gdy dane sa na koricach preta momenty zgi-
najgce lub sily poprzeczne poprzez rozwiazanie odpowiedniego uktadu réwnai algebraicz-
l(lych. Momenty zginajace i sily poprzeczne w koncach preta wyrazaja sie wzorami [5]
rys. 2):

y
AilII
o . AE)IE) Al
Y 51? ‘? X
£ 1A %" 'T_________-——-——."k‘ 1;( e
l ————— ——L—" ~ [}
£ &
1
Zz
Rys. 2
EI(&) d%y(&
_ EIE) d*y(§)
M=o~ (e }
X 4
o d [E®_ e e
ik ldE 12 dEz ‘E:O’
T _L[ EI§) &%y()
Sk 2 dg? et
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Zastgpujac & przez 7 za$ y(§) przez y(n) oraz uwzgledniajac (2.5), (2.2) oraz (2.13) to
wzory .(4.4) mozna zapisa¢ nastgpujaco

Elg 5, d*p
1\4”‘ = — 12 b d?72_!,7,__a’
El(a—b d?y
My = —(7‘ ) b2% >
! dn® ly=a-v i
(4.5)
ERL [ a3y a¥]
o= ]|
BV [dy  a¥
e

Jesli dane warunki brzegowe wyrazaja momenty zginajace i sily poprzeczne lub sa
typu mieszanego to mozna otrzyma¢ rozwigzanie stosujac (3.19), gdzie C; spelniaja uklad
réwnan (4.3), przyjmujac y;, yx, lo;, Iy jako nieznane, ktdre trzeba wyznaczyé z zadanych
warunkéw brzegowych i wzoréw (4.5). :

Z ukiadu réwnan (4.3) wynika, ze stale C; sa w postaci kombinacji liniowych wartosci
przemieszczen liniowych i katowych danych na brzegu preta, czyli

C, = ay yitanytanle +ag,le,,

gdzie a,m, n,m =1, 2, 3, 4 sg stalymi. Z powyZszego wniosku oraz na podstawie (3.19)
i (4.5) wynika, ze sily poprzeczne i momenty zginajace sa réwniez kombinacjami liniowymi
wartosci y;, i, lg;, oraz lp;.

5. Rozwiazanie przybliZone

Ograniczymy teraz rozwazania do podania rozwigzania przyblizonego oraz, odpo-
wiadajacym temu rozwigzaniu, wzoréw transformacyjnych. Wspdlczynniki a4y, bap, Can
oraz d,, wystepujace we wzorach (3.15), (3.11), (3.13) i (3.17) podaje nastepujaca tabela

el | Tabela 1 5 - -4
n [ 1 : 2 o1 B
B ' BT B?
dan o e e e LI
72 200064 50400 - 200064
B BZ j BS
ban L - < SN
? 240 967680 65280 - 967680
B o B2 L B3
(' n ComTe == o = e T E
= 600 3888000 82232 - 3888000
11B 11 127 1183 287
dsa e —B? — + = S o e e 1AM
2400 9696800 = 252 - 967680 20592- 2400 858

-
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Dalej, majac na celu zilustrowanie wynikéw podanych w rozdziale 4 pracy, ograniczamy
sig do nastepujacych przyblizen dla ¥;(5) (wykorzystujemy wzory (3.10), (3.12), (3.19)

i (3.18)):

' B
Yi(n) & l+a,n* = 1+72A o

B
Yy(n) = 17-'i-b4'r/5 = Yl+m 7%,
g G
Ya(n) & 0% +canf® = nt—om 7,

B 11
Ya(n) = (n+ban)nn+dys® = (“W 175) Inn——z650 1"

Dokladnos¢ rozwiazania przyblizonego moZna poprawié biorgc w rozwiazaniach
Szczegblnych wigcej wyrazéw szeregdw opisujacych Yi(n). Wspélezynniki ay,, Bani Cann din
dosé¢ szybko maleja do zera.

Wprowadzajac oznaczenia

Ji1

Sia

Jia

Jas

B . B
Y (a) = [+%—a4, Jiz=Ya(a) ®at+ 240 a’,

B ;
as,

600 5

Yi(a) x~ a?+
- B A We
Y4(a) ~ (a +’ma ) Ina 24T0a s

Yi(a=b) % 1+ (a—b)*,

B B :

Y(a—b) % a—b+ 540 (a—Db)°,

Yila—b) =~ (a~b)2+- D (a—b)®

3 ) = ) kel ,

Yoa~b) = |a—bt=B—(a—b)s In(a—b) ~ = (a—b)?

¢4 USRS H 2400 ’ _
I . (5.2)

dy =B o A e .

By e S B S| B g

dY, " - -

bt e ahi00

dy, | B 3

- = | ———aqa*

0 |y (”48 ")”"“ i60

, .
d’Yl | ¥ ~ B (a—b)3.

T
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dy, | = B )
Jaz = P I+ a8 (a—b)?, ‘
_ dY3 e w B AN ' (5'2)
Jaz = I lymacs 2(a—-b)+ 100 (a—b)>, fcd.]
N 71 NP iy UL T SR
fig = y 7 oy S [l + 487(a b) l In(a—b)+1 ico (a—-b)?,

mozemy uklad réwnan (4.3) zapisa¢ nastgpujaco

4
Zflmcm = gj‘ , = l’ 2’ 3: 4; (5.3)
m=1
gdzie
4 i [ :
Se=Vis 8B2=)k, 83 = CE Pi» g4 = i P+ (5.9

Stosujac rozwigzanie przyblizone (5.1) mozemy wyrazi¢é wzory transformacyjne (4.5)
w postaci

_ ELab? 8. B B 4)
Mlk = *T — [Cl '—6‘(1 +C2 ﬁa +C3 (2+26(1 +
B .3 7 3
+C4(ﬁa lna+ma )],
20, —
Mkl= E{AZIELQ)_{CI%(G_b)2+C2 —I'B?(a—b)3+C3 lZ+
B 4 B \3 - __7 i 3]}
+ 20-(a b) ]+C4[T2 (a—b)’In(a—b) + 240 (a—b)|;,
5 3 (5.5)
ELab B B B
Ty = =T M+ - I_SI:] [Cl*:i‘a“'cz "I02+C3"5 a’+
P 127
+C4(4 a lna—"zma )],
b ELb3(a—b) B B
Ty = “Ka—b) M, + B {Cl 3 (a—b)+C, 7 (a—.b)2+

B B : 19 ;
+C, 5 (a—b)*+C, [T (a—b)*ln(a—b)—»zz(—)— (a—0b) ]}

Rozwiazujac teraz uklad réwnan (5.3) mozemy wyznaczy¢ C, a nastgpnie podstawiajac
Jje do (3.19) (gdzie Y; sa dane wzorami (5.1)) oraz do (5.5) otrzymamy poszukiwane roz-
wiazanie.

W przypadku drgan wlasnych, przyjmujac, Ze pret jest sztywno zamocowany, €O
oznhacza przyjecie na brzegach zerowych przemieszczen liniowych y; = yx = 0 oraz zero-
wych przemieszczen katowych lp; = lp, = 0, uklad réwnari (5.3) staje si¢ uktadem réwnan

N
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liniowych jednorodnych i posiada niezerowe rozwigzanie gdy
det[f;] = 0 (5.6)

Réwnanie (5.6) jest rownaniem na czesto$¢ drgan wlasnych o wchodzgca do niego po-
Przez wartos¢ B (wzory (2.12) i (3.6)). Podstawiajgc przyblizone wartosci f;, dane wzorami
(5.2) do (5.6) otrzymujemy réwnanie algebraiczne stopnia czwartego na niewiadomy A
I mozna Je rozwigzaé numerycznie.

Zastosowanie podanych wyzej rozwigzan przyblizonych zilustrujemy na przyktadach
liczbowych.

Przyktad 1: Znajdziemy czestos¢ drgan wilasnych dla preta o nastepujacych
danych

| = 4,00 m, q= ],20 m, h,- = 2,40 m, hk = 1,20 m.

o = 2400 kg/m*, E = 23:10*® MPa. (5.7
Stosujac wzory (2.2), (2.7), (2.8), (2.13) i (5.7) otrzymujemy
a= 14142, b = 0,7071 (5.8)
nastepnie, podstéwiajqc (5.8) do wzoréw (5.2) i rozwigzujac réwnanie (5.6) dostajemy
B = 19,5291 (5.9)

€0 daje, na podstawie (3.6) i (2.12) czestos$¢ drgan wiasnych dla rozpatrywanego przypadku
w = 209,44 s~!. (5.10)
Przyktad 2: Rozpatrzymy teraz drgania wymuszone preta o wymiarach podanych

We wzorze (5.7) przyjmujac czgsto$é obciazen wymuszajacych
w = 314,16 s~1, (5.11)

€0 odpowiada 3000 drgari/min. Na podstawie wzoréw (2.12) i (3.6) mamy dla tego przy-
padku

B = 43,94, (5.12)

Nastepnie, podstawiajac (5.12) i (5.8) do wzoréw (5.2) otrzymujemy liczbowe wartosci
Wspélezynnikow fj, dla ukladu réwnan (5.3). Podajemy je w postaci macierzy:

3,4409 2,4498 2,5857 0,8231

1,1525 0,7394 0,5090 —0,2571
F = (5.13)

6,9039 4,6614 53138 24955
10,8629 1,2288 1,4919  0,5691
gdzie
F=[f] (5.14)

Rozwigzanie ukladu réwnan (5.3) moZemy zapisa¢ w postaci

e — l3,8822y,-—9,7928yk+4,5955«é— Pi+4,3511 [') Pe- (5.15)
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106,218y, 476,606 1 y,— 36,7801 - g, 26,0438 | ..
b b (5.15)

[ed.]

o
|

, -
Cs = 98,1271y, 70,2163, + 34,2566 -, q,,.+23,429671) P,

Cs = —48,9577y,+ 33,5132y, — 17,3563 ,17 gi— 11,5984 l’)' s

Na podstawie wzoréow (3.2), (3.1), (3.19), (5.1), (5.8) i (5.12) mozemy pr7edst1w|<.
amplitud¢ drgan y(§) w postaci
y(&) = C[14+0,6103(1,4142-0 707lt)4]+C,[l 4142 —
0,7071£4+0,1831(1,4142—0,7071£)]+ C, [(1,4142 —
0,7071£)? +0,0732(1,4142—0,70715)°1+ C, {[1,4142 —
0,7071£+0,1831(1,4142—0,7071£)]In(1,4142—0,7071&)
—0,0045(1,4142—0,7071£)%}, ‘ (5.16)
gdzie C; sa dane wzorami (5.15). i
Podstawiajac parametry charakteryzujace pret (5.7) oraz wzory (5.15) do (5.5), otrzy-
mujemy nastepujgca postaé¢ wzoréw transformacyjnych:

My = —0,0216 E (— 17,7047y, + 15,4154y, —7,7320 7’; Pi—

_5.1135-2— (pk), (Nm),

M, = 0,0108 E (183,8750yi —129,6104y, + 63,7763 —Il)— @+

+ 45,6078 ,Il)_ (pk) ,  (Nm),

Tl k

3;1 (0,2269y,;0,0687yk—3,1495 % P;—0,1443 [l) qu).

E ! l
T 5 1,6989y, —0,4542 y,.+0,5842 7 ¢;+0,4381 5 M) (5.17)
gdzie E = 23 x 10® MPa, / = 4,00 m, y;, ¥ sa amplitudami przemieszczen liniowych za$
lp;, o, s3 amplitudami przemieszczen katowych na koncach preta.
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Paswome

KOJIEBAHMA CTEPKHEII C JUHEAHO ITEPEMEHHOI BBbICOTOIM IIOIIEPEYHOTO
CEYEHUS

B padote PaCCMOTPCHO 3ajauy KOJIeGaHMil NPAMBIX CTEDIKHEH C MOCTOAHHOR TOJLUHHOH, KOTOPLIX
Pasmepns TONEpEeYHbIX CeUeHMH H3MEIAIOTCA JIHHEHHO B IIOCKOCTH Haruda. Paccy»xaeno TapMOHHYECKHE
nonepeunwie KomneGanus CTePyKHA B HANPAaBJIEHHH IIOCTOAHHOIO pa3Mepa IIOIEDEUHOro ceueHust. Ilo-
JIVUeHO oblee pellenue YypaBHEHUA aMIMTYAa B BHJIE CTENCHHOrO P5Ja, 2 B JaNbHeHIIeM IpUGImKeH-
HOe peuterue mist amMIUIATYa 1 TpaHC(bopmauHOHﬂblx dbopmyn. ITonyueHunle pesysITaThI HIIMIOCTUPO-~
BAHO ABYMS YHCICHHBIMU IpUMEPaMH: B IIEPBOM HAMJENO WaCTOTY COOCTBEIHBIX KoJIedaHmil, Bo BTO-
pom PaCCMOTPEHO BBIHYMSICHHbIE KOIe0aHuA.

Summary

VIBRATIONS BARS WITH LINEARLY VARIABLE CROSS-SECTIONAL HEIGHT

The paper deals with problems of vibrations of straight bars with constant width. The height varies
lincarly in the plane of bending. We consider harmonic transverse vibrations of the bar in the direction
of the constant dimension. A general solution of the amplitude equation is obtained in the form of the
Power series. From this an approximate solution is determined for the amplitude and slope-deflection
€quations. The obtained results are illustrated by two examples. In the first the natural frequency is deter-
mined while in the second forced vibrations are obtained.
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