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1. Wstep

Rozwazany jest uklad mechaniczny zlozony z nieodksztalcalnych cial, skrepowanych
geometrycznymi stacjonarnymi wigzami jednostronnymi. Potozenie ukladu opisuje wektor
X e RY, a wiezy maja postaé

fl(x) 2 0)

jeshi

f[;eCYRY), i=1,..,n<N.

Rozpatrywana jest chwila czasu 7, w ktorej uklad zajmuje polozenie takie, ze

Li(x(1))=0 dla i=1,..,n,
natomiast pre¢dkosei ukladu sg takie, ze istnieje co najmniej jeden wi¢z, na przyklad o
numerze k(1 < k& < n) taki, ze

lim GTx(7) < 0,

t=t-0

gdzie

ofy o ]T

ax; 7 Oxy

Gy := gradf, (x(1)) = [

W opisanej sytuacji nastepuje réwnoczesne zderzenie ukladu z kilkoma wiezami.
Zgodnie z teorig zderzenia ciat sztywnych w efekcie zderzenia nastapi skokowa zmiana
predkosci, ktorg spowodujg popedy reakcji wigzow.

Jezeli 4,, ..., A, sa nieujemnymi liczbami charakteryzujacymi popedy reakcji odpo-
wiednich wi¢zéw," za$

x(t+0) := lim x(7),
T=(10

to prawo zmiennosci pedu ukiadu dane jest przez nastepujgcy zwigzek

(D M[x(t+0)—x(t—0)] = GA,
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gdzie
2= [Ay, .oy 2]T € RY — nieujemny wektor charakteryzujacy wartosci popedow
reakcji wigzow
G .= [G,, ..., G,] € R¥*" —macierz prostokatna rzedu n, to znaczy ze wektory
G,, ..., G, sa liniowo niezalezne;
M e R¥*Y — macierz symetryczna dodatnio okreslona, charakteryzu-
jaca bezwladno$¢ ukladu.
Wektor predkosei ukladu po zderzeniu x(#+0) powinien spetniaé nastgpujacy oczywisty
warunek '

@ G™x(t+0) = 0,

ktory wynika z réwnan wigzéw.

Jednakze warunki (1) i (2) nie wystarczaja do jednoznacznego wyznaczenia x(+0).
Aby uniknaé tej niejednoznacznosci w przypadku skalara, to znaczy gdy n = 1, uzupel-
nia sie warunki (1) i (2) nastepujaca hipoteza [1], [3], [4].

W zjawisku zderzenia wystgpuja dwie fazy. W pierwszej fazie nastgpuje naloZenie
wiezu, a w drugiej oswobodzenie z tego z wigzu; oswobodzenie z wigzu nastgpuje pod
wplywem impulsu sity, ktérego warto$¢ — zgodnie z hipoteza Poissona 3] — jest pro-
porcjonalna do wartosci popgdu reakeji wigzu nalozonego w pierwszej fazie.

2. Model zderzenia

Przedstawiona wyzej hipoteza, ktéra dotyczy zderzenia dwéch cial, nic wystarcza do
analizowania réwnoczesnego zderzenia w ukladzie, w ktérym »n = 2. W tym przypadku
proponujemy rozwazy¢ nastgpujacy model zderzenia.

W pierwszej fazie nastgpuje nalozenie wigzow (zderzenie plastyczne), a w wyniku tego
powstaja reakcje wynoszace R = GA,, ktore powoduja zmiang poczatkowej predkosci
uktadu x(¢—0) na predkosé V.

Pierwsza fazg zderzenia opisujg relacje

3) LA 10k =y e Ty

4 M 20,

(5) GV, 2 0,

(6) G Vo)(ef2) =0, i=1,..,n,
jesti

e;l' = [61.1 R 6|’,n])

gdzie: 0;; — symbol Kroneckera.
W drugiej fazie zderzenia nastepuje oswobodzenie ukfadu z wigzéw pod wplywem impul-
séw Gy, jesli
iy = €y,
edzie:
& — wspolezynnik restytucji zderzenia taki, Ze

0<eg
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zatem druga faza zderzenia opisana jest zwigzkiem

)] M[x(t+0)—V,] = eG2,. ‘

Model zderzenia opisany relacjami (3) - (7) pozwala na jednoznaczne wyznaczenie wektora
X(t+0). Fakt ten wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jezeli F: R¥— R! jest funkcjonalem okre§lonym nastepujaco:
F(x) = —1— xTMx,

to V, speinia relacje (3) - (6) wtedy i tylko wtedy, gdy
(8) F(Vo—X(t—0)) = min [F(z—x(t—0)|Gz > 0]

Dowdd. Jesli V, jest rozwiazaniem zadania (8), to na mocy twierdzenie Kuhna-Tuckera
spetnia relacje (3) - (6) (poréwnaj [5]). Z drugiej strony, na mocy zalozenia symetrii i do-
datniej okre$lonosci macierzy M funkcjonal F jest ciSle wypukly i rézniczkowalny zatem
warunki (3) - (6) pociagaja za soba (8) (porownaj [5]). g

Poniewaz funkcjonal F jest scisle wypukly, ciagly i koercywny (lim F(x) = oo =
= lim ||u|] = o), to na mocy znanego twierdzenia [2] zadanie (8) posiada jednoznaczne
rozwigzanie, a na mocy twierdzenia 1 wzory (3) - (7) wyznaczaja jednoznacznie 2; oraz
X(140). Predkosci uktadu po zderzeniu w kierunkach wiezow WYnosza

GTx(t40) = (148 GV, — eGTx(t—=0)

Przyklad 1:

Nalezy wyznaczy¢ predkosci bryly sztywnej po zderzeniu idealnie sprezystym z wig-
zami jednostronnymi; schemat bryly i wigzéw pokazano na rys. 1, gdzie zaznaczono
réwniez wspoétrzedne x,, X, X3, opisujac poloZenie bryty, Masa i moment bezwladnosci

b et
' X‘

I

e o

Rys. 1

bryly sa réwne jednosci, to znaczy ze

predkosci bryly przed zderzeniem sg takie, Ze
x(t=0= [V, 0, 0], V>0

réwnania i macierze wiezoéw, wynikajace z rys. 1 maja postaé

—X;+x3; 20 -1, 0, 0
Xs—x320;, G= 0, 1, 1
Xat+x, =0 1% =)

23 Mech. Teoret i Stos. 2—3/83
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Poniewaz predkosci bryly w kierunkach wigzéw wynosza

=1
GTx(1—=0) = ¥| 0],

0
to nastgpi zderzenie bryly z wigzami.
Na podstawie relacji (3) - (6) otrzymujemy
2/3 [1/3
=V|1/3], V,=V|I1/3],
0 | 1/3.

a ze wzoru (7) otrzymujemy predkosci bryly po zderzeniu (¢ = 1)

—1/3]
x(t+0) = V| 2/3
2/3]

Stad mamy predkosci bryty w kierunkach wi¢zéw po zderzeniu

I
GTx(t+0 = v| of,
4/3

ktére spelniaja warunek (2).
Niestety, zaproponowany tu model zderzenia, ktory opisuja relacje (3) - (7) nie zawsze
ma wiasno$¢ (2) co pokazuje nastgpujacy przyklad.

Przyklad 2:

Rozpatrywane jest jednoczesne proste $rodkowe zderzenie czterech idealnie sprezy-
stych ciat (rys. 2). Masa kazdego ciala wynosi 1, a predkosci tych cial przed zderzeniem
sa rowne 2(r—0) = [1,0,0, 1/3]"

1 1/3
J£3

Ve i e LA

Rys. 2

Macierz wigzéw, ktéra wynika z rysunku 2, ma postac

=10, @

TN
e R N

0. =0, i
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Jedynym wektorem v, speliajacym relacje (3 -6) jest

g O e L

[+ Bt 3 ’ 3 ’ 3 ) ’3_ ’
T

ey
}"‘[—3—) —3‘) 0])

a ze wzoru (7), jesli e = 1, otrzymuje si¢ predkosci kul po zderzeniu
I w2 kel ]T

wtedy

U(t+0) = [——3_) T) —3—" 3

a stad predkosci kul w kierunkach wigzow

)

[0
GTo(t+0) = [1, 0, —»3—] . b
Powyzszy wektor nie spelnia warunku (2).

Przytoczony przyklad wskazuje na to, ze¢ w modelu (3)- (7) moga powstaé predkosci
x(1+0), ktére w dalszym ciagu powoduja zderzenie z wigzami, to znaczy ze nie spetniaja
warunku wiezéw (2). Dlatego tez zaproponowany model jednoczesnego zderzenia ukfadu
z wigzami powinien byé skorygowany, tak aby predkosci po zderzeniu x(¢z+0) spelnialy
warunek wiezow (2).

3. Rozszerzony model zderzenia

Proponujemy nastg¢pujacy rozszerzony model jednoczesnego zderzenia.

Proces jednoczesnego zderzenia w ukladzie o wielu stopniach swobody mozna po-
dzieli¢ na etapy, skiadajace si¢ z dwéch faz. W pierwszej fazie kazdego etapu nastgpuje
nalozenie wiezow (zderzenie plastyczne), a w drugiej oswobodzenie z wigzéw. Jezeli po
oswobodzeniu z wiezéw predkosci uktadu nie spelniajg warunkéw wigzéw, to nastgpuje
kolejny etap zderzenia.

Jezeli przez y, € R¥ oznaczymy wektor predkosci ukladu na poczatku k-tego etapu
zderzenia lub po zakonczeniu (k— 1)-tego etapu, a przez w; wektor predkosci ukladu po
zakonczeniu pierwszej fazy k-tego etapu zderzenia, to opis matematyczny zaproponowa-
nego wyzej modelu zderzenia jest nast¢pujacy |

©) Yo 1= X(t=0),

(10) ' M@we—y) = GA®,

(11) =0,

(12) GTwl = 0,

(13) (FGTw)(eFA®) = 0; i=1,..,n
(14) M(¥py —wi) = 8GA®,

dla k= 0,1, 2

23+
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Jezeli powtorzymy rozumowanie prowadzone dla relacji (3) - (7), to zauwazymy, Ze
ciagi {y} 1 {wi} sa jednoznacznie wyznaczone. Zachodzi przeto nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 2. Jezeli ciagi {y}, {wx} sa wyznaczone relacjami (9) - (14), to sa one
zbiezne, przy czym

m w,

y
(15) GT > 0;

“szereg D A® jest zbiezny, to znaczy
k=0

04}
0
0 Y=<
k=0
oraz

(16) M(y—y,) = (1+¢&)GA.

Dowéd. Na wstepie pokazemy, e cigg {yi} jest ograniczony w normie.
Poniewaz macierz M jest nieosobliwa zatem zwiazki (10) i (14) daja

17 Yir1 = (I+ &w—ey,,

a stad w oparciu o definicj¢ funkcjonalu F mamy

(18) Fyesy) = (1 +&)2F(w)+ 2F(y ) — e(1 + &) wi My,.
Dla funkcjonatu F zachodzi tozsamos$é

(19) Fwie—y) = Fw)+F(y)—wiMy,.
Z drugiej strony, korzystajac z wzoréw (10) i (13) mamy
(30 2F(we—yy) = 2F(y)—wEMy,.
Z wzoréw (19) i (20) wynika, Ze

2n Flwy—yi) = F(yo)—F(wy),
zas z (18), (19) i (21)

22) F(yer1) = (1= Flw) + 2F(y,).

Poniewaz funkcjonal F przyjmuje jedynie warto$ci nieujemne zatem z (21) wynika
F(w,) < Fa),
co pocigga za soba na mocy (22)
(23) F(yian) < F(r,

gdyz: £ € [0, 1].
Niech ap, (0 < oy € «,) beda odpowiednio najmniejsza i najwigksza wartoscia
wilasng macierzy M. Wtedy z definicji funkcjonatu F wynika, Ze

I ; I 2
o %ollzll3 < F2) < 5 oy ll2113,

dla kazdego z € R".
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Z nieréwnosci (23), ktora zachodzi dla k£ = 0, 1,2 ... otrzymujemy zatem

2 2 o B
lyell2 € — F(y) € — F(yo) € —= ||yoll3
0o Ao xo

co dowodzi, 2e ciag {y.} jest ograniczony w’normie.
Dalszym etapem dowodu bedzie pokazanie, Ze ciag {GTyi}%o jest zbiezny.
Niech
N i= GTy € R,

Ek = (GTM—IG)—I,’?k G.R", -
dla £k =1,2,... .
Ciag {&} jest dobrze okre$lony, gdyz macierz GTM G jest nieosobliwa (rzad G = n).

Z wzoréw (10) i (14) mamy

(24) MGy =) = (1 +6)GA®,
a stad
(25) Sy =&k = (1+5);¥(k),

dla £ =0,1,2,...
Zatem na skutek nieujemnosci A%

Ek+1>5k dla k=0,1,2,...
ponadto

i - 3 '
”Ek”l,(R") < [(GT™M™1G) lGTiIL(I,(RN).x,(R"))||}’l.-1|l,(k") <
f

Zatem ciag {&:} jako rosnacy i ograniczony posiada granice, a wigc ciag {n,} posiada
réwniez granice

7= _lim M-
Wprowadzmy ciagg pomocniczy {32 (=
(26) & i= ye—M~'GE, e RV
Udowodnimy, ze .
@7 L = Lo = Yo— M IG(GTM™ ) G"y,.

Istotnie z réwnosci (24) i (26) otrzymujemy

M(Cis1 =L +G(Esr —&) = (1+9) B,
za$§ 7 (25) :
) G(Es1—8) = (1+ )™,

€0 na skutek nieosobliwosci macierzy M dowodzi wzoru (27). W ten sposéb pokazujemy,
2e °

lim y, = M~'G(GTM~'G)~*(—G"yo) +Yo-
k=00
Oznaczajac

yi= M7'G(GCTM™'G)™ (n—G"yo)+ Yo,

otrzymujemy pierwsza czg$é tezy.
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Ze wzoru (17) mamy

1 na mocy (12)

k=0
Ze wzoru (25) wynika, ze
‘ p P
Li= (GTM™1G) (1 —116) = lim(§,4, —Eo) = lim Y, (§yy—&) = lim(I1+¢) >, 29,
pP=m =% a0 p=0 j=0
co dowodzi zbieznosci szeregu
o

A®,
k=

(=

Ostatnia zalezno$¢ w tezie (16) wynika bezposrednio z definicji 4 oraz wzoru (24).
W ten sposob twierdzenie 2 zostalo udowodnione. m

Udowodnione powyzej twierdzenie 2 ma kluczowe znaczenie, albowiem pozwala
w sposob jednoznaczny wyznaczyé popedy reakcji wigzéw wywolane zderzeniem oraz
predkoséci ukladu po zderzeniu. Zmian¢ predkosci ukiadu, wywolang jednoczesnym zde-
rzeniem ukladu z kilkoma wi¢zami, okresla nastepujacy wzor

(28) x(t+0)—x(t—0) =klirg(yu—yo),

za$ popedy reakcji wigzow wynosza:
29) G4
gdzie

A= (1+¢) 2

o«
3
k
N o,
k=0

Ciagi wektorow {y}, {4%} okreSlone sa jednoznacznie wzorami (9) - (14).
W wielu przypadkach proces zderzenia kodczy si¢ po K > 1 etapach, wéwczas ciagi
te maja postaé taka, ze
).(K—l+M) = 0’

Y+m = Vx>
jesli
=L e cos

Przyklad 3:

Przedstawiony model zderzenia wykorzystamy do wyznaczenia popedow reakcji
wi¢zéw oraz predkosei cial po zderzeniu, ktére opisano w przykiadzie 2.

W rozpatrywanym przypadku zderzenie konczy si¢ po dwdch etapach (K = 2). Na
podstawie relacji (9) - (14) mozna wyznaczy¢ pierwsze wyrazy ciagéw {yi )50, {Wx)}Xzd»
{A®3EZS, opisujace predkosci ukiadu i popedy reakcji wigzéw, powstajace w trakcie
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zderzenia
| 1 —1/3 —1/3
L 0 2/3 | 49|,
Y=ol 2 | el

1/3 1/3 7/92

|1/3‘ = 1/31).

_Lys 59

{Wk}— l1/3p D/9‘
/3 3/9

2/3)
(A} = (1/3| .
2/9
Predkosci cial po zakonczeniu zderzenia wynosza:
v(t+0) = y, = [—1/3,4/9,4/9,7/9]F,
a predkosci kul w kierunkach wigzéow
G"o(t+0) = [7/9, 0, 1/3]",

spetniaja warunek (2).
Wedlug wzoru (29) mozna obliczy¢ popedy reakcji wigzow, ktore wynosza (¢ = |)
2= [4/3,8/9,4/9]7,
Pokazemy teraz, Ze zaproponowany model zderzenia spelnia zasad¢ zachowania
energii. W tym celu wyznaczymy zmiang energii kinetycznej ukladu w czasie zderzenia.

Zgodnie z twierdzeniem Kelvina zmiana energii kinetycznej uktadu w poszczegéinych
fazach kazdego ctapu zderzenia wynosi:

AT =~ (GADY (mty0),
(30)
AT = % (GAO) (yyp1 + W),
gdzic: .
AT™ — zmniejszenie energii kinetycznej ukladu w pierwszej fazie etapu:
AT — przyrost energii kinetycznej ukiadu w drugiej fazie etapu.
Po wykonaniu przeksztalcen otrzymuje si¢ wzory, stanowigce uogélniong postaé
wzoréw Carnota na zmiang¢ energii kinetycznej ukladu

1
i —7 (W= 2T M= 1),

3n

AT (ka WM — W),
lub

AT = -_;, (G AT M~1(GA®Y,
(32)

AT = ""52 (G20 M=1(GA®),
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Calkowita zmiana energii kinetycznej ukladu po K etapach zderzenia wynosi
. K=l
(33) AT = N (AT® + ATH),

k=0

a stad po podstawieniu wzoréw (31) lub (32) mamy

1 1
(34) AT = —7y€My<)+7y£Myx,
lub
K-1
- 1= ¢ KNT ng—1 K
(35) AT = — 255 X (GI0TM(GA").
k=0

Ze wzoru (35) wynika, ze w przypadku zderzenia niesprezystego (0 < & < 1) energia
kinetyczna zmniejsza si¢, a w przypadku zderzenia sprezystego (¢ = 1) energia kinetyczna
nie zmienia si¢. Oznacza to, 2e model zderzenia spelnia zasad¢ zachowania energii.

4. Rodzina modeli zderzenia

Przedstawiony w rozdziale 3 model zderzenia jest jednym z wielu mozliwych modeli
ktore wynikaja z nastepujacych relagji

(36) %iT(t—{—O)MJ'c(t—{-O) = i_ AT(1—0)Mx(t—0),
(37 M[x(t+0)—X(1—0)] = G4,

(38) G"x(t+0) = 0,

(39 1=0,

gdzie:

1 — wskaznik strat energii taki, Zze 0 < < 1, przy czym w przypadku zderzenia
sprezystego % = 1.

Relacje (36) - (39) opisuja prawo zachowania energii (36), prawo zachowania pedu
(37), warunek zgodnosci wigzéw i predkosci ukladu po zderzeniu (38) oraz warunek
zgodnosci wigzow i reakcji wiezow (39). Na podstawie tych relacji nie mozna jednoznacznie
wyznaczy¢ predkosci uktadu po zderzeniu, to znaczy ze relacje te opisuja rodzing modeli
zderzenia, a model zaproponowany w rozdziale 3 jest jednym z wielu mozliwych modeli.
Dla zilustrowania tej tezy rozpatrzymy nastepujacy przykiad.

Przyklad 4:

W dwie stojace i stykajace si¢ kule uderza kula trzecia z predkoscig réwna 1; kule sg
jednakowe, a masa kazdej jest rowna m. Nalezy wyznaczyé wszystkie predkosci kul po
zderzeniu oraz reakcje wigzow, ktére spelniaja relacje (36) - (39), przy zaloZeniu 7 = 1.

Z zalozen zadania wynika, Ze

1, 0, 0 - S 1
M=m|0, 1, 0], G= I, —1|, x(t-0)={0
o0, 1 0] = 0
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Poszukiwane sg wektory
e 4 e, m
x(t+0) = | v; i =1Ll

s | 2]
spelniajace relacje (36)- (39). Wektory te dane sa wzorami
A =mu,

X(t+0) = x(t—-0)+Gu.

o ile tylko u = [u,, u.]" spelnia nastgpujace relacje
u=0,

(40) 2xT(t-0)Gu+u"G"Gu = 0,
G'x(t—0)+G"Gu > 0.
Po rozpisaniu relacji (40) otrzymujemy

20, pa>
=

—1+2p,—u,
—u+2u, = 0,

(41
_/u'l +:u-i‘_|u11u2+:u% = 0
Z wzoréw (41) wynika, ze u, > -~ Zatem kazde rozwigzanie (41) jest postaci
o 1
e l—s
lH, = A t
ST

S Faialie

o

-1 < 1+,

przy czym f oraz s spelniaja zwiazki
1

Mo

(42)
2—t+s=0.

SSRESE o
0<s 4

Latwo wyliczy¢, ze zbidr wszystkich rozwigzan (42) jest dany przez
1

L (1+)/1-3s),

t=—

4

Stad wniosek, ze zbior dopuszczalnych rozwiazan (36) - (39) dany jest wzorami
€z —,
3

A=m| 1 (z+y/4z-327)

1
3
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4 .
W przypadku, gdy z = 5 orazm = I otrzymujemy

4 1" . i T X
l_l—?a ?] 3 "\(t+0)— [_ 35 3a 3] .

Identyczny rezultat mozna otrzymaé na podstawie zaproponowanego modelu zderzenia,
ktory opisuja relacje (3) - (7) przy zaloZeniu & = 1. ¥

5. Zakonczenie

Przedstawiony model jednoczesnego uderzenia w ukladzie o wielu stopniach swobody
zostal wykorzystany do analizy ruchow wzdtuznych wagondéw, wchodzacych w sklad
dlugiego pociagu towarowego. Podczas rozruchu i hamowania takiego pociagu w urzg-
dzeniach sprzegajacych wagony powstaja duze sily i bardzo cz¢sto dochodzi do catkowi-
tego Scisnigcia amortyzatoréw, znajdujacych si¢ migdzy wagonami tak, ze dalsze oddzia-
lywanie miedzy wagonami odbywa si¢ poprzez sztywne korpusy amortyzatoréw. Opisany
tu model zderzenia ciat sztywnych zostat uzyty do wyznaczania gwaltownych zmian pred-
kosci wagondw. ktore powstaja w okresie calkowitego $cisnigcia amortyzatorow.
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Peszome

COYIAPEHHE TBEPIbLIX TEJ B CMCTEMAX C MHOI'IMI1 CTEITEHSMII CBOBObI
i

B cTaThe paccmMaTpHBAIOTCH BONPOCHI TEOPHit OAHOBPEMEHHBIX COYAAPCHHIT MEMNLY AGCOIOTHO TBep-
Ibimp Tenami. TTpeioykeHo MeTO ONpeAesIeHHsl CKOPOCTeil TeJl IIocile yaapa H HMOYJIbCHBHBIX PeaKuuii
OJTHOCTOPOHNBIX cBaA3eii. JIs onpe/ie/icHHA HEM3BECTHBIX MNOCIEYAPHBIX CKOPOCTEl HCIONb30RARO
runoreay Ilyaccona o xoaduinenTe BOCCTaHOBJIEHHA.
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Summary
SOLID BODIES IMPACTS WITH MULTI-DEGREES OF FREEDOM SYSTEMS
Problems of the theory of simultaneous impacts between ideal solid bodies are considered. A method

tor evaluating of postshock velocities of bodies and reactions of unilateral constraints is presented. Pois-
sone's restitution coefficient principle is used for postshock velocities evaluation.

Praca zostula zfozona w Redakcji dnia 22 marca 1983 roku



