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1. Wstep

Wspélczesne projektowanie powinno uwzgledniaé aspekt optymalizacji konstrukcji
z uwagi na speinienie okreslonych kryteriow. Wymogi natury technicznej czgsto formutuje
sie w postaci kryteriéw wyréwnanego wytezenia lub najwigkszej sztywnosci. Optymalizacje
prowadzi si¢ najczesciej na zadanym szkielecie geometrycznym konstrukcji. Przez szkielet
geometryczny rozumie si¢ tu uklad osi podtuznych pretow stanowiacych o konfiguraci
polaczen wezldw pretowego ustroju nosnego, a w przypadku tarcz powierzchnie Srodkowa
ograniczona przez jej kontur. O ile dla kratownic mozna znalezé prace, w ktorych poszu-
kuje sie¢ optymalnego szkieletu geometrycznygo [3], o tyle w ukiadach ramowych w szcze-
g6lnosci hiperstatycznych prace ograniczaja si¢ do poszukiwania optymalnych przekro-
jéw poprzecznych pozostawiajac na ogoét dobdr konfiguracji pretédw intuicji konstruktora.
W przypadku tarcz zagadnienie wymaga opisu w kategoriach teorii sprezystosci. Wynikle
stad trudnosci analityczne najczgsciej pokonuje si¢ na drodze rozwigzan numerycznych
[2, 3, 8]. Ogélne sformulowanie problemu optymalizacyjnego dla zagadnien plaskich
prowadzi do réwnania rézniczkowego czwartego rzedu o pochodnych czastkowych [3, 8].
Roéwnanie takie zawiera dwie niewiadome: funkcje naprezen oraz zmienng grubos¢ tarczy.
Formutujac dodatkowe réwnanie wynikajace z przyjgtego kryterium optymalizacji otrzy-
muje si¢ uktad rownan, ktorego ogdlne rozwiazanie nie jest znane.

Odrebnym zagadnieniem jest dobor metody optymalizacji. Ogélnie mozna stwierdzi¢,
ze nie ma dotychczas metody uniwersalnej nadajacej si¢ do rozwiazywania szerokiej klasy
zagadnien optymalizacyjnych.

2. Sformulowanie problemu

W pracy rozwaza si¢ optymalizacje plaskich ustrojow ze wzgledu na spelnienie kry-
terium najwiekszej sztywnosci przy zalozonej stalej objetosci tworzywa. Pod pojeciem
plaskich ustrojow nalezy rozumieé tu szeroka klase plaskich ukladoéw zaréwno prgtowych,
Jak i tarczowych.

1) Praca jest czgscig rozprawy doktorskicj przygotowanej pod kierunkiem prof. dr inz. Antoniego
Jakubowicza
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Przy niezmiennym ukiadzie obcigzen i wigzéw sztywno$¢ ustroju mozna mierzyé
praca sit na przemieszczeniach réwnowazng energii sprezystej.
Problem optymalizacji plaskich ustrojéw mozna woéwczas sformutowaé nastgpujaco:

znalezé zbidr grubosci x;eX

wyznaczajacy postaé ustroju plaskiego UP; c UP

przy statej objetosci V = const
taki, by:

energia sprezysta U = MIN (U)).
Nalezy zauwazy¢, ze w wyniku zerowania si¢ niektorych elementéw zbioru X moze zmie-
nia¢ si¢ kontur tarczy UP. '
W szczegdlnodci istnieje mozliwosé pizejscia z poczatkowego na ogél jednospodjnego
obszaru UP do obszaru wielospdjnego.

3. Metoda rozwiazania

Przeprowadzona analiza réznych metod rozwiazania problemu na gruncie teorii
sprezystosci wskazuje, Zze najbardziej efektywna jest tu metoda przemieszczen [1]. W zwiaz-
ku z tym rozwigzania poszukuje si¢ na drodze numerycznej wprowadzajac do opisu
dyskretyzacje osrodka ciaglego, a w konsekwencji wykorzystanic metody elementéw
skonczonych [10]. ’

Ptaski ustréj dany jest w postaci zbioru geometrycznego UP ograniczonego poczatko-
wym konturem L, (rys. 1).

Zbior ten musi zawiera¢ punkty &, w ktérych skupione jest obcigZenie zewngtrzne oraz
punkty &,, gdzie na ustrdj narzucono wiezy geometryczne. Wngtrze konturu L, wypelniono
clementami skonczonymi. Kazdemu elementowi mozna przyporzadkowaé¢ pewnag zmienna
grubos$¢ ustroju w tym elemencie. Dla tak zadanego zbioru geometrycznego okresla si¢
zbior obciqieﬁ, zbidr wigzow oraz zbior wlasnosci tworzywa traktujac je jako niezmienne.
Zbior geometryczny elementéw moze by¢ w czasie ksztaltowania modyfikowany tak,
by zachowad jego stalg objetosé. Celem tych przeksztalcen jest uzyskanie ustroju no$nego
o najwigkszej sztywnosci. :

Ksztaltowanie mozna prowadzié w skonczonej n-wymiarowej przestrzeni R7, w ktorej
kazdej osi przyporzadkowano zmienne grubosci poszczegdlnych clementéw skonczonych.
Zmiznne te tworza wektor grubosci {X} = {x,, x;, ..., x,}. Kazdy punkt przestrzeni
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optymalizacyjnej przedstawia okreslony ustrdj plaski, zas kazdy wektor {X} zawierajacy
si¢ w dopuszczalnym obszarze tej przestrzeni przedstawia tarcz¢ utworzona przez zbior
elementow skonczonych stanowigcych rozwiazanie dopuszczalne.

Dla poréwnania poszczegdinych wektoréw {X} wprowadzono funkcje celu w postaci
energii sprezystej jako sume energii sprezystej elementow skoniczonych:

n

U= U. (1

=1

Miara tak okreslonej funkcji celu moze byé potencjat sprezysty:

P = (2)

Dla spelnienia kryterium ksztaltowania zastosowano twierdzenie Wasiutynskiego o wy-
rownanym potencjale sprezystym [9].

Rys. 2.

Zalézmy istnienie w ustroju takich dwoch elementow e; i e, (rys. 2), w ktérych poten-
cjaly jednostkowe ; i y, sa réine i ponadto

Y5> Y. (3)

Ujecie w elemencie ,,m”" malej objetosci tworzywa AV spowoduje w tym elemencie
Wwzrost energii sprezystej

A Um o '“;’: Y A V, (4)

za$ dodanie tej samej objetosci do elementu ,,j* spowoduje spadek energii sprezystej w tym
clemencie

AU; = —-—%wJ-AV. ' (5)

Calkowita zmiana energii sprezystej w ustroju bgdzie suma zmian w tych elementach

1
AU = AU;+ AU, = ——5 (y;—p) AV, . (6)

a wigc jest ujemna z zalozenia

AU < 0. ©)



496 J. KAPLANEK

Ustroj plaski zloZzony z n elementéw skonczonych osiggnie minimum energii sprezystej
wowczas, gdy potencjaly sprezyste wszystkich elementéw beda wyréwnane.

Dla zadanego ukladu obciazen i wigzéw nalozonych na tarcze okreSlono metoda ele-
mentéw skonczonych skladowe przemieszczen w;; oraz sit fi; poszczegdlnych wezidw.
Stanowi to podstawg obliczenia potencjatu sprezystego elementu

ol
1
Y = Il/, ; _}1 Wiiliss (8)
ji=1
jak i potencjatu sredniego calego ustroju plaskiego

n 6
11 § ! 2—7

Yy = —I/— —'2* ’vi_iflj‘ (9)
i=1 j=1

Przejscie do ustroju nosnego o nizszym stanie energetycznym odbywa si¢ przez mody-
fikacje grubosci x; poszczegdlnych elementéw skonczonych przy réwnoczesnym zachowa-
niu warunku statej objetosci ustroju [6]. W tym celu podzielono wszystkie elementy na
dwa podzbiory: E, o potencjalach nizszych od sredniego i E, o potencjatach wyzszych od
sredniego

/\ (@1 < ys) = e € Ey,
£y

10
/\(y,k >1p.§r)=>ekeE3. ( )
(’k e

W trakcie modyfikacji grubosci x; nastepuje przemieszczenie tworzywa ze zbioru
E, do zbioru E,. Ten iteracyjny proces moze odbywa¢ si¢ wedlug zaleznosci
/\ e € E, = x, D = x()_p®

L

Y-yl Avo

' _A'y)('.'.) ' A,

+x{”

(11)

/\ekEEZ = x{ D = -
k

n
dy® = D =),
k=1

gdzie:
r— numer iteracji,
h — zmiana grubosci r-tej iteracji,
AV — sumaryczna objetosé tworzywa przekazywana w r-tej iteracji ze zbioru
E, do E,,
A, — pole powierzchni k-tego elementu.
Proces ten przebiega az do osiagnigcia Zadanej dokiadnosci réznicy ekstremalnych po-
tencjatow sprezystych.

Efektem takiego ksztaltowania fest tarcza o zmienncj grubosci. Rozklad grubodci
tarczy w wielu przypadkach pozwala wyznaczy¢ optymalny szkielet gcometryczny plaskiej
konstrukeji pretowej. Wymaga to wprowadzenia dodatkowego warunku w wyniku zasto-
sowania ktdrego, eliminuje si¢ elementy o grubosciach mniejszych od zalozonej grubosci
minimalngj. Uzyskuje si¢ wowczas kontur tarczy na ogdl wielospdjny. Stanowi on wy-
tyczna okredlenia poszukiwanego szkieletu gcometrycznego konstrukeji pretowej [5, 6, 7).
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4, Zwigzek kryterium ksztaltowania na najwigksza sztywnos¢ z kryterium
ksztaltowania wedlug wyréwnanych wytezen

Chcac porownywaé ksztaltowanie na najwigksza sztywnos¢ z ksztaltowaniem na wy-
rownany stan wyteZzenia nalezy przyja¢ w obu dzialaniach optymalizacyjnych te same
ograniczenia. Dotycza one niezmiennosci, objgtosci ustroju. Optymalizacja ze wzgledu
na wyroéwnany stan wytegzenia odbywaé sig moze w identyczny sposob jak w opisanej
metodzie przez przemieszczenie tworzywa w obrebie okreslonego konturu poczatkowego.
Mimo analogicznego sposobu ksztaltowania nie zawsze musi prowadzié to do konstrukgji
takich samych. Ksztalt plaskiego ustroju o wyréwnanym stanie wytgZenia uzalezniony
jest od rodzaju twoizywa oraz od przyjetej hipotezy wyteZeniowej. Zbieznos¢ obu kryteriéw
wystapi wowczas, gdy jako miarg wytgZenia 0.4 przyjmie si¢ potencjal sprezysty v co
ma miejsce w hipotezie Beltramiego [4].

Oted = Vﬁi—y’: (12)
gdzie:
E — modul sprezystoéci podiuzne;.
Dla tworzyw, w ktérych miara wytezenia nie moze by¢ jednostkowy potencjal spre-
Zysty, zbiezno$é taka w ogdélnym przypadku nie istnieje. W przypadku plaskich zagadnien
rozbieznosci sg jednak z punktu widzenia technicznego nieznaczne.

5. Przyklad

Tarcza o wymiarach 3,4x 1,0 m i poczatkowej stalej grubosci # = 30 mm podparta
jest w dwdch punktach i obcigzona sitami P = 10 kN i 2P = 20 kN jak pokazano na
rysunku 3. W wyniku ksztaltowania na najwicksza sztywnosé uzyskano ksztalt tarczy
przedstawiony warstwicami grubosci (rys. 3). Ksztaltowanie pozwolito obnizy¢ calkowita
energi¢ sprezysta ukladu z wartosci U, = 11,3 Nm do U, = 5,6 Nm oraz zmniejszy¢
réznicg ekstremalnych potencjaléw sprezystych z Ay, = 0,78 N/m? do Ay, = 0,04 N/m?.
Maksymalna réznica naprgzen redukowanych w ukladzie o stalej grubosci wynosi A¢%q =
= 31,28 MPa, za$ w ukladzie koncowym Ac*.y = 7,69 MPa. Rozklad masy tworzywa
W tarczy przedstawionej na rysunku 3 pozwala wnioskowaé o szkielecie geometrycznym
ewentualnego ustroju prgtowego. Szkielet ten ztoZzony z cztrech pretéw sztywno polaczo-
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nych przedstawia rysunek 4. Ponadto rozkiad warstwic grubosci pozwala wnioskowaé
o wstepnej postaci geometrycznej dwdch réwnoleglych pasow nosnych. Tak okreslony
teoretyczny ustréj pretowy moze podlegaé dalszej optymalizacji na gruncie teorii pretéw,
w szczegdlnosci w celu okreslenia ich wymiaréw przekrojéw poprzecznych.
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Peaome

BOPMHPOBAHUE IMJIOCKUX CHUCTEM CAMOI BLICOKOI )KECTKOCTH
B patote npeanosKeHo meToa GOPMHPOBAHHS IJIOCKHX CHCTEM JUIS NPOH3BONBHBIX KPACBBIX YCJIO-:
BHi. Hcnons3oBan METOA KOHEUHBIX IJIEMEHTOB [UIs ONpCEHENEHMs YHPYIHX [IOTeNIIHAIOB JJICMCHTOB,
KOTOpbIE SIBNAIOTCA Mepoil dyHKuMM nenan. <POpMEPOBaHME NPOM3BOAMTCA OTHOCHMTEJLHO CaMOil BbI-
COKOH KCCTIKOCTH IIPH COXPAaHEHHMH HEH3MEIHOro oobema cHCTeMbl. [Ipy 3TOM HCMOB3OBAH KPHTCPHil
BacloTHHCKOrO 0 CpaBHEHHBIM YNPYrom noteHunane. Mcrinouan aieMentsl, KOTOPDLIX TOJILIHHBI ARSI~
YOTCST MAJIEHBKHMIT — IIOJIYHaeM KOHTYP CTCPZKHCBOI CHCTCMBbI.
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Summary

SHAPING OF DISCS WITH RESPECT TO MAXIMUM STIFFNESS

A mzthod for geometric shaping of planar beam structure for arbitrary boundary conditions has
been described. The finite elemsnt m2thod has been used and the elastic potentials of elements which were
a measure of objective function have been defined. Beam shaping with respect to maximum stiffness with
invariable structure volume has beeb carried out.

Wasiutynski’s criterion of the comnarative elastic potential has been used. By elimination of elements
of small thickness a profile of beam structure can by obtained.

Praca :zostala zloiona w Redakcji dnia 11 kwietnia 1983 roku



