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Réwnanie falowe jest w literaturze naukowej chyba najbardziej znanym réwnaniem,.
Rozwigzanie tego réwnania w przypadku jednowymiarowym, gdy x € (a, b), gdzie ai b s3
liczbami skonczonymi, badZ sa réwne nieskoriczonoéci, sa powszechnie znane i opisane
(por. [1, 2, 3] i in.). Malo natomiast spotyka si¢ w literaturze rozwigzaf tzw. zagadmeﬁ
odwrotnych dla réwnania falowego.

Warto tu nadmienié, ze samo okreélenie ,,zagadnienie odwrotne” jest dosyé niejedno-
znaczne. I tak np. szkola radziecka rozumie pod tym haslem zagadnienia wyznaczania
nieznanych, stalych lub zmiennych wspélczynnikédw réwnan réZniczkowych, [4, 11),
badz funkcji Zrédia [21, 5] przy znanym. rozwigzaniu tych réwnan, badz tez problem wy-
znaczania rozwigzania zagadnienia dynamicznego dla 7 < ¢, przy znanym rozwiazaniu
w chwili ¢ = ¢4, [6]. Dla odmiany szkota amerykanska uzywa tego okreslenia w przypadku
zagadnien dynamicznych, w ktérych na podstawie znajomofci rozwigzania réwnania
rozniczkowego jako funkcji czasu w pewnych punktach obszaru okreélonoéci tego rozwia-
zania, poszukuje si¢ warunkéw brzegowych, ktére powoduja taka wlaénie zmienno$é
w czasie rozwiazania w tych punktach (por.-[12, 13, 14, 15] i in.). MozZna zatem z grubsza
podzielié zagadnienia odwrotne na zagadnienia identyfikacji funkcji Zrédla, zagadnienia
identyfikacji wspOlczynnikéw, zagadnienia odtwarzania historii procesu oraz zagadnienia
identyfikacji obcigzen brzegu obszaru. Zwykle zagadnienia brzegowo-poczatkowe nazy-
wane s3 — w odréznieniu od wspomnianych wyzej — zagadnieniami prostymi lub bez-
posrednimi.

Rozwazania na temat zagadnien odwrotnych dla réwnania falowego spotyka sie w li-
teraturze radzieckiej, (np. [7, 8, 21]), sa to jednakze gltéwnie zagadnienia identyfikacji
wspbiczynnikéw lub funkeji z'rédia badZ zagadnienia odtwarzania historii procesu. Na-
tomiast brak jest prac traktujacych o identyfikacji obcigZeri brzegu obszaru, w ktérym
rozwaza si¢ zagadnienie propagacji fal. O takim wlaénie zagadnieniu traktuje niniejsza
praca. . o

Problem identyfikacji dynamicznych obciazeri brzegu sprowadza si¢ w niniejszej
pracy do zagadnienia rozwigzania réwnan catkowych pierwszege rodzaju, typu splotowego,
[9). Zagadnienia tego typu naleza do tzw. zagadnien Zle postawior}ych, [10]. W pracy
pokazany jest spos6éb rozwigzania tego typu zagadnienia w przypadku réwnania falowego.
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Podano réwniez ograniczenia, ktérych spelnienie warunkuje otrzymanie rozwigzania
stabilnego w sensie TICL.ONOWA, {10]. '

1. Sformulowanie problemu

Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie propagacji fal w osrodku sprezystym. Réw-
nanie rozchodzenia sie fali ma w tym wypadku analogiczng posta¢ jak np. rOwnanie struny,
czy np. réwnanie rozchodzenia sie¢ dZwigku. Jest to mianowicie réwnanie hiperboliczne.
Dynamiczne obcigZenie brzegu obszaru oznacza w przypadku oérodka sprezystego zadanie
zmiennych w czasie przemieszczen czy obcigzen sitowych na brzegu, podczas gdy np. w przy-
padku struny skoficzonej bedzie to zadane, zmienne w czasie przemieszczenie kofcdw
struny. -

Rozwazany w pracy problem bedziemy — dla ustalenia uwagi — utoZzsamiaé z pro-
blemem drgan struny ograniczonej. Tym niemniej otrzymane wyniki beda funkcjonowaly
i dla innych zagadnien fizycznych, o ile tylko zespdt réwnan i warunkéw opisujacych te
zagadnienia bedzie si¢ pokrywal z zespolem zwigzkéw podanych nizej.

Niech w stanie niewymuszonym struna pokrywa si¢ z osia Ox. Wychylenie struny bQ-
dziemy charakteryzowali przesunigciem u(x, ¢) punktu x w chwili #, prostopadlym do osi
Ox. Przyjmiemy, e napigcie p struny jest stale, podobnie jak i jej gestos¢ liniowa p. Niech
Sfi1(x, t) oznacza rzut na o§ Ou sily dzialajacej na jednostke dlugosci struny, Wprowadza-
jac wspblrzedne bezwymiarowe & = x//, gdzie [ jest dlugoscia struny, oraz r = t;/;/(l ;/E) ,
mozemy opisaé drgania struny réwnaniem

(& - Z)uen=se,n, RV

gdzie f(&, ) = f1(§, ¥)I*[p. © funkcji f(£, 7) zakladamy, iz jest funkcja lokalnie sumo-
walng [3] ze wzglgdu na obie zmienne. Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowej przemiesz-
czenia i predkosci punktdw struny sa znanymi funkcjami zmiennej £. Ponadto zakladamy,
ze zadane sa przemieszczenia koficéw struny jako funkcje czasu. Prowadzi to do warunkéw

u(¢, 0) = po($),
ou(é, 7) _
a_r o - pl(é-)’
gdzie p;(§) e C(O, 1), i =0, 1, oraz
u(0, v) = uy(2), :
0, ©) = us(7) (L3)
u(l, ) = u (2.
Réwnanie (1.1) z warunkami (1.2) i (1.3) stanowi dla rozwazanej struny zagadnienie

proste (brzegowo-poczatkowe)., Rozwigzanie tego zagadnienia w transformatach Lapla-
ce’a ma postaé

(1.2)

T

sinh[s{1— 5)]

sinhs

smh(sE)
“sinhs

u(§, s) = uy(s) +ity(s) —— -
_ { sinh(s&) (t4)
Ny

sinhs

f 86, sinh [s(1— 1dé — f £1(E, simh (¢ —ldx).
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Tutaj nadkreslenie oznacza transformate Laplace’a funkcji, s jest parametrem trans-
formacji, oraz

21, 8) = f(€, )= spo(£) — p, (£). : (1.5)

Jedli przedtuzymy funkcje po (&), pi(£) i f(&, 7) na calg prosta O& w ten sposdb, ze [16]
p(&) = —pi(=8), pE+2)=p(é), i=0,1,

JE D = ~f(=6 D, fE+2,1) = fE, ), (1.9

to moZemy wowczas przepisaé rozwiazanie (1.4) w postaci

- _ inh[s(1— h
(&, s) = u.,(s)———sm ]s[isrfhs <)l a() sin (35) +g(5 8), 1.7
gdzie funkcja g(&, 7),"dana wzorem
: 1 ) £t I T E4(@~-0)
-g(f,z)=7[po<5+r)+po(5—r)]+75f P () —70f£ (f) f, Ddxdt,
(1.8)

Jest znanym rozwigzaniem d’Alemberta zagadnienia drgafh struny ograniczonej o koncach
unieruchomionych.

Zatéimy teraz, Zze znana jest zmiennos$¢ funkcji u(£, v) w punktach &, i &,, gdzie
0 < & <&, < 1. Funkcje

w () =u;, 1) oraz  uy(7) = u(é,, 1), _ (1.9)
nazywaé bedziemy wewnegtrznymi odpowiedziami struny (w skrécie WO) na dzialanie

sit f(&€, 1), warunkéw na brzegach, oraz na warunki poczgtkowe. Funkcje te muszg spel-
niaé¢ warunki zgodnosci

u,(0) = po(€1),  u5(0) = po(&2). (1.10)

Celem niniejszej pracy jest wyinaczenie funkeji wy(z) i u,(7), opisujacych przemiesz-
czenia koncow struny, przy znanych WO, oraz przy znanych funkcjach f(&, 1), po(£)
i pi(6)

Zwykle stosowane metody rozwiazywania zagadnien identyfikacji warunkéw brzego-
wych (dynamicznych obcigZzen brzegu) polegaly na rozwiazaniu zagadnienia brzegowo-
poczatkowego dla & € (&, &,), a nastgpnie na ekstrapolacji tak otrzymanego rozwizzania
poza ten przedzial (por. [12, 13, 17] i in.). Jak widaé, przy takim podejéciu WO trakto-
wane sa wstgpnie jako warunki brzegowe. W pracy niniejszej stosuje si¢ podejécie odmienne
od wyzej wspomnianego. Punktem wyjscia jest tu zwiazek (1.7).

2. Uklad réwnan typu splotowego

Je$li znane s3 funkcje opisujace WO, u,(7) i u,(7), i jesli sa to funkcje typu wykladni-
czego, [18], to mozna — na podstawie réwnania (1.7) — napisaé nast¢pujacy uklad réwnan
na transformaty u,(s) i u,(s):

sinh [s(1— EJ)]

sinhs

smh(sf D)

uy(s) = u(s) Hy(s) — -~ +8ns), Jj=1,2. QD
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Po odwrbceniu transformat wystepujacych po obu stronach réwnan (2.1) otrzymujemy
d ,
u)(1) = o (DK, ) (K, DI +8(E D, =12, (2D
gdzie

Ki(&, ©) = ) n(z—&=2m)— D n(z+&~2n),

n=0 n=1

o 2.3)
Ko, 7) = Y‘n(r+§,—2n—1) Zn(r £—2n+1).
n=0 n=i

Tu x oznacza mnoZenie splotowe, [2, 18], za$ n(x) jest funkcja Heaviside’a. Sposéb przejécia
od réwnan (2.1) do (2.2) powigzany jest ze specjalng technika sumowania szeregéw trygo-
nometrycznych, ktéra krétko przedstawiono w Dodatku.

Roéwnania (2.2) stanowig uklad réwnan catkowych typu splotowego, [10]. Poniewaz
wyznaczenie poszukiwanych funkcji, u,(7) i 4,(7), na podstawie tych réwnan jest bardzo
kiopotliwe, w niniejszej pracy wyznacza si¢ je na podstawie réwnan (2.1). Jak zatem wida¢,
zamiast rOwnan catkowych rozpatruje si¢ uklad réwnan w postaci przetransformowanej.
Natomiast na podstawie zwiazku (2.2), zapisanego dla dowolnego £ € [0, 1], latwo jest
wyznaczyé rozwiazanie zagadnienia brzegowo-poczatkowego. Ma ono postaé

(&, 7) = Z[ud(r—Zn 8)s Fity(v=2n=1+8),]~

"= (2.4)
— Z[ud(r 20+ 8 tu(rt—~2n+1-8), 1+g(&, T)
n=1
gdzie [1]
u(x) gdy x>0
u(X)+ = { 0 gdy x <O. (2:3)

3. Warunki egraniczajace dla funkcii opisujacych wewnetrzne odpowiedzi

Traktujac uklad rownai (2.1) w sposéb formalny, jak ukiad dwdéch réwnan algebra-
icznych z niewiadomymi #,(s) i #,(s), moZna latwo je wyznaczyé. Otrzymujemy
_ .~ _ sinh(s&;) _ - sinh(sé,)
ud(s) = Sinh(SL) [ul(s)—g(slis)]_ Sl h( L) [ 2(5) g(&Z!'s)]!

inh[s(1 =&, _ ~&)] .- 3 .
SO g, 1 P oo g, 9,

€N))]
i (s) =

gdzie L = £,-¢&,.

Widoczne jest, i nie kazda funkcja u,(r) moze opisywaé WO. Wynika to z faktu, iz
utamki, wystepujace po prawej stronie wzoréw (3.1), sg transformatami Laplace’a dystry-
bucji singularnych, [3]. W ogélnosci, aby formalne rozwiazanie (3.1) bylo odwracalne
i aby po odwréceniu mialo sens fizyczny, muszg byé spelnione nasteépujace warunki:
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1° WO musza mie¢ skonczona granice dla * — 0, oraz dla 7 = o

2° WO musza by¢ ograniczone dla 7 € [0, )

3° Transformaty it,(s) i 4,(s) musza by¢ odwracalne w zbiorze funkcji rzeczywistych,
Oznacza to, Ze je$li pewna funkcja F(v) ma opisywaé WO, to '

| lim F(z)| = |lim sF(s)| < + 0, ' (3.2)
-0+ S+ 0D

Him F(7)| = |limsF(s)| < + 0, . (3.3)
T .50

przy czym zaklada sig, Ze te granice istnieja, oraz

\/ /\ IF(x) <M, M —stala dodatnia. (3.4)
M>01€e(0, )
Ponadto, jesli u(z) jest funkcja opisujaca przemieszczenie ktoérego$ korica struny, to z wa-
runku 3° wynika, Ze musi by¢ speiniony warunek (por. [18], str. 102 i 117)
limu(s) =0 dla Res>x,+6, &>0, (3.5)
S 00
gdzie Res oznacza cze$é rzeczywista liczby zespolonej s, za$ x, jest odcigta zbieznosci
funkcji #(t). W omawianym przypadku z (3.4) wynika, Ze x, = 0.

Zamiast warunku (3.5) wykorzystamy warunek silniejszy, zwiazany z odwracaniem
transformat metoda residudw. Warunkiem koniecznym odwracalnoéci transformaty me-
todg residuéw jest spelnienic przez nig zaloZen lematu Jordana, [18]. Wynika stad, ze aby
F(s) byla transformata, odwracalng metoda residudw, musi istnie¢ taki cigg k, liczb do-
datnich, ze '

[F()is|=ra < Kn, (3.6)

gdzie limk, = 0, limR, = +oo, a ponadto funkcja F(s) musi by¢ ciagla dla [s| = R,,
n—w . n— o0

Res > x, (w naszym przypadku Res > 0).
Nierédwnosé (3.6) mozna zapisa¢ w postaci réwnowaznej, a mianowicie

|F(s)| < ITK”I— dla duzych [s{, 3.7

gdzie K,y > 0,y — dowolnie mala liczba dodatnia.

W rozwazanym przypadku Zadanie spelnienia dla duzych |s| nieréwnosci (3.7) przez
poszczegdlne skladniki prawych stron wzordw (3.1) prowadzi do nastgpujacych ograniczen
na u;(s) oraz g(&, 5), j=1,2:

— —_ K . :
[t,(s)—8(&;, 9l < ﬁ le=sDi|, j=1,2, (3.8)
gdzie Ky, K;, y — stale dodatnie, 0 < &, < &, < 1, oraz
D, = max(&,, 1+&,—2&,), D, = max(1—§,, 26;—&;). 3.9
w szczegblnym przypadku, gdy &, > 0.5 oraz &; < 0.5, otrzymujemy
D, =¢&, Dy=1-§. (3.10)
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Nieréwnosci (3.8) bedg spelnione, jeéli dla 70, D], j= 1,2, beda mialy miejsce
nastgpujace zwigzki:
Ey+r t &+ (z—1)
u_/('”)"‘%{Po(fj‘*‘f)'i'Po(fj—T)‘*‘ f Pl(x)dx—f f f(X,t)dth} = 0. (3.11)

&j~1 0 &-(r—n

Zwrbémy uwage na fakt, iz dla 7 = 0 powyZsze réwnania przechodza w zwigzki zgodnoéci
(1.10).

Réwnania (3.11) okreélaja zwiazki pomiedzy WO a funkcjami po(£), p, (&) i f&, T)
w czasie od chwili poczatkowej do chwili, w ktérej do punktu, w ktérym rejestrujemy WO,
dotrze zaburzenie, wywotane przez warunki na brzegach. Jest oczywiste, ze mozliwoéé
identyfikacji funkcji u,(7) i () na podstawie WO pojawia si¢ dopiero po czasie D;, jako
7e dopiero wtedy wjawni sig wplyw warunkow brzegowych na WO. WO beda zatem opi-
sane funkcjami czasu o przesunigtym argumencie; réwniez w przypadku funkcji g nalezy
rozwazaé jej wartoéei tylko dla v > D;.

Wobec powyZszego transformaty i1,(s) oraz g(&;, s), j = 1, 2, dla ktérych maja sens
zwiazki (3.1), musza mied taka postaé, aby zawartosei nawraséw kwadratowych we wspo-
mnianych zwiazkach mialy postaé

l—‘-J(‘S)—E(E_!’ S) = G(s)e—sP’ P 2z DJ) j = 13 2. (3'12)
Funkcja G(s) musi spetnia¢ warunek
|G(s) |< K3|s|™* dla  Res > xg >0, (3.13)

gdzie X3 > 0, y > 0. Je$li dodatkowo G(s) jest funkcja holomorficzng w pélplaszczyinie
Res > x, (gdzie x, jest dobrane tak, aby spelniona byla nieréwnosé (3.8)), to jest ona
wtedy transformata Laplace’a dystrybucji typu wykladniczego (por. [2], str. 309). Jest to
szeroka klasa dystrybucji, do ktérej naleza m.in. wszystkie funkcje transformowalne.
Gdy WO spelniaja ograniczenia podane wyzej, wéwczas rozwigzanie jednowymiaro-
wego odwrotnego problemu falowego jest stabilne w sensie Tichonowa (por. [10], str: 40).

4. Scisle rozwiazanie zagadnienia odwrotnego

Do odwrécenia transformat danych wzorami (3.1) wykorzystamy nastepujace przed-
stawienie funkcji u;(s) oraz g;(¢,, 5):

D
W,(s) = 7,(s)e=P + f e~*u,(v)d,
4]

0, (4.1)
B(&,5) = B(&), e+ [ eg(E), vdr, j=1,2,
0

gdiie .

i,(7) = u(r+Dyn(),

g, v = g(&,, T'iTDJ)‘r](T), j=1,2. (4.2)
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Wobec (4.1) zachodzg — na mocy (3.11) — réwnoéci
u,(s) =8, 8) = [A)()—E(&), e, j=1,2. (4.3)

Oczywiécie musza by¢ takze spetnione nieréwnoéci

B < BE < =12 (4.4)
W miejsce réwnan (3.1) mozemy zatem napisaé réwnania
) = S e ) H 9= SR i, ()~ s, o)
a) = SECZE o)~ Ber, 9)- (45)
' - S S e -Fe, 91 |

Odwrdcenie transformat danych wzorami (4.5) prowadzi do nastepujacych wynikéw:

u(®) = ZZ( 1y 1sin 282 f [ (e=0| o~

~ (&, Dldi—sin f sm[L(r—t)][u;(t)—g(fz,z)]dz},

2

(4.6)

T

u,,(r):-zL—Z (—1)"+1{sm {1‘1(1-5)] fsin [”T"(z-z)]x
1

n= D3

d

x [ux(1)—g(2, D] dt=sin [%” (a- 52)} Df sin [% <r—z)] [, (1) =g (1, 1] _dz}.

Prawe strony wzoréw (4.6) mozna przedstawi¢ réwniez w innej postaci, poslug_ujﬁc sie
badZ technika sumowania szeregdw trygonometrycznych, przedstawiona w Dodatku,
badz bezposrednio odwracajac transformaty (4.5) na gruncie teorii dystrybucji, [20].
Wykorzystujac wzory zawarte w tablicy B.2 cytowanej monografii otrzymujemy

ul(r) = D s (v+& —2nL), —g(Es, THE ~2L), +

n=0

Fuy(t—§&;—2nL)y —g(&,, T—&~2nL),]-

- Z (uy(v—&—2nL), —g(&y, 7§, —2nL)y +

n=1 .
+u(v+&,—-2nL), —g(é,, v+&,—2nL),],
© ' 4.7
uy (1) = Z[ul('r—-l+fx-2"L)+—g(§x, T—1+&~2nL), +

n=0
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fuy(r4 1=y —2nL), —g(&s, TH1—E—2nL),]—

= Dlus(e+ 1= —2mD), —g(E, 16 =2nL), +
n=1 ‘

+uy(v—1+&,-2nL), ~g(&2, v—1+&—2nL),].
Tutaj
g, 1) gdyt>=0,
g )+ ={ 0  gdyt<O.

Warto zwrécié uwage na fakt, Ze sumy, wystgpujace po prawych stronach wzoréw
(4.7), sa w rzeczywistosci sumami skoficzonymi, gdyz dla kazdej chwili czasu 7 liczba
funkcji, ktérych argument jest dodatni, jest skoriczona. Jest to cecha wspélna rozwiazan
(4.7) oraz (3.4). W przypadku szczeg6lnym, gdy &, = 0, otrzymujemy zwiagzek

u4(7) = u,(7)—g(0, 1), 4.8)
ktéry koresponduje z (2.4), oraz

U (1) = ) [ualr—1-2nk2) 5 +uz(v+1- Qn+ &), —

n=0 .
i (4.9)
—8(52 , TH1=Q2n+1) Ez)+] - Z [ud(T+ 1-2n&), +
n=l1

+uz("-'— 1—Qn—-1)&;), —8(52, 1—1-02n-1)&;),].
Podobnie upraszczaja sig zwiazki (4.7), gdy &, =1, a & € (0, 1).

5. Inne mozliwosci stawiania problemu odwrotnego dla réwnania falowego

‘W miejsce warunkéw brzegowych (1.3) mozna sformulowaé inne warunki. I tak —
w przypadku, gdy réwnanie falowe opisuje fale podhuzna, przemieszczajaca si¢ w nieskofi-
czonej warstwie sprezystej o gruboscei / od jednego jej brzegu do drugiego, przy czym fala
ta wywolana jest zmiennym w czasie obcigZeniem jednego, czy teZ obu brzegéw warstwy,
to zamiast warunkéw (1.3) mozna sformutowaé warunki

ou(, t) _
aE =0 - Sd(-c)) (5 l)
'au(é" T) — '
66 \6-1 = S,('L').

Zagadnienie odwrotne oznaczaloby w tym wypadku problem wyznaczenia funkcji
S4(7) i S;(7) na podstawie WO, przy czym te ostatnie mogtyby by¢ zadane zaréwno wzo-
rami (1.9) jak i innymi. Je§li w dwéch punktach wewnetrznych warstwy (o ktérej — jak
wynika z powyZszych uwag — zaklada si¢, Ze jest w jednoosiowym jednowymiarowym
stanie napreZenia lub odksztalcenia) znane beda funkcje opisujace zmiane w czasie od-
ksztalcen, wéwczas one wiaénie moga stanowi¢ WO. Oczywiscie nalezy powt6rzyé rozumo-
wanie z czgéci 3 pracy w celu ustalenia ograniczen, jakim podlegalyby tego typu WO.
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Motzliwe jest réwniez wyznaczenie obcigzent dynamicznych brzegu przy pomocy WO,
ktorych charakter jest inny niZz charakter tych obciazent dynamicznych. Na przyklad mozna
odtwarzaé obciazenie brzegu warstwy przy znanych przemieszczeniach w dwdéch punktach
wewnetrznych, lub przy znanych funkcjach, opisujacych np. zmiany w czasie przemiesz-
czenia i predkodci w jednym punkcie warstwy. '
Nalezy podkredlié, iz niezaleznie od rodzaju warunkéw brzegowych otrzymane roz-
wigzania odwrotnego problemu falowego maja postaé zblizong do (4.7).

6. Whioski

Przedstawiona metoda rozwiazywania zagadnien odwrotnych, dotyczacych identyfi-
kacii obcigZzen brzegu, moZe byé zastosowana bez zmian do rozwigzywania problemdw
odwrotnych, w ktérych réwnanie rézniczkowe opisujace zmiany badanej wielkosci fizycznej
jest typu odmiennego niz hiperboliczny. Jednakze w przypadku réwnan hiperbolicznych
otrzymane rozwigzanie ma postaé szczegdlnie przydatna dla celéw eksperymentalnych.
Jedli bowiem znany jest zbiér danych dyskretnych, opisujacych odpowiedzi wewnetrzne
dwéch punktéw wewnetrznych, to odtworzenie zmiennoéci w czasie obcigZenia brzegu
obszaru jest szczegdlnie proste. Wystarczy na podstawie tych danych zbudowaé funkcje,
opisujace w sposob przyblizony WO, a nastgpnie wykorzysta¢ wzdr (4.7), ktéry idealnie
nadaje si¢ do obliczen numerycznych. W przypadku ciaglego zapisu danych pomiarowych,
dotyyczqcych wewnetrznych odpowiedzi, (gdy zapis ten odzwierciedla przebieg pewnego
pomiaru), identyfikacja obcigzen brzegu moze by¢ niemal natychmiastowa, o ile dane te
bedg bezposrednio poddawane obrdbce numerycznej wg wzoru (4.7). Oczywiécie konieczna
jest przy tym znajomo$¢ warunkéw poczatkowych oraz obcigZzenia f(&, 1); to ostatnie
zwykle jest badzZ stale, badZ pomijalnie male.

Wydaje sie, Ze przedstawione rozwigzanie jednowymiarowego odwrotnego zagadnienia
falowego mogtoby byé przydatne wszedzie tam, gdzie zachodzi potrzeba okreflenia dyna-
micznego obcigZenia brzegu obszaru, w ktérym mozna dokonaé pomiaréw wewnetrznej
odpowiedzi, podczas gdy niemozliwy jest bezposredni pomiar poszukiwanej wielkosci
na brzegu.

Dodatek

Wystgpujace we wzorze (2.1) utamki sg postaci sinh(sx)/sinhs. Po pomnozZeniu i po-
dzieleniu takiego ulamka przez s otrzymuje si¢ wyraZenie sf(s), dla ktérego mozna latwo
wyznaczy€ retransformate

sinh(sx)
ssinhs

L-1(J(9) (3) = sz-*( )(r) -

(D.1)

( ;}11)" sinfzn(z—x)].

= x4 2’%sin[nn(r+x)]— ‘_2;

Szeregi wystepujace po prawej strbnie wzort. (D.1) maja argumenty funkcji trygono-



‘58 K. Grysa

metrycznych spoza przedziatu (0, 1), przez co niemozliwe jest bezpodrednie wykorzystanie
odpowiednich wzoréw sumacyjnych, zawartych np. w pracy [19]. Jednakze wykorzystujac

zwigzek
sin(zny) = (—1)"Msin[rn (y—EQ))], (D.2)

_gd21e E() jest funkcja o warto$ciach réwnych czgdei catkowitej argumentu, mozna spro-
wadzié argumenty funkcji wystepujacych po prawej stronie wzoru (D.1) do przedziatu
(0, 1). Dokonujac przejécia granicznego z x do 1 we wzorze (5.3) z pracy [19], oraz wy-
korzystujge (D.2) mozna wyprowadzié¢ nastepujacy zwiazek:

Z I sineam) = ——+2, ny—21—1), ye(—1,w).  (D.3)

n=1

Podstawienie prawej strony wzoru (D.3) do wzoru (D.1), a nastgpnie wykorzystanie faktu,
iz operator s jest transformata operatora ro:chszWego c')/(')r prowadzi bezposrednio
do wzoru (2.2).
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Pecaome

HEKOTOPASA OBPATHASA 3ATAYA OIS BOJHOBOI'O YPABHEHWA

B craTpH NMpencTaByieHa OJHOPa3sMePHAa NMpobiieMa HAEHTHM(hHKAUUMH KPaeBbIX YCIOBHMM IJIS1 KOHEeY-

Hoit ctpyus). IIpcoBpasoBanue Jlannaca peutenust sToH 3aJaun HAXOMATCS HA OCHOBE DeLIeHis] Harajib-

1o — Kpaesoil 3apaun npoparauuy Boad., Onpefenserct yoioBus ansd (MyHKOMH HONYCKAEMbIX INs

y300parKeHH s TaX HA3bLIBAEMBIX BHYTPEHHLIX OTBETOB, a IIOTOM OMPENEsIaeTCst W MHCKYTHPYETCS TOUHOE
" pellleHHe NpPoONIEMb.

Summary

ON AN INVERSE PROBLEM FOR WAVE EQUATION

The one-dimensional problem of a boundary condition idzniification for a finite cord is considered.
Solution of an initial-boundary valuz problzm of thz wav: propagation is exploited to obtain transformed
form of a formal solution of the problem. The conditions imposed on the admissible functions describing
so-called internal responses are scttled and then the exact solution of the problem is found and discussed.

Praca zostala zlozona w Redakcfi dnia 8 wrzesnia 1981 roku.



