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1. Wstep

Wiele procesdw wystgpujacych w technice i badaniach naukowych jest opisanych
réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu typu parabolicznego:

div(K gradu) — %‘.} =0, (1.1)

~ z warunkiem brzegowym:
i gradu+o(u—uy) = 0. «(1.2)
W ogdlnym przypadku wspdiczynnik K moze byé funkcja postaci
K = K(P,t), PeV,
a wspéiczynnik « moze mieé postaé
o= oa(d,t) AdeV.

Tutaj V jest wnetrzem obszaru, w ktérym przebiega proces, dV jest brzegiem tego ob-
szaru, 71— normalna zewnetrzna do brzegu, u, — wielkodcia, do ktérej odniesione sa
wartosci funkeji u. W dalszej czgéci pracy wspélezynniki K 1 a sa przyjete jako stale. Wspdi-
czynnik K opisuje przebieg procesu w obszarze ciala, a wspdlczynnik a charakteryzuje
zjawiska zachodzace na powierzchni. Znajomo$é wspdiczynnikdw wystgpujacych w opisie
matematycznym procesu niezbgdna jest do analizy przebiegu procesu. W pracy przedsta-
wiono jedna z mozliwych metod wyznaczenia powyZszych wspélczynnikéw. Zazwyczaj
stale takie wyznacza si¢ poprzez pomiar pewnych wielkosei na powierzchni prébki lub
w jej wnetrzu, Metoda przedstawiona w pracy bazuje na efektach globalnych dajacych sig
zmierzyé w otoczeniu proébki, np: iloéé ciepla wymienionego z otoczeniem w procesie wy-
miany ciepla, lub zmiany wagi prébki w przypadku procesu dyfuzji.

Podstawowym narzedziem analizy prowadzonej w pracy jest technika transformat
Laplace’a [3] i wynikajacy z niej rachunek splotowy. Transformate Laplace’a funkcji
J(¢t) definiuje si¢ nastgpujaco:

fls) = LU = [ fye*d1, - (1.3)
0

gdzie s — parametr transformacji.
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Z uwagi na wykorzystanie w obliczeniach rachunku splotowego koniecznym jest po-
siadanie pelnych danych dotyczacych przebiegu procesu. Przez peine dane w tym przypadku
rozumie si¢ dane od poczatku procesu do co najmniej badanej chwili czasu. ‘Do opisu
funkcyjnego wynikéw eksperymentu proponuje si¢ w pracy uzycie splajndw [8].

Problem dos$wiadczalnego wyznaczenia stalych charakteryzujacych procesy opisane
zagadnieniem brzegowym (2.1)=-(2.4) rozwazany by} wielokrotnie. Najczgsciej spotykane
metody opieraja sig na znajomosci (z pomiaru) zmiennosci w czasie wybranej wielkoéci
wewnatrz obszaru. Wspdlczynniki wyznaczone sa badz metodami iteracyjnymi (np. [12],
[13]), badZ poprzez skomplikowane obliczenia analityczne (np. [14]). W nfektérych pracach
badana jest jednoznaczno$¢ i istnienie rozwigzan problemu, polegajacego na wyznaczeniu
stalych przy znanym przebiegu procesu w punkcie wewngtrznym obszaru (np. [4]). W ni-
niejszej pracy, jak wspomniano wyzej, proponuje si¢ metodg wyznaczania statych, opartg
o pewne efekty globalne. Tego typu podejscie nie wymaga wprowadzenia do wngtrza
probki czujnikéw pomiarowych, ktére zawsze zakidcaja przebieg procesu.

2. OkreSlenie zmian globalnych zachodzacych w ciele

W pracy rozwaza si¢ zagadnienie jednowymiarowe. Rozwazania prowadzi sie jedno-
czeénie dla warstwy, walca i kuli, tzn. Ze obejmuja one trzy podstawowe geometrie. Uzys-

kuje si¢ to przy pomocy parametru ksztattu f. Réwnanie rézniczkowe (1.1) przyjmuje
postaé: :
u 1-28 ou 1 ou’

T w Ka @

gdzie
dla walca g =0,
dla kuli g = —0.5,
dla warstwy g = 0.5,

Warunek brzegowy (1.2) bedzie mial w przypadku rozwazanych cial postaé

ou
— 4 qu

or. = 0. (2.2)

r=R

Warunek poczatkowy przyjeto niezalezny od wspdirzednych przestrzennych

;o0 = Ug. _ (2.3)
Ponadto przyjeto warunek symetrii (dla warstwy — warunek izolacji)
oul| ° ' '
e 0 _ 2.4)

Sformulowane zagadnienie brzegowo poczatkowe (2.1)+(2.4) po przetransformowaniu
przyjmie postaé:

*u 128 du  su . u

I S




METODA OZNACZANIA WSPOECZYNNIKOW 63.

ou

5 Halar =0, B (2.5)
ou
o=

Rozwiazanie zagadnienia (2.1) do (2.4) w transformatach Laplace’a ma postaé.

_ ot s(pr) Ug
u = e +—, 2.6)
[T, p(pR)+ al_p(pRIRF T (2.6)
gdzie p = l/s_kTi I,(x), — zmodyfikowana funkcja Bessela I rodzaju, rzedu ». Zmiane:
wielkosci globalnych mozna opisaé zaleZnoémq

f(uo—u)r dv, . .7

gdzie F oznacza: w przypadku kuli jej powierzchnie calkowita, w przypadku walca czgsé
powierzchni bocznej, uzyskana przez wycigeie z nieskoriczonego walca jego czgéci, ograni-
czonej dwoma p{aszczyznami'prostopad%ymi do jego osi; V oznacza w tym przypadku
objetosé odcietej czesci. W przypadku warstwy o grubodci R, F oznacza pole powierzchni
tej podstawy graniastostupa, na ktérej jest okreslony warunek (2.2); ¥V oznacza objetosé:
tego graniastostupa. Wspétezynnik r, jest okreslony poprzez fizyke procesu (porownaj
czg$é 6 pracy). Zwiazek (2. 7) mozna przeksztalcié do postaci:
R

.
T, = ooy f roto—u)ri=20dr. 2.8)
t

PoniewaZ rozwigzanie zagadnienia (2.1) do (2.4) jest podane w transformatach, za-
leznodé (2.8) nalezy réwniez przedstawi¢ w transformatach. Przy obliczaniu transformaty
prawej strony zwiazku (2.8) wykorzystuje si¢ twierdzenie Fubiniego o zamianie kolejnosci
calkowania [2]. Po tych przeksztalceniach otrzymuje sig

R

= 1 -
ST
0

Wstawiajac (2.6) do (2.9) ostatecznie ‘otrzymamy:

T roatioli— p(PR)

To= sp[pIy _p(pR)+ oI 4(pR)] (2.10)

3. Wyznaczenie stalych charakteryzujacych proces
Poniewaz do wyznaczenia sa dwie stale, wygodnie bedzie wykorzysta¢ dwa doswiadcze-
nia; stala K nie zmienia si¢ w obu do$wiadczeniach, natomiast stala & ma postaé:
o =dpa, i=1,2, (3.1)

oy — wielko$€ niezalezna od doswiadczenia, ktéra wyznaczymy
- &; — wielko$¢ zalezna od do§wiadczenia, znana lub zadana (pordwnaj czgs¢ 6 pracy).
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Wstawiajac (3.1) do (2.10) otrzymujemy zaleZnoéci na nieznane wspdiczynniki

T oo rooa, I g(pR) 1, .

o sp[pl;-p(pR) + 0o a,1_p(pR)] ’

Po prostych algebraicznych przeksztalceniach otrzymamy nastgpujace zaleznosci po-
zwalajace oznaczyt wspdlczynniki

P=1,2. (3.2)

1 a ’faz —a, il I_s(pR) = =
— = Ty—Ty2), (3.3
w5  ara; pl_gpR) T~ To2 )
1 = = I,_3(pR) — —
'u—o‘ (T, Tpp)(ay—ay) =1y ;}*&W la, T,2—a, T, 349

Po odwréceeniu zaleznodci (3.3) i (3.4) otfzymamy wzory prowadzace do wyznaczenia
poszukiwanych stalych:
1 ay Taz(t)_aZTgl(t)

% = oy Fy O T —=T, (1" (3.5
T O T (-0 = oGOl T (D=0 Ty Olto. (3.6
Tutaj
F,(t) = iRK—g n(t)exp [— /}z{; Kt], )

G.1) = R+ 2 (1),

J(p) =0,

gdzie 7(t) jest funkcja Heaviside’a, [3], zaé J,(x) — funkcja Bessela I rodzaju rzedu ».

We wzorach (3.5) i (3.6) wystepuja sploty, ktérych istnienie jest zapewnione na mocy

twierdzenia Titchmarsha [7, str. 28]. Podstawowa zaleta zaleznosci (3.5) jest mozliwo$é
bezpodredniego wyznaczenia wspélczynnika oo, jezeli znamy wspdlczynnik XK. Pewna

niedogodnosécia zaleZznosci (3.6) jest konieczno$é stosowania iteracji do wyznaczenia

wspdlczynnika K. Mozna réwniez wymnozy¢ stronami zaleznoéci (3.3) i (3.4). Otrzymamy

wtedy prosta zalezno$¢ pozwalajaca okredlié w sposéb bezposredni iloczyn oo K:

uoKaoalaz%(’I—},,—ﬁz) = sfgl f,z(al—az). 3.7
Po odwrdceniu i uporzadkowaniu otrzymamy
T T (0] (@ —a2)
uoayarn()+[ T, (= Ta(]

Kao = (3.8

4. Opis wynikéw doSwiadczenia.

" Wyniki eksperymentu sg przewaznie okreélone dla chwil czasu, tworzacych pewien
zbidr : . ‘
T {t}e<0, T); i=0,1,2,3... @.1)
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Wyniki sa zapisane jako zbiér wartosci {f;} w chwilach czasu {t;}. W przypadku gdy opis
jest dany w innej postaci to zawsze mozna go do powyZszego opisu sprowadzié, Wyko-
rzystujac zbiér danych pomiarowych {f;} mozna, w sposéb przyblizony, opisaé funkcje
f(t) przy pomocy splajnu [8]. Otrzymujemy

J
1) = Aoty + ) Ait—y (4.2)

1=1

gdzie J jest liczba wynikéw (odczytéw) pomiardw.
Wspdlczynniki A; okre$lone sg zwigzkami

i fa— Aotz
Ag=""; A =7
0 1y ! (=1 )"
Pl (4.3)
Sor1— Ap(tpy 1= 1) —Aotyyy
A - m=1 -
? (tn+1_tp)"

gdzie
(t—1)% = (—t)"n(t—1)

5. Koiicowa postaé wzordw
Do konicowego zapisu wzordw (3.5), (3.6), (3.8) wygodnie jest uzyé splajnu pierwszego

rzedu, tj. splajnu okre$lonego zwiazkiem (4.2) dla n = 1. Mozna oczywiscie uzyé takze
splajnéow wyZszych rzgddw. W tym przypadku df. (4.2) sprowadza si¢ do postaci

J
)= D Al—1),, =0 (5.1)
I=1 . .
gdzie

p-1
Sor1— 12:) Aty —1)s

e )

H Ao=il‘-
1y

A, (5.2)

Ze wzgledu na jednolito$é zapisu, a nie zmniejszajac ogdlnoécei rozwazan, mozna za-
tozy¢, ze funkcje T, i ng, zbudowane wedlug wzoru (5.1), czyli w oparciu o zbiory danych

" pomiarowych, mozna opisaé na tym samym zbiorze chwil czasu {/,}, co znacznie upraszcza
zapis ostatecznych wzordw. W zwigzku z powyzszym opis, wynikéw bedzie postaci

J
8

T, = 2 A(t—1)4,
i=0

J (5.3)
T = Z B/(t—1)+,
i=0

5 Mech, Teoret. | Stos. 1—2/82
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gdzie

Tot,p+1— 2 Atyyr— ) .
A‘ = ’ Ao = —"; (5.4)

thrr—tp t

podobnie okresla si¢ B;.
Ostatecznie wzory (3.5), (3.6) i (3.8) edpowiednio przyjma postaé

N J
1 ‘Zo(ﬂxBi—azAt) (t—1)+
a? N a,a; . M,_g ’ 9
J .
1 —
Z A B(t—t,—1)% i B roM_pguo, (5.6)
1.1=0 ' '

J
3120 A By(t—t,—1t)5(a, —ay) .
Kao = = 5 , 5.7
2u0] 2 At—ti = 3 Bilt—1)3]

gdzie

J J
_ 1 R(t—t).(a; Bi—a,A) Y R3(ayBi~a, A)n(t—t)
M, = - Z 4(1-B) + 2 K *

{= {=0

ZnK :
®_exp [—'F;zz (t—t,)]‘
Hy '

x 1—16(1—B)*2— p) (5.8)

n=0

Najwygodniejszym podejéciem'do oznaczenia wspdlezynnikéw o, i K jest:
1. rozwigzaé réwnanie (5.6) ze wzgledu na K przy pomocy kolejnych przyblizen -
2. przy znanym wspélczynniku K ze wzoru (5.7) wyznaczy¢ wspéiczynnik op.

6. Przyklad interpretacji wspélczynnikéw

Rozwazmy nagrzane. do stalej temperatury wzglednej u, cialo w ksztalcie warstwy,
kuli lub walca nieskoniczonego, na powierzchni ktérego majduje si¢ cienka powloka
o gruboéci 8, gdzie :

8 <R. (6.1)

Ze wzgledu na przyjecie zatoZenia (6.1) moZna przyjaé, ze
— krzywizng powtoki moZna zaniedbaé
~— przeplyw ciepla w powloce jest ustalony. .
Niech funkcja u,(r, ¢) opisuje rozklad temperatury w warstwie (kuli, walcu), a u,{r, ) —
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w powloce. Proces ochladzania takiego dwuskladnikowego oérodka quzier opisany réw-
naniami
0%u, 4 128 du, 1 duy

ar? r o K e % (6.2)
2 .
—aa—;f— =0 y (6.3)
z nastgpujgcymi warunkami:
— warunki sklejenia
[9: —q2ll;=r = 0 réwnoéé strumieni ciepla, 6.9
[ur —u3llr—r = 0 réwno$¢ temperatur, (6.5)

— warunek brzegowy dla powierzchni zewnetrznej
Uslregss = 0, (6.6)
— warunek poczatkowy dla ciata
Uili=o = Uo, 6.7
Stale maja nastepujacy sens fizyczny:
K, — wspOlczynnik wyréwnania temperatury
. 2
0,
A, — wspolczynnik przewodnictwa ciepla,
o, — gestosé ciata,
¢, — cieplo wladciwe przy stalym ciénieniu.
Strumien ciepla § okreélony jest nastgpujaco:

§= —gradu 69

Dla ciata i pokrywajgcej go powloki mamy

(6.8)

=

" du
e (6.10
-2 du, -10)
q2 - 2 ar .
Stad zaleno4¢ (6.4) przyjmie postaé
6u1 _ au)_ _
}"—6/-_ = 127’.— dlar=R (6.11)

~ zagadnienie rozkiadu temperatury w powloce pokrywajacej rozwazane ciato jest opisane
nastgpujacymi réwnaniami: : -
0%u,
or? _
u2|r=R+6 = 0,
trler = U (R, 1)

=0,
(6.12)

5
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Rozwiazanie tego zagadnienia ma postaé

Uy, = ﬂ(lg’t) (R4+68-r); re(R,R+9). . (6.13)
Ostatecznie zaleznoé¢ na strumienie (6.4) przyjmuje postac:
-, Ouy u,
it -t = 6.1
Ay + 2, = . 0, (6.14)

czyli dla rozwaZanego ciala otrzymamy na rozklad temperatury zagadnienie
9%u, 4 1-28 ou, 1 ouy

or? r or K, ot = 0’-
3 s (6.15)
u 1
a—rl'*’TtF“xr:R: 0;  uyli=o = Uo.
Szukanymi stalymi sa:
. Ay
K, 1 op= 7’

zatem nalezaloby w celu ich wyznaczenia przeprowadzi¢ dwa doswiadczenia z réZnymi
gruboéciami powtoki. Mamy przy tym
1 1
—dT, a2 = 0—2.
Mierzong wielkoécia globalna byloby cieplo przekazane otoczeniu przez powierzchnig
jednostkows:

d, =

(6.16)

R

Lo |

Or = grag | "M io—u)c,0dr. (6.17)
0' -

Jak zatem wida¢, w tym wypadku
Fg = Cp@- (6.18)

Znajac Q,(¢) i O,(t) przy odpowiednich @, i @, mozemy wyznaczyé wspdtczynniki prze-
wodnictwa ciepla A, i 4, ze wzordw (5.6) i (5.7) przedstawionych w pracy.

7. Whnioski

Przedstawiona w pracy metodyka oznaczania wspofczynnikéw charakteryzujacych
wspomniane we wstgpie procesy, pozwala efektywnie je znalezé w przypadku, gdy sa one
stale (nie zaleza od zmiennych niezaleznych (r, t) oraz od procesu). Szczegdlnie prosto
daje si¢ wyznaczyé wspolezynnik o, przy znanym K, lub iloczyn obu wiclkoéci ze wzoru
(5.7). Iloczyn ten nie zalezy w sposdb bezposredni od przyjetych ksztattéw prébek, a tylko
od mierzonych wielkosci globalnych. Zaleta metody jest mozliwo$é wyznaczenia wsp6t-
czynnika K niezaleZnie od nieznanego o, (por. wzér (5.6)). Cecha zaleznosci (5.5) do (5.7)
jest wystgpowanie w nich czasu jako parametru, od ktérego to wspotczynniki a, i X po-
winny by¢ niezalezne. Wlasno$¢ ta pozwala, w przypadku wynikéw obliczen wskazujacych
naich zmiennoé¢ w czasie, okresli¢, na ile postawione zagadnienie (2.1) do (2.4) odpowiada
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rzeczywistemu procesowi. Wystepowanie w koncowych wzorach (5.5) do (5.7) sum’ nie
stanowi — wobec coraz bardzicj dostepnej techniki obliczeniowej (komputery, mini-
komputery, kalkulatory programowalne)— powaznego utrudnienia. Czeéé sum jest
skonczona, a ilo$¢ wyrazéw zalezy od opisu wynikdéw eksperymentu, za§ sumy nieskon-
czone wystgpujace we wzorach s szybko zbiezne z uwagi na wystepowanie czlondw
wyktadniczych. Proponowana metoda wyznaczania wspdlczynnikéw bedzie réwniez
funkcjonowaé jes$li w miejsce opisujacych proces wielkosci zostana wziete odpowiednie
strumienie, czy predkosci. Mozna réwniez otrzymaé podobne wyniki przy innym posta-
wieniu wyjsciowego zagadnienia brzegowo — poczatkowego.
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METOJI OTIPENEJIEHUSA KOO DPUUEHTOB, KOTOPLIE XAPAKTEPBI3VIOT TIPOLECHL
H30BPAXKEHBIE YPABHEHUEM ITAPABOJIMYECKOTI'O THUIIA

B cTaThM aHannsmpyeTcs NpoGlieMbl BLIYKC/CHUS, HA OCHOBE SKCIEPHMEHTA, KO3(WGHIEHTOR KOTO-
pble HAXOJATCSA B XpaeBO HayaJiHOK sapmaum mapabonuyeckoro Tuna. KoadoduueHnTnr onpenenenni Ha
OCHOBE HEKOTOPbIX oGUMX adhdexTax. YTOGBI MOMYUHTE KOHIOBbIE COOTHOLUEHHS HCIIONB3YCTCA UHTET-
panbHoe upeobpasopanye Jlamiaca u cBeproBbld aHamu3. K n306panceHd pe3yJbTaTOB JKCIIEPHMEHTA
B Buae QYHKLMHE UCTIOJB3YETCA CILNAiHbI. Pe3ynpTaTh! TIpEACTaRIeHEL B CTATHH UMEIOT 0COBEHHO NpOCThI
BH/ KOTA3 Pe3yNbTAaThl 3KCIOEPUMEHTa H300pa)KeHB! C TOMOILIO CIINAfHOB NEPBOro NMOpPAAKE.

Summary
METHOD OF DETERMINATION OF THE COEFFICIENT CHARACT ERIZING THE PROCESSES
DESCRIBED BY PARABOLIC EQUATION

In the paper a method of determination of coefficients in the boundary-value problems of the parabolic
type is considered. The approach takes into account the experimental results and is based on some global
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effects. The Laplace transform techniques and convolution analysis are exploited to obtain the formulas
defining the coefficients. In order to represent the experimental data in the analytical form a spline approxi-
mation is used. The results have especially simple form when the splines of the order 1 describe the measuring
data.

-

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 wrze$nia 1981 roku.



