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1. Metody wyznaczania  pola naprę ż enia w przypadku płaskiego stanu naprę ż enia

Rozwią zanie  płaskiego  zagadnienia  polega  na  okreś leniu  trzech  składowych  tensora
naprę ż enia  tj.  oxxs  cryy, axy.  Składowe  te jak  wiadomo  spełniają   równania  równowagi
oraz równanie nierozdzielnoś ci

dx  +  dy  ~ U >  :  ;  •   ,, , _.

^  + ^  =  o,  •   ( u )
dx  dy  ' *

id2  d2  \
\   dx2  +  dy2  j

(oxx+cryy)  =  0.

Równania  (1.1) ł ą cznie z warunkami brzegowymi  pozwalają   na rozwią zanie  płaskiego
zagadnienia,  Eliminacja  dwóch  spoś ród  trzech  niewiadomych  prowadzi1 do  uzyskania
jednego  równania biharmonicznego. Rozwią zaniem jest  na  ogół  funkcją   nieelementarną
i  może być efektywnie  przedstawiona jedynie  w  postaci  dyskretnej.  Do rozwią zania  sto-
suje  się  metody numeryczne np. metodę  róż nic skoń czonych. Procedura ta jest jednakż e,
bardzo  pracochłonna. Zasadniczą   wadą   dotychczas  stosowanych  metod, jest  okreś lanie
wartoś ci  funkcji  wewną trz  obszaru  na  podstawie  jej  wartoś ci  i  pochodnych na  brzegu.
Powoduje  to znaczne odstę pstwa  od faktycznego  pola fizycznego  wywołane- nie  tylko bł ę -
dami metody ale i bł ę dami doś wiadczalnymi wyznaczania własnoś ci pola na.brzegu obszaru.
Błą d pomiarowy jest propagowany przez algorytm do wnę trza obszaru na znaczne odległoś-
ci  co powoduje jego zwielokrotnienie. Wad  tych  moż na uniknąć przez prowadzenie  eks-
perymentu,  w  którym  pomiary  są   wykonywane  również  wewną trz  obszaru,  skracając
drogę   od  dowolnego  punktu  wewną trz  obszaru  do  najbliż szego  punktu  pomiarowego.
Techniki  elaś tooptycż ne  mię dzy  innymi  pozwalają   na  uzyskanie  jednego  dodatkowego
równania do układu (1.1). Poprzez eliminację  trzeciego z równań (1.1) uzyskuje się  zmniej-
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szenie stopnia układu o 2, powodując  zmniejszenie  bł ę dów numerycznych  i  poprawiając
dokładność  rozwią zania.

2. Klasyczne techniki elastooptyczne

W  elastooptyce  stosuje  się   powszechnie  metody  oparte  o  wykorzystanie  izochrom
i izoklin.  Obydwie  metody  pozwalają   na  uzyskanie  jednej  funkcji  naprę ż eń w badanym
obszarze,  dotyczą cej  układu głównego naprę ż eń. Definiują c  przez  „ p " połowę  sumy na-
prę ż eń głównych, przez „ q" połowę  ich róż nicy a przez „y"   podwojony  ką t  transformacji
tensora  naprę ż eń z układu przyję tego  w  eksperymencie  do układu głównego, moż na za-
pisać tensor naprę ż enia w postaci

oxx  =  p+ gcosy,

(2.1)

Metoda  izochrom pozwala  na pomiar „q"   a metoda izoklin na  „yi".  Po wyeliminowaniu
„ p " ,  za pomocą   równań równowagi,  uzyskuje  się   równanie postaci

W przypadku techniki  izochrom niewiadomą  w tym równaniu jest „y".   Jest to równanie
silnie  nieliniowe  i  rozwią zanie  jego jest  trudne i  pracochłonne.  Znajomość  pola  izoklin
prowadzi  wprawdzie  do  równania  liniowego  na „q",   lecz pomiar wartoś ci  ką ta  przy po-
mocy izoklin jest obarczony duż ym błę dem (są  one zwykle bardzo rozmyte). Z  pierwszego
lub drugiego  równania  równowagi  wyznacza się  „p"   po wyznaczeniu  „g"   i „f".   Obydwie
techniki są   wobec tego mało przydatne do dokładnego wyznaczania pól naprę ż eń, metoda
izochrom  z  powodu  generowania  równania  nieliniowego  a  metoda  izoklin  z  powodów
bł ę dów  eksperymentalnych.  Nowe  moż liwoś ci  eksperymentalnych  badań  stworzone  zo-
stały  dzię ki  wykorzystaniu  zjawiska  modulacji  intensywnoś ci  ś wiatła  rozproszonego
poprzez  składowe  stanu  naprę ż enia wzdłuż drogi  wią zki  ś wiatła  padają cego  na model.
Począ wszy  od 1939 roku  [6] nastę puje szybki rozwój tej metody w róż nych zastosowaniach
do  analizy  stanu  naprę ż enia. Jednakże  bardziej  powszechne jej  stosowanie  było ograni-
czone  mię dzy  innymi  zbyt  uproszczonym  modelem  matematycznym,  opisują cym  inten-
sywność ś wiatła rozproszonego jak  również bł ę dami zniekształceń geometrycznych obrazu
wynikają cymi  ż  zastosowanych  technik  obserwacji  i  rejestracji.

Zaproponowana  w  pracy  [3] nowa  koncepcja  tzw.  zintegrowanego  polaryskopu  oraz
przedstawiony  model matematyczny zjawiska  pozwala  na uniknię cie szeregu  bł ę dów po-
miarowych  i  stwarza  nowe  moż liwoś ci  szerszego  stosowania  tej  metody  w  badaniach
elast ooptycznych.

3. Elementy teorii izodyn
:  Termin izodyny  wprowadzony  został  po raz pierwszy  w pracy  [4], dla okreś lenia no-
wego  typu  charakterystyk  w  płaskim stanie  naprę ż enia.  Przyjmijmy  dowolnie  wybrany
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kierunek w obszarze, w którym panuje płaski stan naprę ż enia, nazywany  dalej kierunkiem
charakterystycznym  „y".   Niech  brzeg modelu  opisuje  funkcja  y  — fo(x)  rys.  1.  Izodyna
«- tego  rzę du  y  =  f„{x)   jest  miejscem  geometrycznym  punktów  w  modelu,  dla  których

jaxxdy  =  const. (3.1)

kierunek  propagacji
ś wiatła

Rys.  1

Doś wiadczalnie  izodyny  moż na uzyskać  stosując  metodę   ś wiatła  rozproszonego  wy-
korzystują cą   pryzmat integrują cy  opisany w  [3]. Przykłady zastosowania  tej  metody poda-
ne  są  m.in.  w  [1] [2] [5]. W płaskim stanie  naprę ż enia, gdy azz  — 0, naprę ż enie crxx wyzna-
czyć  moż na tą  metodą  wprost z zależ noś ci:

oxx  = Ay
(3.2)

gdzie: Am — liczba  izodyn  przecinają cych  odcinek Ay  leż ą cy  wzdłuż kierunku  ś wietlnego
ś wiatła spolaryzowanego  padają cego  na model, zaś  S„ —  stała elastooptyczna  wyznaczo-
na  doś wiadczalnie.  Łatwo zauważ yć,  iż dla gruboś ci  modelu  „ b" mamy:

/   baxxdy  =  APX,  (3.3)
h

gdzie APX jest tą  czę ś cią  siły zewnę trznej Px,  która przenoszona jest przez odcinek przekroju
modelu wzdłuż y  od brzegu  modelu do izodyny/ „. Na rys. 2b  i rys.  3b pokazano rodziny
izodyn y  — f„(x)  a na rys. 2a i 3a schematy obcią ż eń dla obydwu modeli przy prześ wietlaniu
ich  promieniem ś wietlnym  wzdłuż kierunku y.

4.  Metoda izodyn

Jak  opisano  w  punkcie  3  w  technice izodyn  moż na  wyznaczyć jedną   składową   sy-
metryczną  pola naprę ż enia wprost z przebiegu  izodyn. Dzię ki temu moż liwe jest  uzyskanie
pola  naprę ż enia bez  rozwią zywania  równań  róż niczkowych  czą stkowych  a jedynie  przez
całkowanie równań  równowagi.  Róż niczkowanie  równania  izodyny  (3.1)  po  „x"   daje

/«

/„•  <rxx(.x,fu)- fo- <rxx(x,fo)+  [   ?~dy  = 0.  (4.1)
%f  C/A
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Rys.  2

Rys.  3



WYZNACZANI E  PŁASKIEGO  POLA  91

Uwzglę dnienie  pierwszego  równania  równowagi  (2.1)  prowadzi  do  zależ noś ci  na  axy

w dowolnym  punkcie  izodyny  rzę du „ n " ,

<r xy(x ,fn)  =   axy(x,  f0)  + /„  •   exx(x,  / „ ) - f0  •   o^x,  f0)  (4.2)

W  powyż szym  równaniu,  dla  wyznaczenia ffxy  należy  podać wartość  kombinacji  skł a-
dowych cfxx  i <?xy  na brzegu  obszaru.  Moż na je  uzyskać  z  warunku  brzegowego

an  =  y,  (4.3)

gdzie:  a • — tensor naprę ż enia
n —  wektor  normalny  do  brzegu
y —  wektor  obcią ż eń  brzegu

Równanie brzegu  ma  postać
B(x,y)- 0,  (4.4)

gdzie:  B(x,y)  =  fo(x)- y.
Wektor  normalny ma  tutaj  postać

3- ^2.  '  (4.5)

Pieiwsze  z  równań  (4.3) ma wtedy  postać

y x  V fl  + 1  =   axx(x,  / 0) . / 0 -   axy(x,  f0)  (4.6)

co podstawione  do  (4.2) daje  ostatecznie

oxy(x,/ „)   = / „  •  oxx(x,/ „)- y  X V1  + / g  (4.7)

Wartość  cfyy może być  otrzymana z drugiego  równania  równowagi

Sffj,,  daxy (4.8)

W  powyż szej  metodzie,  polegają cej  na  cał kowaniu  równań  równowagi  przy  zadane
wartoś ci  aXK,  ł atwo  moż na  wyliczyć jedynie  składową   cxy  i  to  w  punktach  leż ą cych  na
izodynie, przy zadanych warunkach brzegowych.  D o wyznaczenia  pozostał ych skł adowych
konieczne jest uzyskanie  algorytmu  wyznaczania  pochodnych po  „y"   oraz wartoś ci  funkcji
axx  we  wszystkich  punktach  obszaru  analizowanego.

D la  przykł adu  podajemy  wykresy  wartoś ci  izodyny  n  rys.  4a,  skł adowej  naprę ż enia
<*xx   rys.  4b,  skł adowej  naprę ż enia  oxy  rys.  4c  dla  przekrojów  modelu  pokazanego  na  ry-
sunku  2 w  odległoś ciach  1/8  h,  1/4  h,  1/2  h,  od punktu  przył oż enia  siły  zewnę trznej.

5. Metoda cią głego  pola  izodyn

Efektywne  wyznaczenie  pola  naprę ż eń przy  uż yciu  izodyn  moż liwe jest jedynie  wtedy,
gdy znana jest funkcja  izodyn uł amkowych, czyli rozkł ad funkcji  cią gł ej, która na  izodynach
przyjmuje  wartoś ci  cał kowite. Jest  to  funkcja  N(x,  y),  gdzie  „N"   jest  liczbą   rzeczywistą,
„n"   wartoś cią   izodyny  i

• tf(*,'/ .(*)j- n.  (5- 1)
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ylmm)

Rys.  4

Dla celów praktycznych celowe jest sformułowanie funkcji  „H"   w postaci

H(x,y)  =  S'a- N(x,y),
i wtedy

8H

co daje

i
By

Po zastosowaniu pierwszego  równania równowagi (1.1)

/

—

Funkcja g(x)  może być wyznaczona z warunku brzegowego

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Podstawienie  (4.6)  i  (5.3)  do  (5.6)  pozwala  uzyskać  efektywny  wzór  na  funkcję   g(x):
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Wartoś ci  ary  wyznacza  się   z  drugiego  równania  równowagi

Cał kują c  (5.8) po  „y"   w  granicach f0,  y  otrzymuje  się   wzór  na  ayy  w  postaci

y

ayy  =   {ayy) lx,fo)  - g(x)  •  (y - fQ)  +  J  -  ̂ -  dy.  (5.9)
/ o

Funkcja  (<7yy\ x.f0)  Jest  okreś lona  przez

WM ) -   S  • fl- (vxfo + Vy)\/^+Ji.  (5- 10)
\   oy  /(- v./o)

Uzyskuje  się   to  wykorzystując  drugie  równanie  (4.3)  i znaną   wyrtość  axy.
Wariant  metody  cią głego  pola  izodyn.  Wykonanie  trzech  fotografii  izodyn,  przepusz-

czając  wią zkę   ś wiatła w  trzech kierunkach w  pł aszczyź nie  „xy" ,  pozwala  na  uproszczenie
obliczeń  i  uzyskanie  skł adowych  naprę ż enia  wył ą cznie  poprzez  obliczenia  algebraiczne.
Wychodząc  ze wzoru  transformacyjnego

ffa'  =  fafT,  (5.11)

gdzie T(<p) jest macierzą  obrotów o ką t  „<p"  i po wyliczeniu  stąd skł adowej cf'xx uzyskuje  się :

e'xx  =  o- xx •  cos2cp+2oxy- sirup-  cos cp + ayy  •  sin2(p.  (5.12)

Wykonanie  fotografii  izodyn  w  trzech  kierunkach  pod  ką tami  —cp,  0,  (p daje  na  at

y, c t E
2sin2<p  xx{  }  S  Vt  (5.13)

4sin<p- cos<j?

6. Numeryczna metoda wyznaczania cią głego pola odpowiadają cego  izoliniom

Znajdowanie  cią głego  pola  bę dą cego  „ rozmazaniem"  izolinii  na  obszar  pł aski  jest
typowym  zadaniem  dla  metod  aproksymacji.  Wystę puje  tutaj  jednakże  podstawowa
trudność polegają ca  na  tym, że doś wiadczalna  izolinia jest pasmem o znacznej, w  stosunku
do  jej  długoś ci szerokoś ci.  Zapamię tywanie  w pamię ci komputera takiej  lini i jest  w znacz-
nym  stopniu  przypadkowe,  gdyż  rejestrowany  jest  jeden  punkt  z  szerokoś ci  lin ii .  Zasto-
sowanie  jakiejkolwiek  aproksymacji  wymaga  uwzlę dnienia  tego  rozrzutu.  Wykluczone
są   tutaj  wobec  tego  metody  interpolacji. Zastosowanie metody najmniejszych  kwadratów,
jako  najkorzystniejszej  pod wzglę dem  numerycznym metody aproksymacji, jest  niecelowe,
gdyż  rozkł ad  intensywnoś ci  ś wiatła  w  poprzek  izolinii  spada  z  funkcją   cos2x,  co  należy
uwzglę dnić  w  poszukiwanym  algorytmie.  Celowe  jest  wobec  tego  zastosowanie  metody
transformacji  pasma w  pojedynczą   linię , uwzglę dniając  okreś lony  przez fizykę   zagadnienia
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rozrzut  pomiarów.  Metoda taka  podana jest  w  [7]. Ma ona za  zadanie utworzyć linię ,
która  przebiega  moż liwie  blisko  danych  doś wiadczalnych  i jest  jednocześ nie  klasy  CL.
Tak uzyskane dane poś rednie są  danymi wejś ciowymi do drugiego programu, który tworzy
cią gły  rozkład  funkcji  [8].  Kryterium  wyboru  jej  wartoś ci  w  wę złach  dowolnej  siatki
dobrane jest tak by przechodziła ona blisko danych doś wiadczalnych i tworzyła powierzch-
nię   o moż liwie  małej  krzywiź nie.  Ze wzglę du na już  uzyskaną   gładkość izolinii korzystne
jest stosowanie miary odchylenia jako sumy kwadratów bł ę dów. Przyję cie miary krzywizny
w postaci kwadratowej  funkcji  drugich pochodnych powoduje, że tak postawione zadanie
prowadzi do układu równań algebraicznych, liniowego wzglę dem wartoś ci funkcji  w punk-
tach  wę złowych. Mimo, że w równaniu tym wystę puje  wielka liczba niewiadomych dość
łatwo moż na je  rozwią zać. Proponuje się  stosowanie obydwu  wymienionych wyż ej metod
do uzyskiwania  funkcji  N(x, y) zdefiniowanej  w punkcie 5.

7. Podsumowanie

Dotychczas  stosowane  metody  elastooptyki  mają   istotne braki,  polegają ce  na ko-
niecznoś ci  stosowania  pracochłonnej  procedury  do  wyznaczania  pola  naprę ż eń. W me-
todach tych pomiarowi podlega skomplikowana funkcja  składowych naprę ż enia. Uzyskanie
składowych tego tensora wymaga  realizacji przez komputer wielu operacji arytmetycznych
(rozwią zywania  równań  róż niczkowych  czą stkowych),  które  w  przypadku  stosowania
metody  izochrom są   silnie  nieliniowe. Metoda izokł in jakkolwiek  daje  równanie liniowe
to  pasmo  pomiarowe jest  szerokie,  co  zmniejsza  znacznie dokładnoś ć. Metoda izodyn
jest  techniką   prostą   w  uż yciu  dając  dobrze  okreś lone wą skie  pasma  w całym badanym
obszarze. Prosta fizyczna  interpretacja izodyn, pozwalają ca  na bezpoś rednie wyznaczenie
jednej  składowej tensora naprę ż eń, powoduje, że zastosowanie dwóch równań równowagi
daje  algorytm  wprzód  (bez  rozwią zywania  równań  algebraicznych  na  każ dym  kroku
procedury) wyznaczania pozostałych składowych. Zastosowanie metody „rozmazywania"
izolinii  po  obszarze płaskim daje  wygodny  algorytm  do wyliczania  pochodnych  funkcji
ułamkowej  izodyny. W wyniku  tego moż na uzyskać pole naprę ż enia w dyskretnej  formie
(na siatce o dowolnej odległoś ci wę złów). Moż liwe są  dwa warianty metody izodyn. Pierw-
sza  polega  na wykonaniu jednego  eksperymentu  i  zastosowaniu  równań równowagi  do
wyliczenia  składowych  pola  naprę ż enia  poprzez  całkowanie  tych  równań.  Potrzebne
wzory  są   nastę pują ce:

8H

-  f
y

J o

(7.1)

ffl
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W  przypadku  gdy  brzeg,  od  którego  liczy  się   izodyny  jest  swobodny  przyjmują   one
nastę pują cą   postać:

dH

f d2H
,  A182H

yy

dH  (8H\  ldH\  •

Druga metoda wymaga dokonania tylko prostych działań algebraicznych ale niezbę dne
jest  przeprowadzenie  trzech eksperymentów,  co  w  przypadku  brzegu  o  rozwinię tej  linii
jest  trudne.  Składowe tensora naprę ż eń wyznacza  się  z prostych wzorów  (5.13)

O wyborze metody decyduje wobec tego kształt brzegu.
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HOBBlH  METOfl  H H TEPH PETH POBAH IM  H30EPA)KEHELa  H 3O.H HH

B  pa6oTe  npeflcraBjieH  HOBBIH
pa>KeHHe H30flHH nojiy«eHHoe  nyTeM   OKCnepHMeiira w ypaBHemie  BHyipeHHero  paBHOBeciwr  BO3MO>KHWM

nonyqeHHe  T6H3opa  HanpjDKemrii  (B IUIOCKOM   COCTOHHHH)  B  npoH3B0JiŁHOii  Tcuwce  H3o6pa-
BbitHCJieHun  aBT0MaTH3HpoBaHbi.  ITpHMeHeHa  MepHOBaH  KoppeKUHH  3KcnepiirneHTajibHwx

x.  YKa3aHbi  nojit3bi  OT  npHiweHeHHH 3Toro  MeTOfla  no cpaBHeHino  c  apyrwviH
H  SKcnepHMeHTajiBHbiMH  AieTo^aMH  npHMeHHeMbiMH B  dpoToynpyrociH.
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S u m m a ry

D ETERMIN ATION  OF  PLANE  STATE  OF  STRESS  FROM   THE  IMAG E  OF  ISODYNES
OBTAINED  BY  A  METHOD OF  SCATTERED  LIGH T

A  new  method of  interpreting  the  image  of  isodynes  has  bsen  shown.  Using  the image  of  isodynes,
• obtained  experimently,  and  the  equation  of  internal  equilibrium  it  is  possible  to  gjt  the  tensor  of
stress  (in plane  state)  in any  point of  the  image. The calculations  can  be  automizsd. During  the  course
of  calculation  the  experimental  data are  equalized. Advantages,  of  the method  as  compared  with  other
well  known  experimental  and  analytical — experimental  methods  used  in  photoelasticity,  have  been
pointed  out.

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  7 maja  1981 roku.


