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1. Mectody wyznaczania pola naprezenia w przypadku plaskiego stanu nap’rQZenia'

Rozwigzanie plaskiego zagadnienia polega na okresleniu trzech sklfadowych tensora
naprezenia tj. oy, @y, Oxy. Skiadowe te jak wiadomo speiniaja réwnania réwnowagi
oraz réwnanie nierozdzielnosci : !

00 x 60'3.0,

ox dy =9 ‘
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(W + '5“}}7) (oxxt0,) = 0.
Rownania (1.1) tacznie z warunkami brzegowymi pozwalaja na rozwigzanie plaskiego
zagadnienia, Eliminacja dwodch spoérdd trzech niewiadomych prowadzi: do uzyskania
Jednego réwnania biharmonicznego. Rozwigzaniem jest na ogdt funkcja nieelementarna
i moze by¢ efektywnie przedstawiona jedynie w postaci dyskretnej. Do rozwiazania sto-
suje si¢ metody numeryczne np. metode réznic skonczonych. Procedura ta jest jedna-ki_g
bardzo pracochlonna. Zasadnicza ‘wada dotychczas stosowanych metod jest- ok‘r_eéla_rgliq
wartosci funkcji wewnatrz obszaru na podstawie jej wartosci i pochodnych na brzcgu.
Powoduje to znaczne odstgpstwa od faktycznego pola fizycznego wywolane nie tylko ble-
dami metody ale i bledami do$wiadczalnymi wyznaczania wlasnosci pola na brzegu obszaru.
Blad pomiarowy jest propagowany przez algorytm do wnetrza obszaru na znaczne odleglo$-
ci co powoduje jego zwielokrotnienie. Wad tych mozna unikng¢ przez prowadzenie eks-
perymentu, w ktérym pomiary sa wykonywane réwnieZ wewnatrz obszaru, skracajac
droge od dowolnego punktu wewnatrz obszaru do najblizszego punktu pomiarowego,
Techniki elastooptyczne migdzy innymi pozwalaja na uzyskanie jednego dodatkowego
réwnania do ukladu (1.1). Poprzez eliminacje trzeciego z réwnan (1.1) uzyskuje si¢ zmnj(;j-
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szenie stopnia ukladu o 2, powodujac zmniejszenie blgddéw numerycznych i poprawiajac
dokladno$¢ rozwiazania.

2. Klasyczne techniki elastooptyczne

W elastooptyce stosuje si¢ powszechnie metody oparte o wykorzystanie izochrom
i izoklin. Obydwie metody pozwalajg na uzyskanie jednej funkcji naprezent w badanym
obszarze, dotyczacej ukladu gléwnego naprezen. Definiujac przez ,,p” polowe samy na-
prezen gléwnych, przez ,,q’" polowg ich réznicy a przez ,,3” podwojony kat transformacji
tensora naprezen z ukladu przyjetego w eksperymencie do ukladu gléwnego, mozna za-
pisac tensor napreZenia w postaci

Oyx = PHqcosy,
Oy, = pP—gcosy, 2.D
0.y, = gsiny.

Metoda izochrom pozwala na pomiar ,,q”" a metoda izoklin na ,,»”. Po wyeliminowaniu
»P", Za pomocg réwnan rownowagi, uzyskuje si¢ réwnanie postaci

22 0
ZW (gcosy)+ (W ~ AT

W przypadku techniki izochrom niewiadoma w tym réwnaniu jest ,,»”. Jest to réwnanie
silnie nieliniowe i rozwigzanie jego jest trudne i pracochlonne. Znajomosé pola izoklin
prowadzi wprawdzie do réwnania liniowego na ,,q”’, lecz pomiar wartosci kata przy po-
mocy izoklin jest obarczony duzym bledem (s one zwykle bardzo rozmyte). Z pierwszego
lub drugiego réwnania réwnowagi wyznacza si¢ ,,p”> po wyznaczeniu ,,g” i ,,%”. Obydwie
techniki sa wobec tego malo przydatne do dokladnego wyznaczania pol naprezen, metoda
izochrom z powodu generowania réwnania nieliniowego a metoda izoklin z powodéw
bledow eksperymentalnych. Nowe mozliwosci eksperymentalnych badaf stworzone zo-
staly dzigki wykorzystaniu zjawiska modulacji intensywnosci $wiatla rozproszonego
poprzez sktadowe stanu napr¢zenia wzdhuz drogi wiazki $wiatla padajacego na model.
Poczawszy od 1939 roku [6] nastepuje szybki rozwdj tej metody w réznych zastosowaniach
do analizy stanu naprezenia. Jednakze bardziej powszechne jej stosowanie bylo ograni-
czone migedzy innymi zbyt uproszczonym modelem matematycznym, opisujacym inten-
sywnos¢ Swiatla rozproszonego jak réwniez bledami znieksztalcen geometrycznych obrazu
wynikajacymi z zastosowanych technik obserwacji i rejestracii.

Zaproponowana w pracy [3] nowa koncepcja tzw. zintegrowanego polaryskopu oraz
przedstawiony model matematyczny zjawiska pozwala na unikniecie szeregu bledéw po-
miarowych i stwarza nowe mozliwoéci szerszego stosowania tej metody w badaniach
elastooptycznych.

2 2

)(qsinzp) = 0. . 22

3. Elementy teorii izodyn

- Termin izodyny wprowadzony zostal po raz pierwszy w pracy [4], dla okreélenia no-
wego typu charakteiystyk w plaskim stanie naprgZenia. Przyjmijmy dowolnie wybrany
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kierunek w obszarze, w ktorym panuje plaski stan napre¢zenia, nazywany dalej kierunkiem

charakterystycznym ,,p”. Niech brzeg modelu opisuje funkcja y = f,(x) rys. 1. Izodyna

n-tego rzgdu y = fy(x) jest miejscem geometrycznym punktéw w modelu, dla ktérych
fa

f‘axxdy = const. 3.D)
Jo

=f (%)
/Y n

—

/Z%Myﬂom

X

rklierunek propogacji
- Fawiatta

Rys. 1

Doswiadczalnie izodyny mozna uzyska¢ stosujac metodg $wiatla rozproszonego wy-
korzystujaca pryzmat integrujacy opisany w [3]. Przyklady zastosowania tej metody poda-
ne sg m.in. w [1] [2] [5]. W plaskim stanie napreZenia, gdy ¢,, = 0, napreZenie oy, Wyzna-
czy¢ mozna ta metoda wprost z zaleznodci:

, dm
"y
gdzie: Am — liczba izodyn przecinajacych odcinek Ay lezacy wzdluz kierunku §wietlnego
$wiatla spolaryzowanego padajacego na model, za§ S, — stata elastooptyczna wyznaczo-
na doswiadczalnie, Yatwo zauwazyc, iz dla grubo$ci modelu ,,b” mamy:

Tyx = S 3.2

In
[ body = 4P, - (3.3)
fl)
gdzie AP, jest ta czescig sity zewnetrzne] Py, ktdra przenoszona jest przez odcinek przekroju
modelu wzdtuz y od brzegu modelu do izodyny f,. Na rys. 2b i rys. 3b pokazano rodziny
izodyn y = f,(x) anarys.2ai 3a schematy obcigzen dla obydwu modeli przy prze§wietlaniu
ich promieniem $wietlnym wzdhuz kierunku y. : -

4, Metoda izodyn

Jak opisano w punkcie 3 w technice izodyn mozna wyznaczy¢ jedna skladowa sy-
metryczng pola naprezenia wprost z przebiegu izodyn. Dzigki temu moZliwe jest uzyskanie
pola naprezenia bez rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych a jedynie przez
catkowanie réwnan réwnowagi. RéZniczkowanie réwnania izodyny (3.1) po ,,x” daje

S
fur 0 f - o ft [ 20ay = o, (.0
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Uwzglgdnienie pierwszego rownania réwnowagi (2.1) prowadzi do zaleznosei na oy,
w dowolnym punkcie izodyny rzedu ,,un”,

ny(x > fn) = ()"\.).(..‘C s fO) +fn : Uxx(x s fn) __}0 . O‘xx(x > fO) (42)
W powyzszym rownaniu, dla wyznaczenia ¢, nalezy podaé wartos¢ kombinacji skla-
dowych oy, i 0y, na brzegu obszaru. Mozna je uzyska¢ z warunku brzegowego
g =7, 4.3)
gdzie: & — tensor naprgzenia
n — wektor normalny do brzegu

y — wektor obcigzen brzegu
Roéwnanie brzegu ma postaé

B(x,y) = 0, (4.4)
gdzie: B(x, ») = fo(x)—y.
Wektor normalny ma tutaj postaé _
o (fe, =1
n= (IQ T.—;l (4.5)
V f3+1
Pierwsze z rownan (4.3) ma wtedy postaé
/e T .
yxV fe+1 = 0.(x, o) fo—oxp(x, fo) (4.6)
co podstawione do (4.2) daje ostatecznie _ '
Oy (52 fo) = fur 0, f) =y x V1413 X))
Wartoéé oy, moze by¢ otrzymana z drugiego réwnania rownowagi '
aUyy aaxy
T T e (4.8)

W powyzszej metodzie, polegajacej na catkowaniu réwnan réwnowagi przy zadane
wartosci oy, fatwo mozna wyliczyé jedynie sktadowa Gy, 1 to w punktach lezacych na
izodynie, przy zadanych warunkach brzegowych. Do wyznaczenia pozostatych skladowych
konieczne jest uzyskanie algorytmu wyznaczania pochodnych po ,,)”’ oraz wartosci funkeji
Oy We wszystkich punktach obszaru analizowanego.

Dla przykiadu podajemy wykresy wartosci izodyny n rys. 4a, skladowej naprezenia
Oy TYS. 4b, skladowej napre¢zenia oy, rys. 4¢ dla przekrojéw modelu pokazanego na ry-
sunku 2 w odlegtosciach 1/8 h, 1/4 h, 1/2 h, od punktu przylozenia sily zewngtrznej.

5. Metoda ciaglege pola izodyn

Efektywne wyznaczenie pola napreZen przy uzyciu izodyn mozliwe jest jedynie wtedy,
gdy znana jest funkcja izodyn utamkowych, czyli rozklad funkcji ciaglej, ktéra na izodynach
przyjmuje wartosci calkowite, Jest to funkcja N(x, y), gdzie ,,N” jest liczba rzeczywista,
" wartosceia izodyny i

N (%, fu(x) = n. (5.1)
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Dla celéw praktycznych celowe jest sformutowanie funkcji ,,H> w postaci
H(x,y) = Sg-N(x, y), (5.2
i wtedy
oH
xx = e : .3
’ dy 4 . 3
Po zastosowaniu pierwszego rownania réwnowagi (1.1)
0 dH '
——| 0 ——| =0, .
ay( xy+ ax) (54)
co daje '
oH
Oay = = 5= +g(x). (5.5)
Funkcja g(x) moze byé wyznaczona z warunku brzegcwego
oH
80) = 0, o) + (—a~) : (56)
v OX [(x fo)

Podstawienie (4.6) i (5.3) do (5.6) pozwala uzyskaé efektywny wzoér na funkcje g(x):

. (oH oH - — -
g(x) = (W)u,m + (??)(x.fo, -fo—yxl/1+fo (5.7)
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Wartodcl o,, wyznacza si¢ z drugiego réwnania rownowagi

do,, 0*H
oy = -a}y—g(x)- (5.8)
Catkujac (5.8) po ,,»” w granicach f;, y otrzymuje si¢ wzér na o, w postaci
5
: . T O*H
Oy = (05 f0r—&(%)- (y—fo) + f ez day. (5.9)
fo
Funkcja (0y,)x oy Jjest okreslona przez
oH : : ——
(O'.vy)(x,fo) = ((7—)/)( P 'f%*(?’ x fo +'y,v) 1/1+f(% . (5-10)

Uzyskuje sig to wykorzystujac drugie rownaniec (4.3) 1 znana wyrto$¢ oyy.
Wariant metody ciaglego pola izodyn. Wykonanie trzech fotografii izodyn, przepusz-
czajac wigzke Swiatla w trzech kierunkach w plaszczyznie ,,xy”, pozwala na uproszczenie

obliczen i uzyskanie skladowych napregzenia wylacznie poprzez obliczenia algebraiczne.
Wychodzac ze wzoru transformacyjnego

§ = T&TT, (5.11)
gdzie T(p) jest macierza obrotéw o kat ,,¢” 1 po wyliczeniu stad sktadowej o', uzyskuje sig:
Orx = OyyrCOS2Q+20,,-sing-cosp+a,,-sin’p. (5.12)
Wykonanie fotografii izodyn w trzech kierunkach pod katami —¢, 0, ¢ daje na &
T = 0xx(0)

G’ + ;x - ’
yy = xx((p) B ( (p) _Gxx(o)'Ctgz‘pa

7 2sing

(5.13)

Gon = O',va(fP) — G;x(_ (P)
i 4sing-cosp

6. Numeryczna metoda wyznaczania ciaglego pola odpowiadajacego izoliniom

Znajdowanie ciaglego pola bedjcego ,,rozmazaniem” izolinii na obszar plaski jest
typowym zadaniem dla metod aproksymacji. Wystepuje tutaj jednakze podstawowa
trudnos¢ polegajaca na tym, ze do§wiadczalna izolinia jest pasmem o znacznej, w stosunku
do jej dlugosci szerokosci. Zapamigtywanie w pamigci komputera takiej linii jest w znacz-
nym stopniu przypadkowe, gdyz rejestrowany jest jeden punkt z szerokosci linii. Zasto-
sowanie jakiejkolwiek aproksymacji wymaga uwzlgdnienia tego rozrzutu. Wykluczone
sa tutaj wobec tego metody interpolacji. Zastosowanie metody najmniejszych kwadratéw,
Jako najkorzystniejszej pod wzgledem numerycznym metody aproksymacji, jest niecelowe,
gdyz rozkiad intensywnosci §wiatla w poprzek izolinii spada z funkcja cos®x, co nalezy
uwzgledni¢ w poszukiwanym algorytmie. Celowe jest wobec tego zastosowanie metody
transformacji pasma w pojedyncza linie, uwzgledniajac okreslony przezfizyke zagadnienia |
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rozrzut pomiaréw. Metoda taka podana jest w [7]. Ma ona za zadanie utworzyé linie,
ktora przebiega mozliwie blisko danych do$wiadczalnych i jest jednoczeénie klasy C,.
Tak uzyskane dane posrednie sa danymi wejsciowymi do drugiego programu, ktéry tworzy
ciggly rozkiad funkcji [8]. Kryterium wyboru jej wartosci w weztach dowolnej siatki
dobrane jest tak by przechodzila ona blisko danych doswiadczalnych i tworzy}a powierzch-
nie o mozliwie matej krzywiznie. Ze wzgledu na juz uzyskang gladko$¢ izolinii korzystne
jest stosowanie miary odchylenia jako sumy kwadratéw bleddw. Przyjecie miary krzywizny
w postaci kwadratowe]j funkcji drugich pochodnych powoduje, Ze tak postawione zadanie
prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych, liniowego wzgledem wartosei funkeji w punk-
tach weztowych. Mimo, ze w rownaniu tym wystepuje wielka liczba niewiadomych dosé
latwo mozna je rozwiagzaé. Proponuje si¢ stosowanie obydwu wymienionych wyzej metod
do uzyskiwania funkcji N(x, ) zdefiniowanej w punkcie 5. '

7. Pedsumowanie

Dotychczas stosowane metody elastooptyki maja istotne braki, polegajace na ko-
niecznosci stosowania pracochionnej procedury do wyznaczania pola naprezen. W me-
todach tych pomiarowi podlega skomplikowana funkcja sktadowych naprezenia. Uzyskanie
skladowych tego tensora wymaga realizacji przez komputer wielu operacji arytmetycznych
(rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych), ktére w przypadku stosowania
metody izochrom sg silnie nieliniowe. Metoda izoklin jakkolwiek daje rownanie liniowe
to pasmo pomiarowe jest szerokie, co zmniejsza znacznie dokladnosé. Metoda izodyn
jest technika prosta w uzyciu dajac dobrze okreslone waskie pasma w calym badanym
obszarze. Prosta fizyczna interpretacja izodyn, pozwalajaca na bezposrednie wyznaczenie
jednej sktadowej tensora naprezen, powoduje, ze zastosowanie dwoch réwnan réwnowagi
daje algorytm wprzdd (bez rozwiazywania réwnan algebraicznych na kazdym kroku
procedury) wyznaczania pozostatych sktadowych. Zastosowanie metody ,,rozmazywania”
izolinii po obszarze plaskim daje wygodny algorytm do wyliczania pochodnych funkcji
utamkowej izodyny. W wyniku tego mozna uzyskaé pole naprezenia w dyskretnej formie
(na siatce o dowolnej odleglosci wezléw). Mozliwe sa dwa warianty metody izodyn. Pierw-
sza polega na wykonaniu jednego eksperymentu i zastosowaniu réwnan rownowagi do
wyliczenia sktadowych pola naprezenia poprzez catkowanie tych réwnan. Potrzebne
wzory sa nastepujace: :

_on
xx ay >
i 92H ) oH —
0= | R a0 =g+ () fa-GxirmVivi, 0
oH
xy = — -67 +g(x)
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W przypadku gdy brzeg, od ktérego liczy sie izodyny jest swobodny przyjmujg one

nastgpujaca postac:

oH
oy’

,
C92H (aZH) ( 92H ) .
oy = ff xS l o oy T\ B0y sy T

aH) : ] -2( E)H)
- S|+l
( OV [(x.f0) Jo| 415 0y [t

Oxx =

(7.2)

e (] f)
= ox aX,(x,fo) ady (x. fo) °

Druga metoda wymaga dokonania tylko prostych dziatan algebraicznych ale niezbedne

jest przeprowadzenie trzech eksperymentéw, co w przypadku brzegu o rozwinigtej linii
jest trudne. Sktadowe tensora naprezen wyznacza si¢ z prostych wzoréw (5.13)

[

O wyborze metody decyduje wobec tego ksztaltt brzegu.
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Pesmome
HOBBIVI METOI WHTEPIIPETHUPOBAHUSI W3O0BPAXEHMS WM30IUH

B pa6oTe mpecTaBNeH HOBLIH METON WHTEPNPETHPORBAHNA H300pAyKerUs u3opud. Ipumenss n3ob-

PKEHHE H30JHH MONYUEHHOE ITIYyTeM SKCIIEPHMENTA H YPaBHEHHE BHYTPEHHEI'O PABHOBECHA BO3MOXKHBIM
ABJIAETCH IIONydYeHHE TEH30Pa HANPSLKEHMIt (B IDIOCKOM COCTOSIHHHK) B IPOH3BOIBHOM TOuke Kaobpa-
JeHHsI. Bpiumcnesus aBroMaTH3upoBadbl. IlpumeHeHa uepHOBAA KOPPEKIMA JKCIEPUMEHTATBHBIX
AaHHBIX. YKasaHbi HOMB3BI OT NPHMEHEHUH STOrO METOJA MO CPABHEHHIO C APYTHMM AHATHTHUCCKMMU

H

SUCNCPUMEHTANBHBIMH  METOJaMH IIPDUMEHACMBIMU B g’po-roynpyr OCTH.
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Summary

DETERMINATION OF PLANE STATE OF STRESS FROM THE IMAGE OF ISODYNES
OBTAINED BY A METHOD OF SCATTERED LIGHT

A new method of interpreting the image of isodynes has bzen shown. Using the image of isodynes,
obtained experimently, and the equation of internal equilibrium it is possible to gzt the tensor of
stress (in plane state) in any point of the image. The calculations can be automizzd. During the course
of calculation the expcrimental data are equaliz:d. Advantagss, of the method as compared with other

well known experimental and analytical — experimental methods used. in photoclasticity, have been
pointed out.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 7 maja 1981 roku.



