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1. Wstep

W literaturze znane jest pojecie wiezéw wewngtrznych dla materialow prostych [1, 2,
3, 4] jako pewnych ograniczen na klase dopuszczalnych deformacji. Ograniczenia te majg
posta¢ réwnad D(C) = 0, gdzie C jest miarg deformacji, a @: RS> R* 1 <k <6,
znang rozniczkowalng funkcja. Tak wprowadzone wiezy powoduja pewna nieokreslonoéé
naprezen. Zaklada sig, Ze tensor naprezenia T jest suma dwoch czionéw T = T+ T,
z ktérych jeden jest dany przez funkcjonat konstytutywny Ty = % (C(®), a drugi nazy-
wamy reakcja wiezow, [2]. Tak wigc z reguly zaklada sie, Ze ograniczeniom dla miar de-
formacji musza towarzyszy¢ stany naprezenia reakcyjnego, utrzymujace te ograniczenia.
Jednoczesnie zaklada sig, Ze praca tensora reakcji wigzéw T, na dowolnym tensorze
predkosci odksztalcenia c, zgodnym z warunkiem &(C) = O jest réwna O.

Tematem tego komunikatu jest zagadnienie wigzow wewngtrznych w materiatach
typu predkosciowego. Bedziemy rozwazaé material typu predkosciowego, ktorego rownanie
konstytutywne ma postaé

(n) (ri=1) . (m) .
(1.D I'=A,, T +...+A4,T+B,C+ ... +B,C,
() ’
gdzie T, i = 1,2, ..., n jest ita pochodna czasowa drugiego tensora naprezenia Pioli-

Kirchhoffa, 8, I=1,2,...,m Ita pochodna prawego tensora odksztalcenia Greena,
znane operatory 4,, ..., A,_4, By ,..., B, dzialajace z R® w R® moga zaleze¢ od Ci T.

Celem pracy jest wprowadzenie pojecia wigzow wewnetrznych dla materiatu zdefinio-
wanego rownaniem (1.1) i analiza przypadku szczegélnego tych wigzdw, ktéry prowadzi
do pewnych uogélniet pojecia niesciéliwoéci materialu. W pracy korzystamy z ogélnej
koncepcji wiezéw wewnetrznych podanej w [5]. Koncepcja ta polega na uwzglgdnieniu
sytuacji, w ktérych ograniczenia dla miar deformacji sa przedstawione w zupelnie ogdlnej
postaci, tj. postaci, ktéra nie musi wyraZaé si¢ przy pomocy ukladu réwnan. Obejmuje
ona réwniez przypadki, w ktérych moga nie wystgpowaé ograniczenia dla miar deformacii,
a mimo to, moga wystepowaé reakcje wiezéw.
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2. Podstawowe relacje

Réwnanie (1.1) napiszemy w postaci

2.0 . o = Ae,
) (n—1) . (m . . .
glzieo=T,e=(T ,...T,C,....,C), A= A(C, T) jest znanym operatorem linio~

wym okre$lonym dla kazdej pary C, Tna przestrzeni E = R¥, k = 6(n+m—1) o wartosciach
w 2 = RC,

Definicja 1. Powiemy, Ze na wlasnoscima terialu okreslone przez (2.1) zostaly narzucone
wiezy wewnetrzne, gdy dana jest multifunkcja ¥': E — 2% o nastepujgcych wlasnosciach
1. K = domW% = {e|F(e) # D} jest niepustym, domknigtym podzbiorem E,

2. (Vee K)(#H(e) = {s}) = ((s = 0) A (K = E)).

Zbiér ¥(e) jest zbiorem wszystkich mozliwych reakcji wiezdéw odpowiadajacych deformacji
e e K, tj. bedziemy przyjmowaé, e '

(2.2) o= Ae+s, se'Ple).

Material, ktérego wlasnosci okreslone sa relacja (2.2) bedziemy nazywaé materialem
typu predkosciowego z przyrostowymi wigzami wewnetrznymi.

Definicja 2. Gdy K = E i (Je e K)(¥(e) #{0}), to ograniczenia narzucone na réw-
nania konstytutywne (2.1) nazwiemy quasi-wi¢zami.

W przypadku quasi-wiezéw nie ma ograniczef na e, a jednak wystepuje reakcja wiezéw s.
Sytuacje taka zilustrujemy na przykladach w nastepnym paragrafie.

Definicja 3. W przypadku gdy istnigje subrézniczkowalna [6] funkcja ¢ : E — R taka,
ze dla kazdego e & K zbi6r ¥(e) jest subrozniczka funkeji —w w punkcie e, tzn,
(2.3) Y(e) = —dp(e), Veek,

wiezy nazywamy wtedy subpotencjalnymi, a funkcje w nazywamy subpotencjalem wigzéw.
Relacja (2.2) jest rGwnowazna relacji

29 (y—e)-s+y(y)—yle) 20, Vyek.
Kropka w ostatnim wzorze oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni E. Z (2.4) wynika, Ze
2.5) yos+y(y) = e s+yle), Vyek.

Stad wynika:

Lemat: JeZeli przyrostowe wigzy wewngtrzne w materiale typu predko§ciowego sa
subpotencjalne, to wielkoé¢ e € K realizuje minimum funkcjonatu
(2.6) J¥) = y-s+p(y) na zbiorze K.
na zbiorze K.

PowyZsze rozwazania ogdlne zilustrujemy przypadkiem szczegblnym przyrostowych
wiezéw wewnetrznych,
!

3. O pewnym uogdlnieniu pojecia niescisliwosci

Rozwazmy przypadek szczegdlny réwnania (1.1), w ktérym n = 1, m = 1, tj. réwnanie
postaci

3.1 og=Ae, glzieo=T, A=B, e=C.
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W dalszym ciggu traktujemy wiec o jako tensor przyrostu (predkosci) maprezenia
oraz e jako tensor przyrostu (predkosci) odksztalcenia. Znany dla danej pary C, T opera-
tor A jest okreslony na przestrzeni E = RS,

Roztézmy tensor przyrostu odksztalcenia e na czes$¢ kulistg i dewiator
(3.2) e = e®+1e° gdzie ® e EP < E, (eR,
Analogicznie postgpimy z tensorem przyrostu napreZen ¢
(3.3) 6 =0+ 10° gdzie o®E® = E, o%eR.
Przyjmujemy rownania konstytutywne (3.1) w postaci
oP = APeP,
o® = A%eC.

gdzie A®: E— E, A°: R — R s3 znanymi operatorami. Narzucimy na (3.4) wiezy dane
. . . D

przez multifunkcje ¥ = (Yp, Ps), ¥o: EP =28, W,:R— 2%, ktére zdefiniowane

sg nastepujaca relacja

3.4

oP = APeP 5P,
3.5) 0% = A%°+p,
gdzie s € Pp(eP), p e ¥o(e%). o
Przyjmujemy, ze Ve, W,(eP) = {0}. Wtedy relacja (3.5) ma postaé
o® = A4PeP,

(3.6) 0% = A%°+p.
Wielkoé¢ p opisuja reakcje wigzow.

Niech w:R — R bedzie funkcja taka, Ze

Yole®) = —oy(e®)," Ve’e R,

Wtedy relacje¢ (2.4) mozZna zapisaé nastgpujaco: '
3.7 (r—ep+y@E)—pEe® =0, VreR,
gdzie p € — dyp(e®).

Rozwazmy teraz pewne przypadki szczegélne funkeji .

1. Przyjmiemy, Ze

0 dla r<b
w(r) = a(r—b) dlar>b, a=const, a>0.
Witedy
0 dlar<b
Wo(r) = {[~, 0] dlar="5
—o dla » > b.

Wykres funkgji w(.) oraz multifunkcji ¥,(.) przedstawiono na rys. 1.
Argument e® moze przybiera¢ dowolne wartosci. Reakcja wigzéw p € —dyp(e®) jest stala
dla e® > b.

Jak wida¢ sa to quasi-wiezy, bo nie ma ograniczen na dziedzing multifunkeji ¥, tzn.

. K = R, a jednak jest reakcja wigzdw. Material nie reaguje na wiezy, jezeli przyrost kulistej
y - \ .
5!
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v,
Rys. 1

czesci tensora odksztatcenia nie przekracza stanu b. Dla e® > b wystepuje reakcja wiezéw,
ktéra ma warto$é stala rowna —o, jezeli €2 > b.
2. Niech teraz :
0 dla r € b,
v() = {+oo dla r > b
Wtedy
0 dla r < b,
o) =1 R™ dla r = b,
1] dla r > b.
Funkcja (.) oraz multifunkcja ¥,(. ) sa przedstawione na rys. 2. Jezeli czesé kulista

e® przyrostu tensora odksztalcenia nie przekracza stanu b, to nie ma reakcji wiezéw.
Przekroczenie stanu b jest fizycznie niemozliwe.

Y
Rys. 2
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3. Przyjmijmy, ze

Bla—r) diar <a, f=const, >0
wiry=1{ 0  dlarelab]
a(r—a) dlar>b, o =const, a>0.
Wtedy
[ B dla r < a,
[0, 8] dla r = a,
Yolr) = {[—a, 0] dla r €(a, b),
0 dla r = b,
—a dla r > b.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy funkcji w i multifunkcji ¥,. W rozpatrywanym
przykiadzie, podobnie jak w przypadku 1, nie ma ograniczen na dziedzing multifunkcji
Ys; K = R sa to wigc quasi-wiezy. Jesli €° € (a, b), to nie ma reakcji wigzow, Niezerowa
reakcja wigzow pojawia sie, gdy e° ¢ (a, b).

Y
a b 0
2
|
|
i -oe ——
i
|
a b &
o
%
Rys. 3

4. Material ,,czedciowo’ niedcisliwy definiujemy nastgpujaco:
0 dla r € [a, b]
p(r) =
+c0 dla r ¢ [a, b].

( jest po prostu funkcja indykatorowa przedziatu [a, b].)

Wtedy
0] dla r <a
R* dlar=ua
Ya@r) =1 0 dla re(a, b)
R™ dla r=5»
4] dla r > b.

Przebieg funkeji p( . ) oraz multifunkcji ¥o(.) ilustruje rys. 4. W tym przypadku nie
jest mozliwe, by cze$¢ kulista przyrostu stanu odksztalcenia materiatu osiggneta stan e,
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ktéry nie nalezatby do przedziatu [a, b]. Uniemozliwiaja to reakcje wiczéw. Rozwazane
w tym przykiadzie wigzy sa wigzami w tradycyjnym znaczeniu tego stowa, gdyz

K =[a,b] # R.
[
a b e
]
|
]
{
o} b e
Yy,
i
' Rys. 4

5. Granicznym przypadkiem dla 4 jest materiat niescisliwy, [i], dla ktérego

0 dla r=20
1] dla r#£ 0

Il

p(r) = {
oraz

+co dlar<?0
!{fq(r) =1 R dla r =0
'Q) dla » > 0.

Rys. 5
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R_yéunek 5 przedstawia wykresy funkcji w(.) oraz multifunkcji ¥o(. ). Dla stanu e® = 0
reakcja wiezéw p moze byé réwna dowolnej liczbie rzeczywistej. Materiat nieécisliwy
nie moze osiagnaé stanu e® # 0,

Zauwazmy, ze ograniczenia (wi¢zy) nakladaliSmy tylko na cze$é kulista tensora przy-
rostu odksztalcenia, dewiator P tego tensora moze przebiera¢ dowolne wartosci z prze-
strzeni EP. '
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Pesmome

O BHYTPEHHGLIX CBSI3IX MATEPHAJIOB CKOPOCTHOI'O THITA

PaboTa mocBsilcHa B BEOSHMIO ITOHATHL BHYTPCHHLIX cBasel nst maTeppalia oNpeacJICHHOro ypas-
HCHHIEM

(n) (n=1) . () .
T=A,1 T + ... +AT+BnC+ ... +B,C

YIpoBeNeHHbIH aHAJIM3 YACTHOIO CIIyYast 3TIX CBA3CH BEAET K HEKOTOPOMY ODODIUEHHIO TIOHATHS HECIKM-
MaeMoro MaTepuaa.

Summary

INTERNAL CONTRAINTS FOR RATE-TYPE MATERIALS

The motion of the internal constraints has been introduced for materials governed by the equation

(n) (z=1) . (m) .
T= A"_1 T + ... +A1T+Bm C+ v +B1C

A particular case of such constraints leads to a generalization of the motion of incompressibie material.



