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1.  Wstęp

W literaturze znane jest poję cie  wię zów wewnę trznych  dla materiałów prostych  [1, 2,
3, 4] jako  pewnych  ograniczeń na klasę   dopuszczalnych  deformacji.  Ograniczenia te mają
postać  równań  @(C) = 0,  gdzie  C jest  miarą   deformacji,  a  0: R6 - »•   Rk,  1 =g k ̂  6,
znaną   róż niczkowalną   funkcją .  Tak wprowadzone wię zy powodują   pewną   nieokreś loność
naprę ż eń.  Zakłada się ,  że  tensor  naprę ż enia  T jest  sumą   dwóch  członów T =   To + 7\ ,
z  których jeden jest dany przez  funkcjonał   konstytutywny  To = # "(C(( 0) ,  a drugi  nazy-
wamy  reakcją   wię zów,  [2]. Tak wię c z reguły zakłada się , że ograniczeniom dla  miar de-
formacji  muszą   towarzyszyć  stany  naprę ż enia reakcyjnego,  utrzymują ce  te ograniczenia.
Jednocześ nie  zakłada  się ,  że praca  tensora  reakcji  wię zów  Tx na dowolnym  tensorze
prę dkoś ci  odkształcenia Ć, zgodnym z warunkiem  &(C)  = 0 jest  równa 0.

Tematem  tego  komunikatu  jest  zagadnienie  wię zów  wewnę trznych  w materiałach
typu prę dkoś ciowego. Bę dziemy rozważ ać materiał  typu prę dkoś ciowego, którego równanie
konstytutywne ma postać

00  («- i)  .  c«)
(1.1)  T= A,.!  T +  ... +AlT+BmC+  ...  +B1C,

to
gdzie  T, i =  1, 2,  ..., n  jest  z- tą   pochodną   czasową   drugiego  tensora  naprę ż enia  Pioli-

(0
Kirchhoffa,  C, / =   1,2,  ...,m,  /- tą   pochodną   prawego  tensora  odkształcenia Greena,
znane  operatory A1;  ..., An~x,  Bx  , ..., Bm  działają ce z R6 w R6 mogą   zależ eć  od C i  T.

Celem pracy jest wprowadzenie  poję cia  wię zów wewnę trznych  dla materiału zdefinio-
wanego  równaniem  (1.1) i analiza przypadku  szczególnego  tych wię zów, który  prowadzi
do  pewnych  uogólnień  poję cia  nieś ciś liwoś ci  materiału. W  pracy  korzystamy  z  ogólnej
koncepcji  wię zów  wewnę trznych  podanej w  [5]. Koncepcja  ta polega na uwzglę dnieniu
sytuacji,  w których ograniczenia dla miar deformacji  są   przedstawione w zupełnie ogólnej
postaci,  tj.  postaci, która  nie musi wyraż ać  się   przy  pomocy  ukł adu równań.  Obejmuje
ona również przypadki, w których mogą  nie wystę pować  ograniczenia dla miar  deformacji,
a  mimo to, mogą  wystę pować  reakcje wię zów.
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2.  Podstawowe  relacje

Równanie  (1.1) napiszemy w postaci

(2.1)  .  a = Ae,
C«)  (8 - 1)  .   P")

gdzie  a =  T, e — ( T , ..., T,C,  ...,  C), A = A(C, T)  jest  znanym  operatorem linio-
wym okreś lonym dla każ dej pary C, Tna przestrzeni E =  J?fc, /c = 6 («+w-z - 1) o wartoś ciach
w  Z" =   J?6.

Definicja  1. Powiemy, że na wł asnoś cima terialu okreś lone przez (2.1) zostały narzucone
wię zy  wewnę trzne, gdy dana jest  multifunkcja  W: E - > I s o nastę pują cych wł asnoś ciach
1. K m  domy7  ==   {e\W(e) =£ 0}  jest  niepustym,  domknię tym  podzbiorem E,
2.  (Ve e K)(V(e)  =  {s})  =>  ({s  = 0) A (K  = £ )).
Zbiór  '^(e) jest zbiorem wszystkich  moż liwych reakcji  wię zów  odpowiadają cych  deformacji
e e K,  tj. bę dziemy  przyjmować,  że
(2.2) a = Ae + s, se!f(e).

Materiał,  którego  wł asnoś ci  okreś lone są relacją  (2.2) bę dziemy  nazywać  materiał em
typu  prę dkoś ciowego  z przyrostowymi  wię zami  wewnę trznymi.

Definicja  2.  Gdy K = E i  (3e eK)(\P(e) ^ {0}) ,  to ograniczenia narzucone na  rów-
nania  konstytutywne  (2.1)  nazwiemy  ą uasi- wię zami.

W przypadku ą uasi- wię zów nie ma ograniczeń na e, a jednak wystę puje  reakcja wię zów sr

Sytuację  taką  zilustrujemy  na przykł adach w nastę pnym paragrafie.
Definicja  3. W przypadku  gdy  istnieje  subróż niczkowalna [6] funkcja  i/>: E - > R taka,,

że dla każ dego e eJSf2biór  xP{e) jest subróż niczką  funkcji  — ip w punkcie e, tzn.

(2.3)  PM­­?«)i  VeeZ,

wię zy nazywamy  wtedy subpotencjalnymi, a funkcję   ^ nazywamy subpotencjałem wię zów..
Relacja  (2.2) jest równoważ na  relacji

(2.4)  (y- e)'S+yi(y)- y(e)ZO,  MyeK.

Kropka w ostatnim wzorze  oznacza iloczyn  skalarny w przestrzeni E. Z (2.4) wynika, że

(2.5)  y  s +  Y>0>) > e  •   s + v(c),  Vj 6 iś T.

Stąd  wynika:
Lemat:  Jeż eli  przyrostowe  wię zy  wewnę trzne  w  materiale  typu  prę dkoś ciowego są

subpotencjalne,  to wielkość e e K realizuje minimum funkcjonału

(2.6)  J(y) = y  s+ip(y)  na zbiorze K.

na zbiorze K.
Powyż sze  rozważ ania  ogólne  zilustrujemy  przypadkiem  szczególnym  przyrostowych

wię zów  wewnę trznych.
\

3.  O pewnym  uogólnieniu  poję cia  nieś ciś liwoś ci

Rozważ my przypadek szczególny  równania (1.1), w którym n =  1, m =  1, tj. równanie

postaci

(3.1)  a = Ae,  gdzie  a s f,  A = Bx,  e = Ć .
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W  dalszym  cią gu  t raktu jemy  więc  a  jako  ten sor  p rzyrostu  (prę dkoś ci)  n ap rę ż en ia

oraz  e ja ko  tensor  przyrostu  (prę dkoś ci)  odkształ cen ia. Z n any  d la  dan ej  pa ry  C,  T  opera-

tor  A  jest  okreś lony  na  przest rzeni  E  =  R6.

R ozł óż my  tensor  przyrostu  odkształ cen ia e  na  czę ść  kulistą  i  dewiator

(3.2)  e  =  eD  +  le°,  gdzie  eD  e  ED  c  E,  c°  eR,

Analogiczn ie  postą p imy  z  ten sorem  przyrostu  n aprę ż eń  a

(3.3)  a  =  aD + l< j° ,  gdzie  aDED  c  E,  a°  eR.

Przyjmujemy  równ an ia  kon stytu tywne  (3.1) w  postaci

aD  m  AD eD ,
( 3 ' 4 )  a°  -   A°e°.

gdzie  A D :  E  ->  E,  A°  : R- *  R  są  zn an ymi  opera to ram i.  N arzuc imy  na  (3.4)  wię zy  d a ne

"przez  mult ifunkcję  W  =  ( F D ) Wo),
  l/ y

D  : £ D  -> 2E  ,  V0:R- >2R,  któ re  zdefin iowane

są  nastę pują cą  relacją

(3 5)
<T° =  A  £  + P

gdzie  ^ D  e  !F D (eD ) ,  /> e  lF0(e°).

Przyjmujemy,  że  VeD ,  l i y

D ( f D )  =  {0} .  Wtedy  relacja  (3.5)  ma  post ać

( 3 ' 6 )  '  a°  =   A°e°'+p.

Wielkość  p  opisują  reakcję  wię zów.

N iech  ip: R  -»  R  bę dzie  funkcją  taką,  że

V0(e°)  =  -   dy>{e°)t'  Ve°  e  R.

Wtedy  relację  (2.4)  m oż na  zapisać  n astę pu ją co:

gdzie  p  e  —  8tp(e°).

R ozważ my  teraz  pewne  p rzypadki  szczególne  funkcji  %p.

1.  P rzyjmiemy,  że

I   0  dla  r  <  b
wtr\   —  }
1  w  \«(r- b)  dla  r  >  fe,  a  =  const,  a  >  0.

Wtedy

0  dla  /•   <  b

[- a,  0]  dla  r  ==   b

— a  d la  r  >  b.

Wykres  funkcji  f(.)  o raz  mult ifunkcji   l i y

0 ( . )  p rzedstawiono  na  rys.  1,

Argum ent  e°  m oże  przybierać  dowolne  wartoś ci.  R eakc ja  wię zów  p  e  — <9?/)(e°) jest  st a ła

d la  e°  >  ft.

Jak  widać  są  to  ą uasi- wię zy,  bo  n ie  ma  ogran iczeń  na  dziedzinę  mult ifunkcji  Wo  t zn.

K  =   R,  a jedn ak  jest  reakcja  wię zów.  M ater iał   n ie  reaguje  na wię zy, jeż eli  p rzyro st  ku listej

i
5*
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czę ś ci tensora odkształcenia nie przekracza stanu b. Dla e°  > b wystę puje  reakcja wię zów,
która ma wartość stałą  równą   — a, jeż eli  e°  > b.

2.  Niech teraz
0  dla  r <  b,

Wtedy

\F0(r)  =
0  dla  r  <  b,

R-  dla  r  =  b,
0  dla  r  >  b.

Funkcja  ip{.)  oraz multifunkcja  !f o(  - )  są   przedstawione na  rys.  2.  Jeż eJi  czę ść  kulista
e°  przyrostu  tensora  odkształcenia nie  przekracza  stanu  b,  to  nie  ma  reakcji  wię zów.
Przekroczenie staau b jest fizycznie niemoż liwe.

Rys.  2
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3.  Przyjmijmy,  że

O
a(r— a)

dla  r  < a,  /? = const,
dla  r  e  [a, b]

dla  r  > b,  a =  const,

/? > 0

a  >  0.
Wtedy

[- <x,0]
0

— a

dla  r  < a,
dla  r  —  a,
dla  r e(a,  i
dla  r  =  b,
dla  r  >  b.

Na  rysunku  3 przedstawiono wykresy funkcji  y>  i multifunkcji   XFQ.  W rozpatrywanym
przykładzie, podobnie jak  w  przypadku  1, nie ma  ograniczeń  na  dziedzinę   multifunkcji
lF0;  K = R są   to wię c quasi- wię zy.  Jeś li  e°  e (a, 6), to nie ma reakcji  wię zów.  Niezerowa
reakcja wię zów  pojawia  się , gdy  e° $ (a, b).

Rys.  3

4.  Materiał  „czę ś ciowo" nieś ciś liwy  definiujemy  nastę pują co:

0  dla  r e  [a, b]

l + oo  dla  r $ [a, b].

(rp jest po prostu funkcją   indykatorową   przedziału [a, b].)
Wtedy

0
R+

0
R-
0

dla
dla

dla
dla
dla

r  < a
r  —  a

re(a,
r  = b
r>b.

b)

Przebieg funkcji  y>( .)  oraz multifunkcji   lF0(  . )  ilustruje  rys.  4. W  tym przypadku  nie
jest  moż liwe, by  czę ść kulista  przyrostu  stanu odkształcenia materiału  osią gnę ła  stan  e°,
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który  nie należ ałby do  przedziału  [a, b]. Uniemoż liwiają   to  reakcje  wię zów.  Rozważ ane
w  tym  przykładzie  wię zy  są   wię zami  w  tradycyjnym  znaczeniu tego słowa, gdyż

K  =   [a,b]  *  R.

t

a

%

b f

Rys.  4

5.  Granicznym przypadkiem  dla 4 jest  materiał   nieś ciś liwy,  [1], dla  którego

0  dla  r  = 0

oraz

Ą•('•)  = 0 dla  )• #  0

dla  r <  O
R  dla  r = O
0  dla  ?•  >  0.

Rys.  5
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Rysunek  5 przedstawia  wykresy  funkcji  yi(.)  oraz multifunkcji  !?o( •   )•   Dla  stanu  e°  = 0
reakcja  wię zów  p  może  być  równa  dowolnej  liczbie  rzeczywistej.  Materiał   nieś ciś liwy
nie  może osią gnąć  stanu  e°  ^  0.

Zauważ my, że ograniczenia  (wię zy)  nakładaliś my tylko  na czę ść  kulistą   tensora przy-
rostu  odkształcenia, dewiator  eD  tego  tensora  może przebierać  dowolne  wartoś ci  z prze-
strzeni  ED.
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P  e 3  TO  M e

O  BHYTPEHHBIX  CB*I3flX  MATEPHAJIOB  CKOPOCTHOrO  THTIA

PaSoTa  nocBHmeHa B Beflemno  IIOHHTH H  BHyTpeHHBix  CBH3eń fljiH  MaTepaajia  onpe^ejieH H oro  ypas-

()
=   A„_i  T  +  ...  +

cBH3en  BCfleT  K Hei- coTOpOMy  o6o6meH H io  noHHTHH  Hec>HH-

S u m m a ry

IN TERN AL  CONTRAINTS FOR RATE- TYPE  MATERIAL S

The  motioa of  the  internal  constraints  has  been  introduced  for  materials  governed  by  the equation

(.»)  (n-D  .  ("0
r = A „ _ !  T  +  . . . + A i r + B A C +  . . .+ BX C

A  particular  case of  such  constraints  leads  to  a  generalization of  the  motion  of  incompressible  material.


