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NIELINIOWA TEORIA STATECZNOSCI POWLOK PRZEKEADKOWYCH
Z UWZGLEDNIENIEM POPRZECZNEJ ODKSZTALCALNOSCI RDZENIA

FranNCISZEK ROMANOW, JirRzy CZMOCHO WSK I

Wroclaw

W pracy rozpatrzono zagadnienie stateczno$ci sprezystej matowyniostych walcowych
powlok tréjwarstwowych z migkkim rdzeniem, odksztatcalnym w kierunku prostopadiym
do powloki. Zagadnienie to w zakresie liniowym rozwiazano w pracy [1] dla powtok
$ciskanych i w pracy [2] dla powlok $cinanych. Zgodnie z teoria cienkich jednorodnych
powlok przyjmuje si¢ dla warstw zewnetrznych hipoteze przemieszczeniowa Kirchhoffa-
Love’a (K—L). W stosunku do rdzenia zastosowano metode przedstawiona w pracy
[1, 2], uwzgledniajacg poprzeczng odksztalcalno$é rdzenia. Z zasady prac wirtualnych
wyprowadzono rownania réwnowagi sit i zespot naturalnych warunkéw brzegowych.
Uklad pigciu réwnan réwnowagi wyrazonych w przemieszczeniach, po wprowadzeniu
funkcji naprezen i funkcji przemieszczen sprowadzono do trzech rownan rozniczkowych
czastkowych, ktére rozwigzano przyblizona metoda Bubnowa-Galerkina.

Celem ilustracji zjawisk wystgpujacych w stanie zakrytycznym oraz wpltywu poczatko-
wych imperfekcji podano prosty przyklad w ktérym rozwiazano zadanie statecznosci
sprezyste] swobodnie podpartej otwartej powloki walcowej przy osiowym S$ciskaniu.
Wyniki obliczen przedstawiono w formie wykresu sita — ugigcie (rys. 3). Natomiast
wplyw poprzecznej odksztalcalnosci rdzenia na statecznosé poczatkowg przedstawiono
na wykresie sity krytycznej w funkeji grubosci rdzenia.

Wstep

W wigkszosci prac dotyczgcych teorii stateczno$ci sprezystej powlok tréjwarstwowych
zaklada sie stala warto$¢ ugiecia na grubosci rdzenia. ZaloZenie to jest stuszne jedynie
dla powlok cienkich, natomiast jest btedne dla powlok o stosunkowo grubym rdzeniu,
gdzie decydujace znaczenie maja odksztalcenia w kierunku prostopadlym do powierzchni
powloki. Poprzeczne odksztalcenia rdzenia uwzglednit juz E. REISSNER [3], gdzie przy
zatozeniu w rdzeniu liniowej zmiany naprezen normalnych do ptyty wyprowadzit réwnania
réwnowagi sit ptyty trojwarstwowej. W ten sam sposéb badali stateczno$é ptyt V. DUN-
DROVA, V. KovaRrik, P. SLarax [4], a A. L. PoTasz [7] i Karavanov [10] badali skon-
- czone ugigcia plyt ortotropowych. Inna grupa prac uwzgledniajacych scisliwo$¢ poprzeczna
rdzenia opiera si¢ na linearyzacji ugie¢ w warstwie lekkiej Ju. N. Novickov [5], E. 1. Gri-
GOLJUK, P. P. Curkov [6], L. Pomazx [15]. W pracy [14] autorzy wychodzac z réwnosci
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odksztalceti przy Sciskaniu rdzenia i okladziny, okredlili krytyczne obcigzenie tylko dla
cylindrycznie éciskanej tarczy o dowolnej grubosci. Jednak ze wzgledu na zawyzone war-
toéci naprezen krytycznych w tarczach o §redniej grubosci, teoria ta ma ograniczone
zastosowanie.
Zagadnieniem nieliniowym statecznosci sprezystej cienkich powlok tréjwarstwowych
i stanami zakrytycznymi zajmowato sie wielu anforéw, co przedstawiono w pracy [13].
Z krajowych publikacji*zasiuguje na uwage praca W. Szyca [8], gdzie autor okreélit
wplyw poczatkowych imperfekeji oraz udziat rdzenia w przenoszeniu obciazen Sciskajacych
stycznych do powtoki.
Natomiast J. G. Ronan i J.S. Kao [9] zbadali wptyw sztywnosci rdzenia na gérng i dolng
warto$¢ obcigzenia krytycznego sciskanych powlok walcowych tréjwarstwowych.

1. Podstawowe zalozZenia

Rozpatrzymy zagadnienie statecznosci powfoki tréjwarstwowej typu sandwich tzn.
ztozong z dwéch warstw ,,sztywnych” grubosci 7, zwanych dalej oktadzinami, pomigdzy
ktérymi znajduje sie warstwa o znacznie mniejszej sztywno$ci, o grubosci 2c, zwanej
dalej rdzeniem,

Przyjmujemy, Zze okladziny pracujg jak cienkie powloki, dla ktérych stuszna jest hipo-
teza Kirchhoffa-Love’a. Dila rdzenia istotne znaczenie majg odksztalcenia w kierunku
normalnym do powierzchni $rodkowej i odksztalcenia od poprzecznego $cinania. Sily
podluzne przenosza tylko warstwy zewnetrzne. Dla migkkich rdzeni (Et/E,c > 10) przyj-
muje si¢, ze napreZenia normalne i tngce w plaszczyZnie rdzenia sa pomijalnie mate w sto-
sunku do pozostatych naprezen. Dla rdzenia przyjmujemy hipotezg przemieszczeniowq
zgodnie z [1].

Powtoke warstwowsg odnosimy do ortogonalnego uktadu wspétrzednych x!, x, z rys. 1.

Przemieszczenia dla oktadzin zgodnie z hipotezg K—L przyjmuja postaé

!
S = yor + —_
(1.1) Uy = Uq +(Z_Ci 2)%,

Rys. 1. Schemat powloki walcowej. *
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gdzie
/= g—dla gérnej okladziny; —(c+1) < z < —1,
/= d—dla dolnej okladziny; ¢ < z < ¢+#; (znak minus w nawiasie)
u/ — przemieszczenie powierzchni §rodkowej okladziny,
¢4 — kat obrotu plaszczyzny prostopadlej do powierzchni $rodkowej oktadziny
(zgodnie z hipotezg K—L ¢, = —w ),
w — ugiecie oktadzin.
Przemieszczenia w rdzeniu przyjmujemy w postaci [1, 2]

Uz {
I Ug = Ug— -g— z~ e Pazf(2),

(1.2)
l we = wf(z),
gdzie:
|
(1.3) ug = 7(u3"+u£"), uy = —i (ugs—ug?),

f(z) — funkcja zalezna tylko od wspdirzednej prostopadiej do powtoki.
Odksztalcenia okiadzin zgodnie z nieliniowa teoria powlok przyjmujemy w postaci:

1
eby = = ptuf o+ wow g+ w oW+ wlew g) —kopw,
(1.4) 2
&y = qu = Pt Woa,
gdzie:
w® — poczatkowe nieregularnoéci powierzchni okfadzin (poczatkowe imperfekcje),
kos — gldwne krzywizny powierzchni $rodkowej okladzin.
W dalszej czgsei wprowadzimy odksztalcenia sprowadzone do powierzchni $rodkowej

powloki
1
(1.5) elp = edpteqs+ (z ici——2-) LR
gdzie:
+ 1 + + 0 o
eap = —2—(11a_g+uﬂ.a+w,aw_ﬂ+ W e WptWaw g)—kepw,
1
(1.6) ey = 5 (uz p+uja),

1 .
Hop = > (P P -

Odksztalcenia w rdzeniu okreslamy w nastepujacy sposob

c c c Ue ! df
Eq3 = Ug 3t Wy = —- ¢ T 9 (f+z£"1;})(Pa+fW.a
(1.7)
df

&y = 2 w.
° dz
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Zgodnie z prawem Hooke’a naprezenia w warstwach przyjmujg postac

(1.8 - - aly = 1 ;E;;-l—{(} —»)els +rdup el
ons = Geéaa,
033 = Ec &5
gdzie: E,y —modul Younga i liczba Poissona materialu oktadzin,
E., G, — modut Younga i modut Kirchhoffa materiatu rdzenia.

2. Réwnania rownowagi

Roéwnania réwnowagi powloki tréjwarstwowej znajdujemy wykorzystujac zasade prac
wirtualnych, zgodnie z ktéra energia odksztalcenia sprgzystego ukiadu jest réwna pracy
sit zewnetrznych na wirtualnych przemieszczeniach

(2.1) oIl = 3w,
gdzie: 811 oznacza wariacje energii odksztatcenia sprezystego powtoki
(2.2) IT = I+ 114+ 11¢,
IT"4¢ sy odpowiednio energia odksztalcenia sprezystego warstwy gérnej, dolnej
i rdzenia,
OW.— oznacza wariacje sit pracy zewnetrznych
(2'3) 1 Wz = W.O+ Ws’

Wq — praca sit dzialajacych na powierzchnig £2 powtoki,
W — praca sit przylozonych do brzegéw powloki.
Wariacje energii sprgzystej mozemy przedstawi¢ w postaci:

@4 om=[[| [ otpoctadzt [otidefidz+
2 —(c+0) -¢
c+t

+ [ atydetpde] d@ = | f[Na*ﬂéea*ﬁ
¢ a n

+Napdezp+ Mop 02tap+ Qo3 09, — 030 ( LLZ* 5300, + TS 0w o+ T§'35w] daQ,
X

b
2c
Q; powierzchnia $rodkowa powloki (£2:0 < x, < [;, 0 < x, < [,), gdzie sity zdefinio-
wano w nastgpujacy sposob: '
Nis = N+ Ngg;
Nop = c(N&~Nip);
(2.5 My = Mép+Mis;
Ous = Q83 +043;

G5 = Tia+ Vs
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. -C c+17
N&g = f olpdz;  Ni = [ oapdz;
—(c+!) c
—~c c+1t
t t .
M = f agﬁ(z+c+ ~2~)dz; Mf}p—_—f agﬁ(z—c—-—z-)dz;
—(c+1) c
—c ct+t <
0= [ otadz; Q= [ dladz; Q%= [ ofadz;
—(c+1) c ~c
c c
d .
Th = [oni@ds T5 = o al
e / e

c

~ lf
P = c —Z .
a3 J Ox32 iz dz

W ten sposéb zagadnienie przestrzenne sprowadzimy do plaskiego. Wariacje pracy sit
przylozonych do powierzchni powloki obliczamy w nastgpujacy sposéb

2.6) oW, = ff(puéu; -+ pa dw)dx, dx,,
02
gdzie: p,, p; — skiadowe obcigzenia powierzchni_owego w l(ierlﬂlku OSi Xy, 2.
Natomiast wariacja pracy sit brzegowych Ngy, Ngp, My, O, ma postaé

Uy

S ) +]—V:;2 W’aawo—Mzzéw’z'i’

In
Q.7 SW, = f [ﬁgzau;+ﬁgza(
0

2
{2 . _ -\
+§zaw] dx; + f [N;léu:{+N;ld(—z%—)+
0
1]

. I
+N;1W,G5WO—M116W_I+—QlaW] dX2—‘2Mlde
0

1, la

o ¢

Wykorzystujac wzory (2.5) obliczamy sity dziatajace na powltoke w funkcji przemiesz-
czen ‘ .

Nz = 2B[(1 —v)efp +vdygef,],

o = 2B [(1—v)ezg+vdaperl,
Moyp = 2D[(1—9) %yg +70,5%,,],
Oz = —2G(uz —B45 W,a),

It

(2.8) € = —2G(Luz~0Os3W.),
Sy = —2G,(Isugs —Orgw,q),
w3 = Loz +Vis,

15, = Zls

4
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gdzie:

t !
29 0, = (c+ 7)1, + 5y

Wartosci parametrow 7; dla przemieszezen w rdzeniu okreslonych funkeja (1.2) [1]i dla
przemieszczen zgodnych z hipoteza prostej famanej f(z) = 1 podano w tabeli 1.

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do (2.1) i catkowaniu przez czgdci otrzymamy
réwnania réwnowagi powloki wyrazone w przemieszczeniach (2.10) oraz zespdt natural-
nych warunkéw brzegowych (2.12).

(2.10) (=) (U pHug ot waw gt w o ws+wlw s—2kesw) 5+
1 i
+2v5aﬂ(u;f,,+7w,,,w,,,+w,,,wf’},—k,,,,w),ﬂ = _% )
cB

1—\"1’ _ -
G. [Wz——(ua?,ﬂ+uﬂ.a)+”‘saﬂuy.r:|’ﬂ —Ui + 06w, = 0,

e
— 2Dw,mﬂﬁ— 2B015 U;,agﬂ +2Gc? W, oa— ECIS

w4+

+N;ﬂ(kaﬂ +W,aﬂ+w?aﬁ)+p3 —‘Pa(W'f' Wo),a = 0»
gdzie:

t t
2.11) o= (C+—i-)037+ —5-@78“@%6
1 )
(2.12) f {(NI:-—N;z)éu; +(Np— ﬁ;—z),s(_“ci) 4
0 i
+ (Nt W0~ Nity ,6) W0 = (M 23— M) w5 +
Iz
r .
: o

+ f {(Nix—ﬁsl)au; +(N;1—ﬁ;,>a(”7“) +

]

F(NAW, o =N w, ) w0 — (M — M) ow, , +

. H
e [M11.1+2M12,2+N;1(W+ Wo),a+2—ch3+

I

+Tf3—§1] 5W} dx;—2(M,, — M 5) 6w
0 .

I I

= 0.

00

3. Statecznoéé osiowo Sciskanej powloki cylindrycznej

Obecnie przedstawimy rozwiazanie zadania statecznosci sprezystej swobodnie pod-
partej otwartej powloki walcowej przy osiowym $ciskaniu. Sity zewnetrzne N}, sa réwno-
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miernie roztozone na krawedziach x; = 0 i x;, = /,. Warunki brzegowe otrzymujemy
zgodnie z powyzszymi zaloZeniami z naturalnych warunkow brzegowych (2.12). Mianowi-
cie dla x, = 0ix, =/, mamy

N = N,
N;l = O)
Nig=0=-er,+v(er,+e3;) =0=uy, =0 1 wu3,=0,
(3.1) us =0
2 = 3
My =0=>(—2)s, 4708, +52) =0=>w ;=0 1 w,,=0,
w=0, :
dla brzegu x, = 0ix, =1,
+2 = Oa
N2+2 = 0,
uy = 0,
(3.2) - ~ _ B _ ) _
N3, = 0= (1—-v)es,+v(el i +ez)) =0=uy, =0 i wu3,=0,
My = 0= (1=9)aan+v(% +%2) = 0= w,;, =0 1 w, =0,
w=0.

Przy badaniu statecznosci sprezystej osiowo $ciskanej powtoki cylindrycznej zakladamy,
7e sity przyloZzone sa tylko do brzegéw powloki, p, = p; = 0.

Pierwsze dwa réwnania rownowagi beda spelnione toZzsamosciowo, jesli sily wyrazimy
przy pomocy tzw. funkcji naprezen (funkcji Airy’ego) F(x,, x3)
(3.3) Ny = 6upF ., —F op.
Wyrazajac odksztalcenia ejy przy pomocy funkcji naprezen i wykorzystujac réwnanie
nierozdzielnosci przemieszczen

' 1

(34) (E;/]'—‘ ‘saﬂ eyy),ocﬂ = (6aﬁ Wy w,aﬁ) lkaﬂ'*‘ ‘2_ (w + 2W0).aﬂ] ,

otrzymamy réwnanie na funkcje naprezen

(35) F,aaﬂﬁ = —2B(1—v2)(6aﬂw_w—w,aﬁ)[ aﬂ+ (W+2W0),ap

Dalej definiujac funkcje przemieszcezen p(x,, x,)
(3.6) Y= Uy,
Z trzeciego i czwartego réwnania rownowagi (2.10) otrzymamy

G, 0:6G.

(3.7) V" g ¥t XCGB Wy = 0.

Z kolei ostatnie rownanie réwnowagi (2.10) moZemy napisa¢ w nastepujacy sposéb

E.I
(B8)  —2DW, s~ 2BOe ot _G A Els s
+(6aﬂ _Faﬁ)[k ﬁ+(w+w0) aﬂ] = 0.

W ten sposéb sprowadziliémy ukiad 5 réwnan réwnowagi do 3 rownaf w funkcp
W, Fiy (3.5, (3.7)1 (3.8).



278 F. RoMANOwW, J. CZMOCHOWSKI

Powyzszy ukiad trzech réwnan réwnowagi rozwiazemy przyinZo/na( metoda Bubnowa-
Galerkina.

Przyjmujemy, ze funkcja aproksymujaca ugigcie ,,w” powtoki ma postaé
(3.9) w = Wsinax,sinfx,,

gdzie:

podobnie przyjmujemy posta¢ poczatkowych nieregularnosci ksztaitu
(3.10) w® = WOinox, sinfx,

Tak dobrane funkcje spetniajg warunki brzegowe swobodnego podparcia (3.1), (3.2).
Wprowadzenie przyjetej funkeji ugigcia do réwnan (3.5) i (3.7) umozliwia niezalezne od
siebie rozwigzanie tych réownan, tzn. okredlenie funkcji naprezen i przemieszczen

3.1D F=B(l-»3)1|- W(W+2W°) —cos2dx1 G cosZﬂxz)
2(kzz 02 + ki %) dkei,0f
— 3(2—_'1ﬂ2)[71~ Wsin ox, sin fx, + (&27:.2"3’2)2" Wecos axcosfix, | —
N x2  Npox? -
. l; 2 222 1 +N12x1x2

015G+ %)
cB(e?+ 82+ G,
Trzecie réwnanie (3.8) rozwigzujemy metodg ortogonalizacji Bubnowa-Galerkina
A2

(3.13) [ | xswdx,dx, = 0
0 o ,

3.12) Y= — Wsinox, sinfx,.

gdzie: X jest lewa strona rownania (3.8).
Po scatkowaniu otrzymamy réwnanie algebraiczne na site Sciskajacy:

0 alC+aoC(C+C°)+ase(é+ZC°)+04C(C+C°)(C+2C°)
G149 M= as+as(C+ 1)
gdzie

nt A2 n l@ L (m?+y*n?)?

k 3.15 = 2 2,,2 2
( ) a,; 24 I3 (m?+n ')/) 2/( [ z(m Yy nz)_l_]—vk] +

7:410F(n12+y2n2) N 72p*(l —v?)1 5 +

2k? ’ 4
w2 A(1—»)?
QW%-?%Z [(n22m?®+y*n, 0% +4m>n?y2ni,],
1672 y‘zmn?; (1—»?) s s )
4 = — 3k2(m? +y2n2)? (y22m* + 925, n?),
a2 A(1—»
a; = — —( )(7711'” +9y%n,,n%),

3mnk?
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f(2) =1
=1 |
e
=0
o

6 2
Al —vyy L,
A, = -~ ., 4" ~(m n<),
4 s (MY
4 .
(3.15) Je.d] Us = — ,‘Eh’“("?u‘1’5227722"'25127%2.)'
4
Ay
deg = ZI—C‘E‘(IHZ‘}-”Z’}/ZEzz).
“Tabela 1. Wartosci parametru /; w przypadku uwzglednienia poprzecznej Scisliwosci rdzenia i bez uwzglednienia
flzy=1)
coshpz
} fz)y = ——
coshpe
¢ \
1 tghpe
2cl, = ff(z)a'z Iy = ——--
T pc
. I } o _ o
¢ } 1 tghpe .
2cly = [fz(z)dz | = — (I + —— —lgthc)
A x 2 pe
.
/ df\? ! tgh
o r( f) dz s =p"c2(tgh2pc+ 8 Rc___1>
c J o \dz ‘ pe
- __C.A ———— - »l - —_— = -
Codf | tghpe
2cls = z-—dz f6 =1~ —-
dz pc
—c
Soodf 1 gh 7
. pc
2cl; = zf -—d. I; = -—(tgh?pc— --I-—
“ ffdzz =l pe )
-
df\? 1 1\ tghpe pic® 1 pit 1
2cls = | 22|- 7 } d; Iy = —| [p2c*+- )u_— - _-—————)l hpc—~-—  ——
BJ(dz)Z\“z[(p 2] pe 3 2B T
m: o =2
2 =gt | 2 2 T
d ( TFE )”’ YT 15y

w o wo t a a
¢=Z- == A==, k==, y=7,
G.c E - N,
3.16 = ck = -5 * . ¢ — 1YaB
( ) Tlaﬁ c mﬁ’P B ] p E > Naﬁ B >
N N A 2] NN
ba=22, Ey=-th 9, =0, 6=
Nll Nll ¢ ¢
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Z rownania (3.14) mozemy uzyskaé gérng krytyczna® wartos¢ obcigzenia $ciskajacego
wzdiuz tworzgcej powloki walcowej (7,, = 7, = 0), bez wstepnego ugiecia (£° = 0),
jeshi ugiecie ¢ jest nieskonczenie bliskie zeru (¢ — 0). Powloka obciazona jest sitami rozio-
Zonymi w sposob ciaggly N, na brzegach x; = 01i x; = /;, wobec czago &,, = &,, = 0.
Zgodnie z tymi zalozeniami gérne obciazenie krytyczne mozemy obliczyé w nastepujacy
"sposob
(3.17) ' Nv = limN,, = L,

&0 ae
Otrzymana wielkosc N zalezy od ilosci potfal m i n. Z praktycznego punktu widzenia
interesuje nas wartos¢ najmniejsza tej wielkosci

(3.18) I\A/;('r = minN" = /\;"(mk, ),

ni,n
my i n, — okresla liczbe poHal tworzacych sie w chwili utraty statecznosci.
W dalszym ciggu zbadamy zachowanie si¢ powloki walcowej po wyboczeniu. Biezace
obcigzenie §ciskajgce bedziemy odnosié do obcigzenia krytycznego Ny

[y

(3.19) po N bil4byl? 40500 ae(my, m)
‘ ]\7"(‘, by+bs{ a(my,ny’

gdzie: b, = a,+(a,+2a;+2a,8°)(),
b2 = [12+03+3a4z:0a

b3 = a4,
b4 = ag CO:
b5 = dg.
Sy
Nkr
0,015
0,010
0,005
| | | | |

Clem]

Rys. 2. Zaleino§¢ krytycznych obciazen w funkcji grubosci rdzenia. Krzywa | — bez uwzglednienia po-
przecznej $cisliwosci rdzenia; krzywa 2 — z uwzglednienicm poprzecznej $cigliwosci.
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Podobnie jak wyzej szukamy warto$ci minimalnej PA(m,n) ze wzgledu na ilo$c potral
m i n, dla kazdej wartosci ugiecia ¢
(3.20) 13,,, = minf;(m, ny = 13(1;1,, n),
- m.n
my, n, — okredlaja liczbe pétfal odpowiadajacych najmniejszej sile sciskajacej dla danej
wartos$ci ugigcia.

4. Obliczenia i wnioski

Obliczenia przeprowadzono dla powloki tréjwarstwowej o nastepujacych parametrach

geometrycznych i fizycznych :

— dtugosci powtoki wzdtuz tworzacej [, = 0,6 m,

— szeroko$é powloki po obwodzie /, = 0,4 m,

— promien zakrzywienia powierzchni podstawowej R = Im,

— pgrubo$¢ oktadzin ¢t = [ mm,

— modut sprezystosci podiuinej materiatu oktadzin E = 70 534 MPa,
— liczba Poissona materiatu oktadzin » = 0,3,

— modut sprezystosci podiuznej materiatu rdzenia E. = 53 MPa,

— liczba Poissona materialu rdzenia v, = 0.

Na rys. -2 przedstawiono krzywe obrazujace utrate statecznosci powtoki przy matych
ugigciach w funkeji grubodci rdzenia. Krzywa | przedstawia zalezno$¢ sity krytycznej
przy pominigciu $ci§liwosci rdzenia, f(z) = 1, natomiast krzywa 2 z uwzgl@dﬂnieniem Scisli-
wosci rdzenia. W tabeli 2 podano wartoéci liczbowe naprezen krytycznych Ay, 1 odpowia-
dajace im ilo$ci poétfal sfaldowania powloki wzdtuz tworzacej ,, "’ i po obwodzie ,.n”.
Jak widaé nie uwzglednianie poprzecznej Scisliwosci jest dopuszczalne jedynie dla do-
statecznie cienkich powlok.

Tabela 2. Obcigzenia krytyczne I ilo§é pélfal y i n w zaleznoSci od grabosel rdzenia. Grupa danych Nr 1
odpowiada obliczeniom bez uwzgiednienia $cisliwoéel rdzenia i grupy danych Nr 2 z uwzgled-
nieniem $cisliwosei rdzenia.

krzywa 2

c krzywa 1
Lp Rl e i TR e
cm m ’ n ‘ Niv m i n ‘ Ni
1 0,0 8 1 0,00221 8 1 0,00221
2 0,5 11 1 0,00517 , 11 1 0,00523
3 1,0 14 1 0,00821 11 1. 0,00870
4 1,5 22 1 0,00996 11 1 0,01218
5 2,0 26 1 0,01048 12 1 0,01566
6 2,5 27 1 0,01063 12 1 0,01913
7 3,0 27 1 0,01067 12 1 0,02260
8 3,5 27 1 0,01068 12 1 0,02607
9 4,0 28 1 0,01068 13 1 0,02954
10 5,0 | 28 1 0,01068 13 1 0,03646

1 Pojecie gérnego i dolnego obcigzenia krytycznego okreslit Vol'mir A. S. [11).
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Na rys. 3 przedstawiono wylkres ,sita-ugiecie”, dla réznych wartodci parametru po-
czatkowych imperfekcji £°. Liczba przy krzywej podaje ilo$¢ potfal sfatdowania powtoki
wzdtuz tworzacej. W pracach (8], [9] przy zatozeniu jedynie globalnego wyboczenia w po-
staci jednej potfali okresla sie tzw. gorne obcigzenie krytyczne odpowiadajace punktowi
Ap (rys. 3) 1 dolne obcigZenie krytyczne — punkt A¢. Natomiast jak wynika z przeprowa-

£+ Lo=Wewwe

Rys. 3. Wykres ,,sita— ugiecie’” dla roznych wartosci parametru poczatkowych imperfekeji §° (Liczba
w kotku okreéla iloéé potfal powstajacych wzdluz tworzacej powloki walcowej).

dzonej tutaj analizy powtoka nlega sfaldowaniu z duza iloscia péifal przy znacznie nizszej
sile, odpowiadajacej punktowi 4. Wartos¢ sity odpowiadajacej temu punktowi, otrzymuje
sie z analizy liniowej zagadnienia statecznoéci powlok trojwarstwowych [12], jest to tzw.
pierwszy punkt bifurkacji, Dalszy wzrost obcigzenia jak wida¢ nie powoduje utraty
noénosci powloki. W punktach A4,, A;, 44 wystepuja ponowne rozwidlenia krzywej
»Sita-ugiecie”, sa to kolejne punkty bifurkacji, gdzie nastepuja ,,przeskoki’ z pierwotne;j
postaci do nowej odpowiadajgcej mniejszej ]lCZble poifal sfaldowania powloki. W punkcie
As powloka osiaga tzw. punkt glamczny tzn. traci statecznos¢ przy utracie nosnosci,
linia A5 - A¢ okresla stany niestateczne. Dopiero za punktem A4, powloka staje sig ponowrnie
-stateczna. W praktyce jednak przekroczenie punktu 45 oznacza zniszczenie powtoki.
Na rys. 3 przedstawiono réwniez zachowanie si¢ powtoki przy ugigciu w strong przeciwna.
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Powtoka przechodzi wowczas przez punkty bifurkacji 47, Ag, Ao, A, bez utraty nos$nosei.
Jednak nalezy sobie zdawac sprawe, Ze przy obcigzeniach bliskich obciazeniu odpowiadaja-
cemu punktowi 45 moze nastapié, przy dziataniu pewnego impulsu, przeskok na krzywa
Ao - A, odpowiadajgcym stanom niestatecznym. Tak zachowuje sie podczas obcigzenia
powloka o idealnym ksztalcie. W rzeczywistosci mamy zawsze do czynienia,z powlokami
o nieregularnym ksztalcie. Nieregularnosci te okreslilismy przy pomocy parametru Z°
Na rys. 3 pokazano réwniez kizywe ,,sila-ugiecie” przy poczatkowej imperfekeji ¢, = 0,2
ity = —0,2. Dla {; = 0,2 powloka ugina si¢ od samego poczatku obciazenia, przecho-.
dzac przez punkt bifurkacji B,, do punktu Bs odpowiadajgcemu obciazeniu granicznemu.
Krzywa Bs - Bg okreSla stany niestateczne. Teoretycznie mozliwe stany stateczne przy
ugieciu w strong przeciwna okresla krzywa Bg - By - By, a stany mniestateczne krzywa
Bg-B,- . Dla {, = —0,2 powloka réwniez ugina si¢ od samego poczatku obcigzenia,
przechodzac przez kolejne punkty bifurkacii Cg, Cq, Cyq, bez utraty nos$nosci. Jednak
przy obcigzeniu wyzszym od obciazenia odpowiadajacemu punktowi Cs mozliwy jest
przeskok, np. jak pokazano na rys. 3 z punktu @, do Q.. Wtedy dalszy wzrost obcigzenia
powodujg utratg nosnosci w punkcie Cs. Z praktycznego punktu widzenia najwieksze
znaczenie, jak widaé ma okreélenie obciaze odpowiadajgcym kolejnym punktom bifur-
kacji, a szczegélnie pierwszego punktu bifurkacji 4,, punkiu granicznego As, Bs, Cs
oraz tzw. dolne obcigzenie krytyczne 44, Bg, Cs.
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Pezome

HENMWMHEWHAS TEOPHSI YCTOUYMBOCTU TPEXCIIOMHLIX OBOJIOUEK C YUYETOM
NOTNEPEYHON NEPOPMUPYEMOCTU 3ATIONHUTEIS

B paGoTe 0GCY)KaEH BOMPOC yOpyroif ycToMUHBOCTH MOSIOTHX TPCXCAOHHBIX LIMIIMHAPHUYECKUX 060-
JoyeK C MACKHM 3artofHMTesIeM, AehOopMHpYeMbIM B TlepenenIuKyISIpHOM hanpasiedun. s mapy-
JKHLIX CJIOBB, COrMIACHO TEOPMH TOHKHX OFHOPOIHBIX 0B0j0YeK, npuHsaTo rHmoresdy IKupxroda-Jlasa
(K-JI). Tlo OTHOMIEHHIO K 3aMOJFMTIIO NPUMEHEH MeTOH, MpeAcTaBJenHbldl B pabotax [1,2], yunTp-
BaIOLUI TTonepeudy1o AedpOpPMUPYEMOCTh 3aNlosHUTENA. M3 NprHuMng BHPTYAJIBHBIX PAGOT BbIBECHEI
audrpepennpanbuple YPAaBHEHHS PaBHOBCCHSI CHJI, KOTODbIE IIOCJTIE BBEJEHHST (DYHKUM HANPSIKEHMR
H QYHKIMH repemeuleHuil ObUIH pelueHbl TpuOMDKEHELIM MeTogom Bybrosa-Tanepkuua. Ilpusemenn
rpaKy: COKUMAIONIEH CHJIBI, COOTBETCTBYIOUIeH nmepBoit Toune GudypKamuH, B (GYHKUHH TONUIHHLI
3AMOJITHMTEJISI, A TAKME CHMMAIONIeH culibl B (PYHKIHK Tporaba o0oN0UIH QI PA3JIAUBBIX HAYAJIBHBIX
3HayeIHl MamnepherLpy.

Summary

NON-LINEAR THEORY OF THE STABILITY OF SANDWICH SHELLS WITH TRANSVERSE
DEFORMABILITY OF THE CORE

The elastic stability of a cylindrical three layer-shell with soft core is considered. The deformation
of a core occurs vertically to the shell surface.

For the external layers according to the theory of thin homogneous shells the hypothe51s of Klrchhoff-
Love displacement was assumed. For the core, the methods given in papers [1, 2] taking into account the
transverse deformability of the core — were considered. The differential equation of the equilibrium of
the forces was established. With the introduction of the stresses and displacement finctions the equation
was solved by aproximate Bubnov-Galerkin method. The diagrams of compressing force as a function
of the core with were presented. The force is connected with the first point of bifurcation. Also the diagrams
of compressive force as a function of shell deflection — for different values of initial imperfections were
given.

Praca zostala zlozona w Redalcji duia 14 lipca 1981 roku.



