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W. 1. ANDREJEW (MOSKWA)

W pracy tej wyprowadzone sg rownania sprezystego i sprezysto-plastycznego zagadnie-
nia grubosciennego walca i grubosciennej kuli z materiatu niejednorodnego. Przytoczone
sg pewne rozwigzania dla réznych charakterystyk mechanicznych zaleznych od promienia.
Wryniki obliczen moga byé wykorzystane do oceny stanu naprezeh w poblizu otwordw
w oérodku niejednorodnym. Przytoczone sa takZe pewne wyniki obliczen dotyczgcych
zadania o masywie sprezystym z pustka kulista, z uwzglednieniem sit objetosciowych.

1. Niech gruboscienny walec sprezysty, o promieniu wewngtrznym a i zewnetrznym
b jest obciazony rownomiernymi ci$nieniami, odpowiednio p, 1 p,. Material walca jest
niejednorodny i w ogélnym przypadku jego sprezyste charakterystyki — modul Younga
i wspolczynnik Poissona sg dowolnymi funkcjami promienia: E(r) 1 »(r). Przytoczmy
podstawowe réwnanie w biegunowych wspolrzednych r, 8. Roéwnanie rownowagi:

(1.1) e 2T,

Réwnanie zgodnosci odksztalcen:

(1.2) deg  t—e
dr r
Prawo Hooke’a:
1
& = .E‘(’_'j [0’,.—-11(/')(0'0+0’z)],
1
(1.3) fg = —Em [oy—»(r)(o.+ 0L,

[

e = ‘Etﬁ [5,— 9 )@+ ).

Rozpatrujac dostatecznie dlugi walec i przyjmujac dla prostoty &. = 0 (w przypadku
&, = & roznice beda niewielkie), z ostatniego rownania (1.3) znajdujemy o, i wyrazajac
z (1.1) oy przez o, otrzymamy wzory na &, i &

& = 1[% [0’,.(] -—I2’V) —W'O';-],
(1.4) '
e9 =~ (o (1 ~20)— (1 —»)rd].

E
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Tutaj i dalej prim oznacza rézniczkowania wzglgdem promienia. Podstawiajgc (1 4) do
(1.2) otrzymamy podstawowe rownanie rozwigzujace na o,:

" 31— 42t E'| v'(1+4v) 1—2» ~£ B

(1) 1o, +[Tv2——’ 3 il R Ty vl il
Dla v = const rownanie (1.5) upraszcza sig

E' 1-2v FE’

i e ' = O-r — 0,
(1.5a) 1o, +(3 7 7 )0,. = E
a w przypadku materiatu niecisliwego (» = 0.5) przyjmuje najprostsza postac:
E\ ,

{1.5b) ro, + (3 —r —E—> o. = 0.

Calke ostatniego réwnania mozemy otrzymaé w postaci ogolnej dla dowolnej funkg;ji
E(r). Oznaczajac y = o), dostaniemy

E
stad
~E()
Cy )‘3 ’
1 ostatecznie
(1.6) o, = cz—l—clf E](;) d

Drugie naprezenie o, fatwo znajduje sie z (1.1). ;Obzywis'cie, z (1.6) otrzymuje sie roz-

wigzanie dla materiatu jednorodnego (£ = const)
E

1. = Cy—Cy
( 7) Or C2—0Cy 22

W przypadku materialu $ci$liwego (v = const # 0.5) rozwiazanie réwnania (1.5a)
istotnie zalezy od postaci funkcji E(r) 1 dla pewnych zaleznosci moze by¢ sprowadzone
do réwnan klasycznych. Tak na przyklad, jesli E = E,r", to réownanie (1.5a) jest réwna-
niem Eulera

” 1-2» n
ro.'+(3—n)o, = o, = 0.

W przypadku zaleznosci E(r) odcinkami liniowej (na rys. 1. jest ona pokazana dla
o$rodka nieograniczonego (b - c0)) réwnanie (1.5a) sprowadza sie do hipergeometrycz-

E

Lo
er”

Rys. 1.
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nego, a w przypadku » = 0.5 rozwigzanie otrzymuje si¢ w sposob elementarny przy po-
mocy wzoru (1.6) dla obszaru a < r € ¢ i (1.7) dla przedziatu ¢ < r < co. Na Rys. 2.
przytoczone sa pewne wykresy naprezen o, i 0p dla przypadku ¢ = 3a, p, = 0, p, = —yH

i réznych wartosci k; = TE‘— Widaé, ze wykresy o, zmieniaja si¢ nieznacznie w poréw-
0

naniu z naprezeniami w zagadnieniu jednorodnym, podczas gdy naprezenia o, w poblizu

2T T T T T T T

r/a
Rys. 2.

brzegu pustki maleja znacznie w miare zmniejszania si¢ parametru ky, przy tym maksi-
mum naprezell moze przesuwaé si¢ od brzegu pustki w glab masywu,

2. W zagadnieniu grubo$ciennej kuli sprgzystej, obciazonej na wewngtrznym brzegu
(r = a) ci$nieniem p,, a na zewngtrznym (r = b) cisnieniem p,, przy takich samych zato-
zeniach jak w rozpatrywanym powyZej zagadnieniu rury grubosciennej, wsrdéd podsta-
wowych rownan réznié¢ sie bedzie réwnanie rownowagi, ktore we wspotrzednych kulistych
r, 8, @ ma postaé
do,
2.1 i

Oprocz tego, uwzgledniajac, ze op = 0, 1 wyrazajac na podstawie (2.1) o, przez o,, prawo
Hooke’a mozna teraz zapisa¢ w nastépujacej postaci

+2 = 0.

0,— 0y

g = % [6.(1 —2v)—w»ra}],
2.2

1] 1—
&y = ‘f lgr(l—ZV)+—21’* )'O’,’.] .

Trzeci zwiazek przy uwzglednieniu g = g, bedzie analogiczny. Podstawiajac (2.2) do
(1.2) (warunek Saint-Venanta w przypadku symetrii §rodkowej ma taka posta¢, jak
i w plaskim osiowosymetrycznym zadaniu) otrzymujemy podstawowe réwnanie:

E' v'r 1-2% E' &'
23 el 4___ .~ ! —_ = .
23) w,+( V. 1——-v)6’+( 245 F l_v)ar 0

W przypadku » = const réwnanie przyjmuje postac

E' 1-2» E’
2.3a ' - 2" T g =
(2.32) rol + (4 7 r) o2 = F O 0,
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a dla » = 0.5 ma najprostsza postac

: = ,
(2.3b) ro, + (4— — r) o, = 0.
£
Ostatnie réwnanie pozwala otrzymaé rozwiazanie w poétaci catki
E(r)dr
(24) 0, = Cp+Cy ——T .

Przytoczymy niektore rozwiazania otrzymanych réwnan dla réznych zaleznosci E(r),
W przypadku materialu scisliwego (» = const #% 0.5) dla funkcji E(r) = E,r" réwnanie
(2.3a) sprowadza si¢ do postaci :

(2.5) 02" +(4—nYos'—2kns = 0.

. 1-2 . o
Tutaj o = L, = —lv—-’i, 5= —UL, gdzie p-pewne cisnienie charakterystyczne. Row-
o - P

nanie (2.5) jest réwnaniem Eulera, ktorego rozwiazanie zapisuje sig w postaci

=

(2.6) s = ¢, 0" +ca 0,

gdzie
n—3 (n—3)*
a, f = 5 + V— T —+2kn.

W przypadku zaleZnosci przytoczonej na rys. 1., rownanie (2.3a) w obszarze a < r < ¢
przyjmuje postat

2.7 o(o+A)s"” +(3p+4A4)s'—2ks = 0,

gdzie 4 = TEElC—TEO)z. Podstawiajac o0 = A(x—1), s = y(x) otrzymamy hipergeome-
0 &1

tryczne rownanie Gaussa

(2.7a) x(x—1Dy"+C@x+ 1)y —2ky = 0,
ktére w skréconej postaci da sie zapiséé [1] nastepujaco
(2.7b) H(a, 8,7, y,x) = 0,

ze stalymi

o f =11y 1+2k,
v=-1

Postaé¢ rozwigzania réwnania (2.7b) zalezy od obszaru zmienno$ci zmiennej x, ktéra
zwiazana jest z r zaleznoScig

-
2.8 X = —-+41.
{2.8) X =— 1 +1 B
Na rys. 3. pokazane sa obszary zmiennosci x w zaleznosci od parametru 4. Zauwazmy,
ze polozenie krzywych ograniczajacych te obszary x,,, dla 4 <0 i x,;, dla 4 > 0 nie
E,

zalezy od wartosci kA, = B
0

. c . . .
1k, = Vi réwnoczeénie polozenie krzywych xp;, dla
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A <01 xu dla 4 > 0 zalezy od k,. W ten sposob, obszar zmiennosci x mozna rozbié
na dwa. A mianowicie, 4 <0 x £ 0, oraz 4 > 0 x = |. Wowczas rozwigzanie réwnania
(2.7b) jest znane tylko dla obszaru 0 < x < 1, a rozwigzanie dla pélprostych x < 0
i x > 1 otrzymuje si¢ przy pomocy okreslonych podstawied. Oddzielnym przypadkiem

ATV T

X
N\, XmadKa)
N et
3 RNy
2_ .
1 - X'n'n

Rys. 3.
est 4 = 0, gdy x jest nieokreslone, ale w tym przypadku bezposrednio z (2.7) otrzymuje-
my réwnanie Eulera.
Przytoczymy rozwiazanie dla przypadku A4 > 0. Podstawienie & = —ch—, () =

= |x|*5(&) sprowadza rozwigzanie réwnania (2.7b) do rozwigzan réwnania

(29) H(ah 181,71,77, 6) = 0)
dla obszaru 0 € £ < 1. Przy tym
(2.10) o, =0o B;=a-p+l, y =oa-F+1,

jesli p, nie jest liczba catkowita. Rozwigzanie réwnania (2.7b) wyraza si¢ przez hipergeo-
metryczne funkcje F; [2] i po nie skomplikowanych przeksztaiceniach mozna otrzymad
wyrazenie dla naprezen:

0, = pE*c Fi(§)+c &7 1F,(8)],
(2.11) 1— 1—
o) = pE* {cl[( - az—“t) Fy(6)~ if“ Rl 5&(5)] +

ver [ (125 aram ) - 222 o S pe .
Tutaj

ck, c
Fueir oy &) = 1+2M5k

ch+k 1

gdZie al’ﬂl’ Y1 ZgOdne 8§ z (2'10)) a o = 0‘1—‘}’1+1, /32 = ﬂl_‘}’l+la Y2 = 2_')}1)
oy = oy +1, B3 =pf+1,..., 9. = y,+1. Stale rozwiazania (2.11) moZna wyznaczy¢
z warunkéw brzegowych dla & = &, i & = &,, odpowiadajacych brzegom kuli a i b.

3
W przypadku gdy ¥, jest liczba catkowita, co jest mozliwe tylko dla wartosci » = T
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(dla 0 <» < 0.5 y, zmienia si¢ od 3 do 1+2|/§, przy czym jedyna liczba calkowity
w tym przedziale jest y, = 4) rozwigzania rownania (2.9) mozna sprowadzi¢ przy pomocy
podstawienia

(&) = 1€1""71(8),

do rozwigzania rownania
H(a~y,+1, fi—y1+1,2=y1,7, &) = 0.

Rozwiazanie powyZszego réwnania jest rowniez znane i mozna je znaleZ¢ np. w [1].

Jak juz zauwazyliémy, w przypadku 4 = O réwnanie (2.7) przechodzi w rownanie
Eulera

p3s" 4+ 308"+ —2ks = 0,

ktore jest szczegdlnym przypadkiem rownania (2.5) dla » = 1. Parametry o i 8, wyste-
-2
1-»
nie. Rozwigzanie (2.4) jest wazne w obszarze liniowej zaleznoéci E(r) (e < r < ¢), dla
F > ¢ waZne jest rozwiazanie zadania jednorodnego.§Przytoczymy pewne wyniki obliczef
dla danego przypadku przy warunkach brzegowych r=a, p, =0, r=b - 0, p, =
= —yH. Na rys. 4. przytoczone sg wykresy zaleznosci wspodiczynnika koncentracji
[o0(r = @)l

yH

—jest zawsze dodat-

pujace w rozwiazaniu (2.6) sa rzeczywiste, poniewaz k =

naprezen k, = od wspoélczynnika Poissona przy roéznych zaleznoéciach

0,05 02 03 04 Y05
Rys. 4.

E,/Ey,. Zauwazmy, Ze strefa niejednorodnosci, dana zaleznoécia a/c jest w tym przy-
E,
Ey
rodnosci w poblizn brzegu (E;/E, — male) wplyw wspdiczynnika Poissona moze byé
dostatecznie duzy. )
3. Rozpatrzymy sprezysto-plastyczne zadanie o réwnowadze gruboéciennej kuli przy
tych samych zatoZeniach co w p. 2. Bedziemy zakladaé, ze w kazdym punkcie materiat
spelnia warunek idealnej plastycznodci, przy tym modul Younga i granica plyniecia o,
s3 funkcjami promienia i

padku scile okreslona (dla A=0, % = ) Z rysunku widac¢, ze przy silnej niejedno-

Hﬂ=&bﬂh4%%ﬂ,

(3.1) o
Q’r(") = 0O [l +(kr_ l) (’i:') ]
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Przy przejsciu do oérodka nieograniczonego (zewngtrzny promien kuli b — o), takie
funkcje asymptotyczne dostatecznie dobrze opisuja rzeczywiste zaleznosci. Oprécz tego,
jak zwykle w sprezysto-plastycznych zadaniach bedziemy zakladaé, Zze material jest nie-
écigliwy (» = 0.5). Rozwiazanie w strefie sprezystej zgodnie z (2.4) przyjmuje postaé

613 kl_“l a nt3
o= Cote| T3 iy ]

3 a3 (=D +1) {a\""?
Oy = C2+¢'1—6737+—_2“(’1T— r .

(3.2)

Drugie naprezenie otrzymano z rownania (2.1), indeks odpowiada strefie sprezystej.
W przypadku symetrii $rodkowej warunki plastycznoéci Hubera-Misesa i Treski-
-Saint Venanta maja jednakowa posta

(3'3) Gy — O = %Ur(r), 2 = il.

Podstawiajac ten zwigzek do (2.1), po scatkowaniu otrzymujemy

k=1 (a\"
a,p=D+2xaTo[ln7?— T (i) ],

m r

_ r 1 (ke=D(m=2) (a \"
UOp—D+2”UTo[1n7+7+T -1 |

34)

Tutaj indeks p odpowiada strefie plastycznej. State C;, D, C,, oraz promienie brzegéw
strefy plastycznej r; okre$la sig z warankow brzegowych na powierzchni kuli

r=a, 0, = —Das

(3.5)

i na wspomnianych granicach

r= b, Or = — Dy,

r=ris Urezarp:
(355) . Cpe— O = %GT(rl):
U, = U,.
Drugi ze zwiazkéw (3.5a) odpowiada punktowi przejécia materialu w stan uplastycznie-
nia, ¥ — jest przemieszczeniem promieniowym.

Przed wyznaczeniem stalych, nalezy zbadaé zagadnienie powstawania stref plastycz-
nych. Na podstawie zwigzkow (3.2) przejscie w stan plastyczny zachodzi przy spelieniu
warunku

3
_ & (a) 1+(k—D@/r) _
(36) FO = o (r )'-1+(kT—1)(a/r)’" =1
Po znalezieniv maksimum funkcji F(r), otrzymamy réwnanie okreslajace r, — promien,
od ktérego zaczynaja pojawia si¢ odksztalcenia plastyczne
’ . a m a n a m+n

3.7 T — — — = 0.
Tutaj & = B—m)kr—1), = GB+)(ky—1), ¥y = B+n—m)(k,—Dkr—1). W zalez-
noéci od warto$ci n, m, k;, ky zachowanie si¢ funkcji F(r) mozZe znacznie sig rézni¢. Na
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Rys. 5. podali$my cztery rézne postacie tej funkeji. Widaé, ze funkcja F(r) moze nie po-
siada¢ maksimum (krzywa I), a w przypadku jego istnienia, moZe ono znajdowa¢ sig
wewnatrz $cianki kuli (krzywa 3) lub na zewnatrz jej (krzywe 2 i 4). W ostatnich dwéch
przypadkach powstaja oczywiscie odksztatcenia plastyczne na wewnetrznym lub zewnetrz-
nym brzegu kuli. W przypadku braku maksimum, pozostaje okre§li¢ najwigksze wartosci
F(r), (np. na krzywej I dla r = a). Mozliwe sa réwniez funkcje posiadajace minimum,
np, dla n < —(m+3). W tym przypadku odksztalcenia plastyczne powstaja kolejno na
powierzchniach kuli i przy zwigkszeniu obcigZenia strefy lacza sig.

Latwo znajdujemy ciénienie, gdzie najpierw pojawig si¢ odksztalcenia plastyczne.
Okreslajac C, dla zagadnienia spreZystego, zgodnie z (3.6) znajdziemy

1-k3 k=1 2moro[l + (kr—1)(a/r)"1

(3.8) P, = (Pa—Du)s =[ 5+ 53 "‘5”)] U+ (ky = D) (ajr)(afr)?

Tutaj k, = —. Z (3.8) mozna takie okresli¢ znak », jesli tylko znak wyrazZenia znajdu-

a
b
jacego sig w pierwszym nawiasie kwadratowym przy znanych &, n i k, jest znany. Np.
dlan > 0, % = sign(p,—7p,)-

W zalezno$ci od miejsca wystapienia strefy plastycznej moze byé rézny dalszy sposdb
rozwigzywania. Rozpatrzmy przypadek, gdy odksztalcenia plastyczne powstaja wewngtrz
Scianki kuli: a < ry < b. Przy zwigkszeniu ci$nienia p, strefa plastyczna rozszerza sie

Elr)
3 |

I
l
i
)}

]
i
]
{
1

a/r

Rys. S. Rys. 6.

‘w obie strony az do momentu gdy jedna z granic pokryje si¢ z jedng z powierzchni kuli,
a nastepnie, do catkowitego przejécia kuli w stan plastyczny. Oznaczajac granice strefy
plastyczoej przez r, i ro (p. rys. 6). i dwukrotnie spelniajac warunki (3.5) i (3.5a), znaj-
dujemy osiem zwigzkow dla o$miu niewiadomych: C,, C,, Cs, Cs, D, ry, r, i B, gdzie
C; i C, — stale rozwiazania zagadnienia spreZzystego, typu (3.2) dla drugiej (wewnetrznej
lub zewnetrznej) strefy sprezystej, a B — stala wystepujaca w wyraZeniu na przemieszcze-
nia w strefie plastycznej

(3.9) u, = —E

ry

Ostatni zwiazek otrzymuje si¢ drogg calkowania warunku niescisliwosci. Przemieszczenie
w strefie sprezystej okresla si¢ z prawa Hooke’a (2.2) i zwiazku Cauchy’ego u = &,.
Uklad oémiu réwnan dla okreslenia powyZzej wymienionych statych, moze byé sprowa-
dzony do dwéch, z ktérych jedno jest liniowe

( ry ) 1+ (ker=D(afr)™ 1+ —1)(afry)"

ra

(3.10) T+ (kr—D(afr)™ ~— T+, =D(ajr)"”’
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a drugie przestepne

b2 k=1 [{a)" _a_)m f1 __(a *fa)
G.11) 2u070 = In P Tm [(rl) ()'2 ]+1§ ! o + Ty kz_ +

k,—1 a\"? a\"" N T ke= D)™ [ Y
+'n+3_[1—(71) +(7?) e alfmléf—l')(?z/l"z)T(_f )

W celu wyznaczenia z tych zwigzkéw promieni r, i r, przy danym p > p, stosuje sie
nastepujaca metode odwrotng.

Wybierajagc dowolna warto$¢ r, z przedziatu [a, ], z (3.10) znajdujemy odpowiada-
jaca wartosé r, i dla otrzymanej pary wartodci ry, r, z (3.11) okre$la si¢ konieczne ciénie-
nie p. (Przy dojéciu strefy plastycznej do jednej z powierzchni kuli otrzymuje si¢ przypadek
zwyrodnialy i dalsze obliczenia prowadzi si¢ jedynie przy pomocy zwigzku (3.11) dla
r, = a lub r, = b).

Na rys. 7 pokazaliSmy zaleznos¢ p(ry, ;) dla przypadku o3 = o7, = const, k, = 0.1,
n=2 b- oo (k, =0). Wedlug tego wykresu mozna dla danego ci$nienia p okresli¢

16
30 T 1.2f -
/6.,
T
25(~ strefa odksztateert L' 08
plastycznych =)
)
2,0 . 04 -
15\ odksztatcet 0
R /5rg i sprezystych
!
10 : ! -02
i n/a 15 2,0 2 ' P A 6
S/ T/G ,5 P/Gr
Rys. 7. Rys. 8.

granice strefy plastycznej. Znajac je, pozostale 6 stalych mozna okredli¢ bardzo atwo
z pozostalych zwigzkdw. Na rys. 8 pokazane sg przemieszczenia punktéw brzegu pustki
w zaleznosci od ci$nienia dla réznych stopni niejednorodnosci sprezystej. Kétka na krzy-
wych odpowiadaja poczatkowi odksztalcenia plastycznego.

Na rys. 9 pokazaliémy jeszcze jeden przyklad obliczenia dla przypadku & — o
(b, = 0),n =2, k = 0.5, m = 2 i réznych wartosci kr. W tym przykiladzie odksztalcenia
plastyczne pojawiajg sig na brzegu pustki (r = a), a przy powigkszeniu ciénienia, strefa
plastyczna (okreslona promieniem r) rozprzestrzenia sig¢ w glab masywu. Na podstawie
przeprowadzonych obliczedd, na rys. 10. podaliSmy wykresy przemieszczen punktéw
brzegu pustki w zaleznosci od ciénienia, dla réznych wielkosci plastycznej niejednorod-
nosci. Poréwnujac wykresy na rys. 8 i 10 mozna zauwazyé, ze przy duzych ci$nieniach
niejednorodnos¢ plastyczna znacznie bardziej wptywa na przemieszczenia, niZ sprezysta.
Jest to zwiazane z tym, ze przy duzych ciénieniach, kiedy strefa plastyczna jest dostatecznie

4 Mech. Teoret, i Stos. 1/81
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duza, jej rozmiary malo zaleza od wielkosci sprezystej niejednorodnosci, a znacznie od
plastycznej.

4. Na zakonczenie rozpatrzymy zagadnienie o wplywie sil objgtosciowych i asymetrii
obciazen zewngtrznych na stan naprezenia w poblizu pustki kulistej. Pelne sformutowanie
zadania podane jest w [3]. W celu rozwigzania zadania postuzono si¢ algorytmem zapro-

8 T T
wle
=) o
I=J

0 : : -08 ! | f

1 3 9 7 9 1 ' 2 A <] 8
rn/a P/ 6.,
Rys. 9. Rys. 10.

ponowanym w [4]. Programy i obliczenia wykonali A. B. Zototow, W. L. Prokopiew,
B. N. Sidorow i autor niniejszej pracy. Ponizej krétko przedstawimy metodg¢ obliczen
1 wyniki.

Na Rys. 11. pokazany jest schemat obliczeniowy zadania, zgodnie z ktérym, z nie-
jednorodnej sprezystej pdlprzestrzeni wycina sig scigta kulg o promieniu R, a — jest

Rys. 11.

promieniem pustki. Z powodu symetrii wzgledem osi Oz wystarczy rozpatrzyé polowg
kuli. W zwigzku z przyjeta geometrig i obciazeniami oddzialywujacymi na rozpatrywany
obszar, warunki brzegowe moga by¢ zapisane w nastgpujacej postaci
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a <H
U = : =
a<r< € R, ;o =0

v
= sin26 + coszﬂ) R

f = 7T, x
r = Ry, Or = —Pp = "y(H_RooCOSO) (‘
£0<gn

(4.1)
H
arccos —— Ty = (op = v (H—Rycos 0) —2 sin29,
R, 2
r o= cosO 0,c08%0+ 0psin®0 — 7,45in 20 = 0,
0<0< a1ccos—~ sm20+-r,0c0320 = 0.
Na kazdy element rozpatrywanej przestrzeni oddzialywuja sily objetosciowe
R = ycos,
(4.2) _
@ = ysinl.

W rozpatrywanej metodzie mechaniczne stale materialu mozna przyja¢ jako dowolne
funkcje dwéch wspoétrzednych, jednak obliczenia przeprowadza sie dla modutu Younga
danego w postaci (3.1) 1 » = const. Sposéb przyjety w obliczeniach pozwala na wypro-
wadzenie rownan réwnowagi na cyfrowej maszynie matematycznej. W tym celu konieczna
jest znajomosé funkcjonatow energii odksztalconej strefy i pracy sit zewnetrznych., W roz-
wigzaniu zadania stosuje sie metode elementow skoriczonych,; w ktdrej obszar dzielt sig
kulistymi i stozkowymi powierzchniami na skonczong liczbe podobszaréw. Zakladajac,
ze wewnatrz (7,j)-tego elementu wszystkie odksztalcenia i naprezenia sg stale, moZna
dla niego napisa¢ funkcjonal energii

4.3) D, = {—E%I_)_ [0+ 07 +06%—2v(0,0y+0y0,+0,0,)+2(1 +v)-r,20]} Dy,
if

gdzie

riﬁx 01+‘1

Viy= | | f(&)sin0dtao,
re 04
e H .
0, jesli O0<O<Karccos-5— 1 r>-—0p,
Ro cosf

a) f(§) = £2

punktowi wezfowemu odpowiadaé¢ bedzie funkcjonat
1 .
Dpiy = y (P, jo1+ Dig, s+ Dy jr + D),

o wartosci Sredniej w objetosci, ograniczonej linia kropkowana na rys. 12. Zgodnie z twier-
dzeniem o skonczenie wymiarowych operatorach liniowych [5], dany funkcjonal mozna
jednoznacznie przedstawié jako macierz wspélczynnikéw ukfadu liniowych réwnan
algebraicznych, ktéra odpowiada réwnaniom réwnowagi.

4r
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W celu obliczenia prawych czgici liniowych réwnafi algebraicznych wykorzystuje sig
wzory (4.1), (4.2). Dla (i, /)-tego punkiu weziowego
4 Fi; = RyVy+[po RA(esli 1 = Ry)syy,
4 Fij = OV, + [qu R (jesli 1 = Ry)lsyj,
gdzie

. 00501_1 —‘C0501+1
Sy = T 5 T,

Rys. 12.

4P 1 g — 0znaczajg normalne i styczne ci$nienia, przylozone na zewngtrznej powierzchni,
dane wzorami (4.1).

Dla okre$lenia wspdlczynnikow ukladu i jego rozwiazania metoda Gaussa wykorzy-
stuje si¢ procedury w jezyku Algol. Zauwaimy, ze wzdiuz promienia obliczaliSmy nie-
rownomierng siatke, zageszczajaca sig przy brzegu pustki. W wyniku obliczen, wyznaczono
napregzenia w Srodkach elementéw, a w celu obliczenia naprezen na granicach obszaru
zastosowano ekstrapolacje liniowa. Przed przejéciem do omowienia wynikéw nalezy
powiedzie¢ kilka stéw o oszacowaniu dokladnosci obliczeh. Pierwszg, ocene catkows
przeprowadzamy na podstawie analizy spetnienia warunku rownowagi na osi Oz (rys. 13).
Catka z obcigzent powierzchniowych i sit objetosciowych (Weryfikacje przeprowadzono
dla przypadku R, < H)
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nj2 a2
d .
I, =y —i(p- (R?,J—a3)+d(pf pDoRmSIHOCOSO(ZH-i-(Z(pf 4o RZ sin26d0.
0

poréwnywano z obliczona calka z napreZenia oy, oddzialywujacego na warstwg pozioma
R

I, = d(pf agrdr

Réznica pomigdzy tymi catkami dla pewnych wariantéw obliczen nie przekraczata 0.4,
Druga weryfikacja polegala na poréwnaniu naprgzen o, w punkcie (r =a, 0= —;—) dla
przypadku jednorodnego (k; = 1) i rozwigzania zadania o $ciskaniu w trzech kierunkach
masywu z pustkg kulistg (p. [3]). W punkcie tym, jak pokazuje analiza analogicznego
zagadnienia plaskiego z otworem walcowym, wplyw cigzaru wilasnego oérodka i asy-
metria obciaZen zewngtrznych nie powinny si¢ rézni¢ od bardziej prostego rozwigzania.
W rozpatrywanym zadaniu, odpowiednie pordwnanie pokazalo, Ze w danym przypadku
tez ma to miejsce, réznica w wielkosciach naprezen o, wynosita okoto 2%, co jest dobra
dokladno$cia dla metody elementéw skonczonych.

Na rys. 14. pokazalismy wykresy trzech skladowych naprezenia wzdiuz poziomego
promienia dla dwoéch wersji obliczeri: zadanie jednorodne (k; = 1) i niejednorodne
(k; = 0.5) dla v = 0.23, y = 21.1 Pa.

-20 T 1 1
—_ K, =
6/fH \ K, =0,5
\
\
| l\ -
6.
%] \\\\
10t -
_ /7
N
Oy~
//,6—
/,
o | | |
1,0 15 20 25 30 35
r/a
Rys. 14,

Na podstawie tych wykreséw mozna wyciagnaé dwa podstawowe wnioski.

1. Wplyw sit objetosciowych i asymetrii obciazenia zewngtrznego daje istotne réZnice
W naprezeniach oy i 0, w poréwnaniu z zadaniem Lamégo dla grubo$ciennej kuli w ktdrej
po pierwsze 0y = 0, a po drugie oy = 1.5 yH. Réwnoczesnie wzdtuz danego. kierunku

(0 = ;) wszystkie trzy naprezenia (przypadek jednorodny) praktycznie sg takie same

jak w zadaniu o ciskaniu (w trzech kierunkach) masywu z pustka kulista.
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2. Wplyw nigjednorodnodci na wielko$¢ naprezenn w poblizu pustki catkowicie odpo-
wiada temu, co bylo pokazane przy rozwigzaniu duzo prostszego zadania z symetrig
$rodkowa.

Na rys. 15. przedstawione s napreZzenia ¢, i 0, na brzegu pustki w zaleznosci od
kata 8 dla tych samych dwdch wersji obliczen. Widaé oczywiste roznice w poréwnaniy
z zadaniem Lamégo, zwigzane z istotna zmiennoscia naprezen wzdluz brzegu pustki,

6/1.H T i T i 1

-1

] ] ]
30 60 90 120 150 180
90

Rys. 15,

az do miejsca w poblizu biegundw, gdzie pojawiaja sie niewielkie napreZenia rozeiagajace,
co moZe by¢ przyczyna zniszczenia w gruntach, w ktérych granica wytrzymalosci na roz-
ciaganie jest znacznie mniejsza od granicy wytrzymatodci na sciskanje. Oprocz tego, i to
jest waznym czynnikiem, niejednorodnos¢ w poblizu pustki wplywa proporcjonalnie na
obie sktadowe naprezenia. '

Na podstawie przeprowadzonych oblicze zanalizowano wplyw rozmiaru pustki
a na sfan napreZenia przy stalej glebokosci H. Obliczenia przeprowadzono dla a =
= 0.0008 +0.2 H, przy czym okazalo sig, Ze przy wszystkich tych warto$ciach naprezenie

2
zmienia si¢ o wielko$é rzedu ya, co jest zgodne z analogicznymi obliczeniami we wspo-
mbianym powyzej zadaniu o pustce walcowej. Przeprowadzone obliczenia pokazaly, ze
dla dostatecznie zaglebionych otworéw (a < 0.2H), obliczenia z uwzglednieniem nie-
Jjednorodnosci moga byé przeprowadzone w dwéch etapach. Pomijajac sily objetosciowe,

7 L. . .
00 max (6 = —) praktycznie si¢ nie zmienia, a naprezenie o, w punktach (r=a,06=0mn)

z zadania

7 - . . . . . V4
mozna otrzymac rozwigzanie zawierajace Wspolczynnik oporu bocznego 7

o Sciskaniu masywu w trzech kierunkach. Biorac pod uwagg to, ze wplyw niejednorodnosci
na naprezenia o, i o, w poblizu brzegu pustki jest proporcjonalny dla wszystkich war-
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tosci 8, wspotezynnik proporcjonalnosci mozna okreslié z rozwiazania zadanja Lamego
dla kuli grubosciennej. Poniewaz rozwigzanie ostatniego zadania mozna otrzymaé sto-
sunkowo latwo, to mozna réwniez przeanalizowaé rézne postacie niejednorodnosci dla
szeroko zmieniajacych sie wartosci parametrow.
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Peswome

BOITPOCH! KOHILIEHTPAIIMU HAIIPSHKEHMI BBIM3U
OTBEPCTHUM B HEONHOPONHOM CPEIE. Y. II

Iannas paboTa SBJIACTCA NPOXOIDKeHUEM M pasBuTHeM I vacTi. B Helt paccmaTpmBealorcs peayns-
TaTh! COBCTBEHHLIX MCCJIE[OBaHui aBTOpDa B BOMpPOCe ICOHUEHTPANMM HANPSIKCHME B HEONHOPOIHOM
cpene. [IpuBeleHb! peleHHsa YyIPYFOH M YIDYro-ruiaCTHUECKod 3aayu AJIA TOJCTOCTEHHBIX LHUIMHADA
{ 1Iapa C pasjdYHBIMH 3aKOHAMH HEOJHOPOJHOCTH. PaccMaTpuBaeTCA TakKe 3afaua O KOHUEHTPALMH
RanpsoxeHuit BONM3H noazemMuoit cheprueckoll TONOCTH ¢ ydeToM COOCTBEHHOrO Beca cpejbl U ACHM-
MEeTPHHM BHEUIHEN HArpy3Ku, PellleHHe KOTOPOM) HOTyUeHO YHCIICHHBIM METONOM.

Summary

STRESS CONCENTRATION IN THE NEIGHBOURHOOD OF HOLES IN A NONHOMOGENEOUS
MEDIUM. PART II.

Author’s results are considered referring to the stress concentration in a nonhomogeneous medium,
The solutions are discussed to elastic and elasto-plastic problems in the case of a thick-walled cylinder
and a sphere with various laws of nonhomogeneity. We also envisage the numerical solution the stress
concentration problem in the neighbourhood of an underground spherical, cavity taking into account
the forses of gravity and asymmetry of an extermal load.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1979 roku.



