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1. Wstep

E. C. BERNETT [1], 2 w §lad za nim i inni badacze (por. [2,3]) zauwazyli, ze w warun-
kach wysokich temperatur i naprezen krzywe pelzania nie posiadaja poczatkowej czesci
wzmocnienia. Doswiadczenia przeprowadzone przez N. N. MALININA | jego wspdlpra-
cownikow [2-4] wykazaly, Zze w przypadku pelzania w zakresie duzych odksztalcen
stopu aluminiowego PATNY w temperaturach 673, 723 i 748°K, kazda z otrzymanych
krzywych pelzania posiada poczatkows czgéc liniowa (por. rys. 1). Powyzszy fakt pozwala
na zastosowanie teorii ustalonego plynigcia w badaniach stateczno$ci przy petzaniu.
W pracy [4] wykazano réwniez, ze w przypadku liniowoéci poczatkowych odcinkéw
krzywych pelzania teorie plynigcia i wzmocnienia daja rezultaty identyczne, a wyniki
obliczent wedtug tych teorii sa bardziej zblizone do danych doswiadczalnych, anizeli wyniki
obliczen, otrzymane w $wietle teorii starzenia.

Zastosowanie teorii plynigcia przy petzaniu w zakresie duzych odksztalceri cienkich
powlok napotyka znaczne trudnosci natury matematycznej. Dlatego w literaturze mamy
do czynienia z pracami, w ktorych daje si¢ rozwiazania dla najprostszych przypadkow
powlok, takich jak powtoka sferyczna i nieskorniczenie dluga powloka walcowa, obcia-
zonych statlym cisnieniem wewnetrznym [5-11].

Probe $cistego rozwigzania powyzszego problemu wedtug teorii ptynigcia dla dowolnej
osiowo-symetrycznej powloki zawieraja prace [11 - 14]. W pracach [12, 13] L. M. Ka-
czANow, stosujac fizyczne zwigzki teorii ustalonego plynigcia przy pelzaniu, otrzymat
ukiad szedciu nieliniowych réwnan rézZniczkowych czastkowych, opisujacych forme
powloki, stan naprezen i odksztalcefi oraz zaproponowal numeryczna metode rozwia-
zania. Sposdb ten w swietle pracy J. OrRkisza [1i] nie jest poprawny ze wzgledu na to,
ze rozklad charakterystyk ukladu réwnan prac [12, 13] nie pokrywa si¢ z liniami, wzdiuz
ktérych poszukuje si¢ rozwiazania., Ten sam temat podejmuje J. Orki1sz [11], ktéry opie-
rajac si¢ na szerszych zalozeniach (dowolne obcigZenie, zmienna grubosé powtoki, strefa
faldéw), otrzymal uklad réwnan rézniczkowych stanu réwnowagi powloki prostszy niz
odpowiedni ukiad podany w pracach [12, 13]. Ponadto w pracy [l11] zaproponowano
numeryczny sposob rozwiazania wyzej wymienionych réwnan, lecz nie otrzymano kon-
kretnych rozwiazan. Probe numerycznego rozwiazania réwnan wyprowadzonych przez
J. Orkisza [11] podjeto w pracy [14], ktéra zawiera niektore wyniki liczbowe dotyczace

b Wedtug normy GOST odpowiada to stopu aluminiowemu D 16.
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jednej powloki walcowej. W pracy tej jednak nie podano parametréw pelzania materiat,
Brak jest réwniez informacji o wartosci wspdtczynnika wzmocnienia materiatu, przy
ktérym uzyskano warunki poczatkowe. Fakt ten uniemozliwia przeprowadzenie analizy
poréwnawczej z rezultatami uzyskanymi w niniejszej pracy. :

Podkresla sig, Ze bezposrednie wyznaczenie naprezenia réwnoleznikowego wedlug
réwnania wchodzacego w zaleznosci fizyczne ukladu réwnan stosowanych w pracy [14]

£ — e e
(%] Temperc:;c 71.4&(
20 A '
6,2275 !;P V
1% , F_“—“| 2= G
16 —
1% —
12i -
ol
i
) h :
ok pd
l '
. |
/1~ T
\

0 20 W0 60 80 100 s

Rys. 1. Krzywe krotkoczasowego pelzania stopu aluminiowego PA7TN, gdzie ¢, oznacza naprezenie po-
czatkowe (w chwili 1 = 0).

Jjest uciazliwe ze wzgledn na przestepny charakter tego réwnania, W zwiazku z tym w ni-
niejszej pracy zastosowano odmienna anizeli w [14] forme¢ zapisu réwnan fizycznych.

Celem pracy jest przeprowadzenie, na podstawie teorii ustalonego plynigcia przy pel-
zaniu, analizy stanu napreZenia i odksztalcenia oraz liczbowe wyznaczenie tak zwanego
,,czasu krytycznego™ t* dla szeregu powlok o poczatkowym ksztalcie walca kolowego
przy 16znych dlugosciach. Pod pojgciem ,,czas krytyczny” 7* w mys$l definicji podanej
przez A. S. GRIGORIEWA [15] rozumie sig czas, po uplywie ktérego powloka w procesie
pelzania traci stateczno$é ksztaltu.
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2. Zalozenia wstepne i réwnania powloki

Przyjeto, Ze material powloki jest plastyczny niescisliwy, izotropowy, obciaZenie do-
wolne osiowo-symetryczne, a sama powloka jest wiotka, to jest moze znajdowaé sie je-
dynie w stanie blonowym i przenosi¢ tylko naprgzenia rozciagajace.

Rozpatrzmy cienka, obrotowo-symetryczng powloke (rys. 2), ktéra obcigZona sta-
tycznie w chwili ¢ = 0 ulega natychmiastowym odksztalceniom plastycznym, a nastgpnie

zaczyna pelzaé wedlug teorii ustalonego ptyniecia. WprowadZzmy w tym celu dwa ukiady
wspotrzednych: pierwszy ustalony X, ¥ (typu Eulera), ktory zwiazany jest z nieruchomymi
punktami w przestrzeni i opisuje forme¢ powloki odksztalconej oraz drugi uklad r, &
(typu Lagrange’a), gdzie wspoOlrzgdne sg sztywno zwigzane z okreslonymi czastkami
powtoki 1 charakteryzuja ich stan wyjsciowy. Postugiwaé si¢ bedziemy wielkosciami
bezwymiarowymi, ktére definiujemy nastgpujaco:

‘= X Y £ r _ ¢ h— H
"R’ TR “TRrR: ""R "TH
o o o R
2.1 = 1 = 2 = i - A
( ) Pl K ] P2 K 3 pi K ’ Qll Qn(x’y) KHl qll(X’ Y)’

R,
Qs = Qs(x: y) = TmQS(X, Y):

gdzie poszczegdlne wielkoSci oznaczaja: H, i H grubos$¢ powloki odpowiednio przed
odksztatceniem i po odksztalceniu, ¢,(X, Y) 1 g,(X, Y) obciazenie na jednostkg powierzchni
odksztatconej powloki odpowiednio w kierunku normalnym i potudnikowym, R, dowol-
ny charakterystyczny wymiar powloki, o, i o, rzeczywiste naprezenia gléwne, K stata
materialowa o wymiarze naprezZenia. ' ‘

Oznaczajac kierunek poludnikowy, rownoleznikowy i normalny przez 1,2 i 3, to z uwagi
na zalozony plaski stan naprgZenia mamy oy = 0.
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Zaleznodci teorii ustalonego plynigcia przy pelzaniu przyjeto w postaci [16]:

) G, ..
& = ‘;il‘ = Cpi', ¢&tértes =0,
oT
(22) . . . . . . 1 m—1
_8{_.—8_2_. = ﬂ“ — __‘lza_i_sl‘ = _3_ CF-Fé m
pi—p2 P2—Ps  P3—p1 2
) . d¢e; 1 d¢ . L. .
gdzie C = TBK", ¢; = o T T e (j=1,2,3) oznaczaja predkosci odksztalcen

ustalonej czastki w powloce, T jest stala o wymiarze czasu, B i m sy parametrami pelzania
zaleznymi od materialu i temperatury, p; i & oznaczaja intensywnoéci naprezen i pred-
koéci odksztalcen, gdzie w rozpatrywanym tu plaskim stanie naprezenia okreslone sg
odpowiednio zaleZno$ciami

T e —
po=VPi+pi—pipa b= 7§—Va%+s§+ezag.

W pracy [11] wyprowadzony zostal uklad réwnan rézniczkowych

dx & cosg dy & sing

" 0¢ hx cosyp’® 0f ~ hx cosy’

b _p O & cospf . X ) P df
ot i @& T cosy \P2TPYT Thcose f dg’
(2.3)
9 & (9 P (p)
0 pihxcosy \ fh X ’
Ox 1 1 oh _ 1 m— 1
o7 T ‘fCPi (2p>—pi)x, o _TCPi (P1.+Pz)h,

opisujacych forme, napreZzenia 1 odksztaicenia wiotkich powlok obrotowo-symetrycz-
nych w $wietle teorii ustalonego plynigcia przy petzaniu, gdzie f = f(£) oznacza funkcje
opisujaca-zmiang grubosdci Scianki powtoki w stanie nieodksztalconym, v oznacza kat
zawarty miedzy styczng do poludnika a plaszczyzna prostopadia do osi obrotu, natomiast
@ jest znaczeniem p po odksztalceniu. Ukiad réwnan (2.3) w powyzszej formie zastoso-
wano w pracy [l14].

W niniejszej pracy w miejsce zaleznosci (2.3)s, wprowadzono réwnania

ox oh
h(p,+p2) a7 +x(2p>—p1) B 0,
(2.49)

ktére wynikaja bezposrednio z zaleznosci fizycznych (2.2). Ponadto przyjeto stala grubosé
$cianki powloki nieodksztalconej (/= 1). Niewiadomymi sg tu funkcje: x(&, 1), y(&, 1),
P&, 7), k(& 7), Py 7) 1 pa(é, ). '

Rozwigzanie probleméw na podstawie teorii ustalonego ptyniecia przy pelzaniu wymaga
okreslenia stanu wyjsciowego powloki, opisanego przez warunki poczatkowe dla v = 0:
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x(&;,0) = x0(&),  y(&,0) = yo(&),  h(&E;, 0) = ho(&y),
@&, 0) = P&y P&, 0) = pio(&),  pa(éy, 0) = paal&),

gdzie i=0,1, 2, ..., n
Réwnania rézniczkowe stanu rownowagi powloki (2.3),_., (2.4) uzupelniaja warunki
brzegowe (por. rys. 2):

x(o’ Tj) = .V(O, TJ) = ‘P(Oa T.i) = 0) 71(0, Tj) = ho,j)
20, 7y = p2(0, 7)), j=0,1,2,..,m,

2.5

oraz
x(l,r)y =1, y(l,z)=1 h(l,z)=h,,,
_QutF
20y ypi(L 7))’
gdzie /g ; 1 hy,; sa grubodciami powtoki odpowiednio w wierzchotku kopuly i przy denku,
!, oznacza odniesiong do 2R, dtugo$¢ poczatkowa powloki, / jest znaczeniem /, po od-

1 )
po(l, 7)) = —2—171(1, 7)), (1, 7;) = arcsin

ksztalceniu, F = oznacza bezwymiarowg wartosé sily P.

P
nH, KR,

3. Metoda numerycznego rozwiazania rownan rézniczkowych powloki

Metoda numerycznego rozwiazania ukladu réwnan (2.3),_,, (2.4) polega na spro-
wadzeniu réwnan rézniczkowych, o pochodnych czastkowych, do dwdéch réownan réznicz-
kowych zwyczajnych, ktére rozwigzuje si¢ numerycznie. Sposéb tego sprowadzenia oparto
o metod¢ opisang w pracy [l1]. .

Przy z; = const. numerycznie rozwigzuje si¢ réwnania (2.3),_, metodg Rungego-
Ku:ty. Przy & = const numerycznie rozwigzuje sig, w oparciu O ulepszong metodg
Eulera, rownania (2.4), w ktorych pochodne majg postaé:

k k
dh,_, 1 O dx;_ 1 ’
—"_(FE—_ = A_T%/ ﬂkrhj—rv _“d't = Z g;ﬂkrlj—r:

gdzie B, jest wspdlczynnikiem, ktérego wartosé zalezy od przyjetej liczby & [11].

oh . . . S e
Pochodna FE wystepujacg w rownaniu (2.3), okresla si¢ z réwnania roéznicowego

k

dhy_, 1 )
—= == — - c = v 2 .
d& O,SAE ﬁkrhé—r’ s 0’ 1’ 27 y <1

r=0

Z powodu braku bezposredniej zalezno$ci miedzy parametrem obcigZenia, czasem
i parametrami odksztalcenia na granicach calkowania, nalezy w procesie catkowania
uktadu (2.3),_4, (2.4), przy Q = Q, = const. i bieacym 7, dobiera¢ parametr poczatko-
wy ho,; a2 do spelnienia (z 2adana dokladnoscia) danych warunkow na drugim brzegu.
Wobec tego problem brzegowy sprowadza si¢ do problemu poczatkowego i zadanie roz-
wiazuje si¢ metoda pétodwrotna.
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4, Przyklady liczbowe

W charakterze przykiadu dano rozwigzanie powloki w ksztalcie walca kolowego
(przed odksztalceniem) zakoficzong sztywnymi, swobodnie przesuwnymi denkami, obcig-
sona réwnomiernie roztozonym parciem wewngtrznym. Przy rozwiazywaniu danego
przykladu wygodnicj jest przyjac jako zmienne niezalezne 5, T i wowczas zamiast pochod-
nych —gg— mamy _0(2_’ a w miejsce cosy nalezy podstawi¢ siny. W naszym przypadku

n
& =1 isiny = 1. Ponadto zakltada si¢ O, = 01 Q, = Q.

W tym przypadku podstawowe uklady réwnaf stanu réwnowagi powtoki (2.3),_,

i (2.4) sprowadzi¢ mozna do postaci:

ox cosp dp, py Oh cos
B hx o =k ag T hxe 22T
oy sing Ox oh
4.1) T T Thx h(Px‘*‘Pz)E + x(2p, Px)E =0,
- arcsin 520 _ 2w s
¢ = arcsin T p2= C TR
€i

gdzie Q, oznacza obcigZenie poczatkowe (warto$é obciaZenia Q przy 7 = 0), a # jest
osiowg wspdlrzedng powloki.
Uktad réwnan (4.1) powinien spetni¢ nastepujace warunki brzegowe:

x(07 T_i) = 1: Y(O, T.i) = 0, h(o’ TJ') = hO,J"

1 — .
P20, 7)) = '2*P1(0,Tj) = 7 ¢ (”‘—' lés|)ln ’

olh )_Z‘,
Pla=t =72

Z poczatku problem powyzszy rozwiazywano na podstawie teorii plynigcia plastycz-
nego DAViSA-NADAI [17] przy 7= = 0. Przy obciazeniu Q; = Q, rezultaty tego rozwigzania
stanowily warunki poczatkowe (2.5) do réwnan (4.1) w przypadku k = 1. Po kazdym
kroku catkowania réwnym Az wyniki zapisywano w pamieci maszyny. Kiedy otrzymano
k rozwigzan, ich wyniki wprowadzono do programu i rozwigzanie zadania statecznosci
przy pelzaniu w $wietle teorii plynigcia przy zadanych Q, k i Ar prowadzono do chwli
osiggnigcia przez powloke ,,czasu krytycznego” ¥, ktéry otrzymano z warunku

dz
4.2 i,
(42) -0,

gdzie ¢ oznacza parametr charakteryzujacy wielkoéé odksztalcen w powtoce.

5. Analiza wynikéw obliczen

Wyizej opisana metoda przeprowadzono obliczenia powlok o poczatkowym ksztalcie
walca kotowego przy roznych dlugosciach i obciazeniach poczatkowych oraz przy réznych
parametrach pelzania materiatu.
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Rezultaty obliczen przedstawione na rys. 3-8 otrzymano korzystajac z warunkow
poczatkowych (2.5) wyznaczonych przy wykladniku potegowego wzmocnienia materiatu

1 o . .
p= [18]. Analizujac rys. 3 stwierdzamy, Ze dla tej samej powloki, przy réznych Qg

czas krytyczny z* otrzymuje si¢ praktycznie przy tej samej wartosci intensywnoéci od-
ksztatcen odnoszacych si¢ do punktéw réwnika powtoki &;_ . » czego nalezato oczekiwac.
Z rys. 4 wynika, Ze W miar¢ zmniejszania si¢ parametru pelzania m, warto$¢ ¥ szybko
maleje. W charakterze przykiadu na rys. 5-8 pokazane sg wykresy zmian naprezen i od-
ksztalcen wzdiuz pofudnika powloki dla /; = 0,5, 1,0 1,25 przy m = 10. Na rysunkach
tych linie przerywane dotycza powlok wyjciowych (¢ = 0), natomiast ciagle dotycza
powlok w chwili osiggniecia czasu krytycznego = = t* przy pelzaniu. Z analizy wykreséw
wynika, ze dla powlok o dlugosciach /, < 1 napreZenie réwnoleznikowe p, z upltywem
czasu T obniza swa warto$¢ w stosunku do wartosci poczatkowe] (oznaczonej indeksem®),

S kiR
imEywsyE

=
N\

S

T

/o

7 L=l
/ m=10
0.2 ‘%“- T 1
%% C=500
0 LT T T w0 A 28 32 36 L0 ¢
Rys. 3. Krzywe pelzania dla punktow rownika powloki przy réznych wartoéciach obcigzenia poczatko-
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Rys. 4, Krzywe pelzania dla punktow rownika powloki przy réznych parametrach pelzania materiatu /.
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Obnizenie wartosci p, zaczyna si¢ w pewnej odlegtosci od dna powloki (por. rys. 5i6)
i dotyczy jej érodkowej czesci. Maksymalna réZnica w wartosci p, ma miejsce na rowniku
powloki. Zjawisko obniZenia si¢ napreZenia p, jest wynikiem bardzo intensywnego oddzia-
tywania na stan naprezen i odksztalcen powloki sztywnych, nieodksztalcalnych denek,
Oddziatywanie to jest tym silniejsze, im krotsza jest powloka.
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Rys. 5. Rozklad rzeczywistych naprezen glownych ~ Rys. 6. Rozklad rzeczywistych naprezen glownych
p1 1 p2 wzdluz poludnika powloki dla /; = 0,5 py 1 p2 wzdluz potudnika powloki dla [ =1
przy Q. = Q,55. przy Qo = 0,51.
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Rys. 7. Rozklad logarytmicznych odksztalceit

Rys. 8, Rozklad rzeczywistych naprezen glownych
glownych e, €; i 3 wzdluz poludnika powloki p, i p, wzdluz poludnika powloki dla I, = 1,25 przy
‘dla I, = 1 przy Qo = 0,55. Qo = 0,41.
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Wykresy na rys. 9 i 10 przedstawiaja rezultaty rozwigzania zadania statecznosci przy
petzaniu powloki walcowej (/, = 1) wykonanej ze stopu aluminiowego PATN o para-
metrach krotkoczasowego petzania w temperaturze 748 °K: m = 7, B = 208 10-2!
MPa-" K~* [2]. Warunki poczatkowe (2.5), niezbedne przy rozwiazywaniu uktadu réwnan
(4.1) mozna bylo otrzymac po uprzedniej znajomosci parametréw p i K dla materiatu

P [ Q-038 ]
R
0'8___, 7 ————
m=
C =50 oy |
06 - S — ]
/ £
04 A
// ' D
02 (4 R e ) I pgpp——
’1\ o
=0
0 02 0.4 06 08 7%
Rys. 9. Rozklad rzeczywistych naprezen gléwnych Rys. 10. Rozkiad logarytmicznych odksziatcen
p1 i p, wzdluz poludnika powloki wykonanej gtébwnych ¢, &, i &5 wzdluz poludnika powtoki

ze stopu aluminiowego PA7N. wykonanej ze stopu aluminiowego PA7N.

PA7TN w temperaturze 748 °K. W wyniku aproksymacji wykreséw odksztalcenia [2] na
podstawie metody pracy [19] otrzymano: x4 = 0,295, K = 65,5 MPa. Obliczenia wyka- .
zaly, ze powloka o diugoséci /, = | wykonana ze stopu aluminiowego PA7N pod obcia-
zeniem Q, = 0,38 traci stateczno$é przy pelzaniu po osiagnigciu czasu krytycznego =* =
= 11,5, co odpowiada czasowi ¢ = 586 sekund.

6. Whioski

Z otrzymanych tu rezultatéw wynikaja nastgpujace spostrzeZenia:

1. Cienkie powloki o poczatkowym ksztalcie walca kotowego i skornczonych diugos-
ciach, pracujace w warunkach petzania w zakresie duzych odksztalcen, traca stateczno$é
po osiagnieciu czasu krytycznego, okreélanego wartoscia maksymalng na krzywej zbu-
dowanej w osiach: bezwymiarowy parametr czasu-charakterystyczne odksztalcenie;

2. W miarg¢ zwigkszania si¢ parametru pelzania m krytyczny moment utraty statecz-
nosci ksztattu powloki nastepuje przy coraz to mniejszych wartosciach odksztalcen i coraz
to wigkszych wartodciach czasu krytycznego ©*;

5 Mech. Teoret. i Stos. 1/81
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3. Wykazano, ze w krétkich powlokach (/; < 1) zachodzi zjawisko zmniejszania si

napreZenia réwnoleznikowego p, wraz z uplywem czasu .

4. Wprowadzajac nowa forme zapisu zaleznosci fizycznych teorii ptynigcia pray

pelzaniu, uniknigto koniecznoéci uzycia dla wyznaczenia napreZenia réwnoleznikowego
réwnania o przestepnym charakterze stosowanego w pracy [14].
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Peawme

HOJIBYYECTbh TOHKHX OBOJIOUEK BPAIEHUS IO TEOPUU
YCTAHOBUBUIEI'OCA TEYEHUSI

B paSoTe naercs cTporoe pellieHue 3agadyl YCTOHUMBOCTH NPHM NOJSYYECTH B OGIACTH GONBLIAX

nedopMaliMy N0 TEOPHHN YCTAaHOBHBILEroca TeUeHHA TOHKUX 00osouex Bpawenus. Ha ocHoBaHMH cOOT-
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pomicHuit (2.3);-a # (2.4) Haercs aHaNM3 PaCnpCAEIenHs HaNpsHKeHwil u medopManuii IO MEPHIHAHY
0GOJIOUKH, 4 TAKIKE TIONYYEHO TAK Ha3LIBAEMOE , KPHTHUECKOEe BPEMs’ NIPH TION3YyYeCTn A PACCMaTPH-
pacmbIx OBONOUEK.

Summary

CREEP OF THIN AXIALLY-SYMMETRIC SHELLS BASED ON THE THEORY OF PLASTIC
FLOW

The paper presents an exact solution of the stability problem of the creep in the range of large defor-
mations of thin axially-symmetric shells based on the theory of steady-state plastic flow.

On the basis of egs. (2.3),-4 and (2.4), the analysis of stress distribution and deformations along
the meridian of the shell are given and also the so-called ,,critical times” of the creep for the shells con-
sidered are obtained.
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