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ZASADY WARIACYJNE MECHANIKI DLA ZMIENNYCH OBSZAROW
I ICH WYKORZYSTANIE W OPTYMALIZACJI KONSTRUKCJI

KrzysztoF DEMs (L6DZ)
1. Wstep

Zasady prac przygotowanych oraz uzupetiajacych prac przygotowanych sg podstawi
wariacyjnego sformulowania zagadnien statycznej réwnowagi ciala pod dzialaniem ze-
wnetrznych i wewngtrznych sit. Najczgsciej ksztalt ciala jest z géry okreslony i wariacji
podlega¢ moga pola naprgzen, odksztalcen i przemieszezen. Istnieje jednak szereg zagadnien
w ktérych istotnym jest uwzglednienic zmiany ksztattu brzegu ograniczajacego cialo,
lub jakiejkolwiek powierzchni wewngtrz rozpatrywanego ciala. Zagadnieniami takimi
moga by¢ problemy optymalizacji ksztaltu ciala, zagadnienia propagacji peknigé, transfor-
macji faz przy krzepnigeiu itp.

W przedstawionej pracy zajmiemy si¢ wyznaczaniem wspomnianych zasad waria-
cyjnych w przypadku gdy oprécz wariacji pél naprezefi, odksztalcer i przemieszczer
nalezy réwniez rozpatrywaé wariacje obszaru zajmowanego przez cialo. Nastepnie wyko-
rzystamy te zasady przy wyznaczaniu warunkow optymalnoéci ksztattu brzegu ciala.
Nasza analize ograniczymy do materiatéw sprezyscie nieliniowych z potencjatami naprezen
i odksztalcen W(oy;) oraz U(e;) takimi, ze
) ey = ow ou

] oy =
Dalej przyjmiemy, ze W(o;;) i U(g;;) sa jednorodnymi funkcjami rzedow (n-+1) i (k-+1),
takimi, Ze

Oey;

aw
2 O1j€; = Oy = (n+1DW(oy) =
0oy

;:l]j gy = (k+1)U(ey),

gdzie kn = 1. Dla jednoosiowego stanu naprgZenia zalezno$¢ naprezenie-odkszialcenie
jest opisana zatem przez zwiazek & = co”, gdzie ¢ oraz n sg parametrami materiatowymi.
Dia n = 1, zwigzki (1) odpowiadaja materialowi sprezyécie liniowemu, podlegajacemu
prawu Hooke’a.

2. Zasada prac przygotowanych przy réwnoczesnej warlacjl pola przemleszczen i ksztaltu brzegu

Niech dane cialo sprezyste B, zajmujace obszar ¥ i ograniczone brzegiem S znajduje sig
w stanie réwnowagi statycznej pod dziataniem danych sit powierzchniowych, rys. 1.
Powierzchnia graniczna sktada si¢ z dwoch czgéei S; i S,,. Na czgéei brzegu S; dane sg sily
powierzchniowe TP = oy;n;, za$ na brzegu S, zadane sg przemieszczenia u; = u?.
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Rozpatrzmy nieskonczenie malg wariacje konfiguracji ciala B okreslona przez ciagle
i rézniczkowalne pole wektorowe dp; = ;i (x) takie, ze dowolny punkt P ciata przechodzi
w punkt P* zgodnie z zaleZnoscia '

3 P~ P:x¥ = x;+ 6g,.

Rys. 1. Cialo B podparte na S, i obciazone na brzegu S: poddanym wariacji

W wyniku transformacji (3) obszar pierwotny V¥ przechodzi w obszar V'* za$ brzeg S,
przechodzi w brzeg S¥. O funkcji d¢; zalozymy ponadto, ze znika ona na brzegu S,, tak,
7e ksztalt brzegu podpartego nie ulega zmianie podczas wariacji ksztattu ciata.

Oznaczmy naprezenia, odksztalcenia i przemieszczenia ciata B przed wariacia ksztattu
przez oy, &y i u;. Pola te spetniaja odpowiednio réwnania réwnowagi, warunki nieroz-
dzielnosci oraz warunki brzegowe na S; i S,. Rozpatrzmy teraz wariacje pdl statycznych
i kinematycznych. Dla pola przemieszczen mozemy napisaé, rys. 2a, [1]

4) ufF(x*) = w(x)+ duy(x),
Up 3 0.) | 6.. r b)

=

k*()q‘k

Rys. 2a) wariacja i przediuzenie pola przemieszezen b) przediuzenie pédla naprezen poza brzeg S

gdzie wariacja du; jest okreslona przez

(5) Suy = wF(x) —uy(%) F g o (%) O = Oty iy, Opi
i spelnia warunek

(6) o ou; =0nas,. v

Zauwazmy, ze Ju; przedstawia catkowita wariacje u;, podczas gdy du; jest wariacja
przemieszezen dla ustalonej konfiguracji pierwotnej ciata B. Wariacja odksztalceli wyrazona
jest analogicznie do (5) i wynosi

(7) 58” ='(Szu+8u'k6(pk,
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oraz

(8) eF(x*) = &;(x)+ de;(x).

Rozpatrzmy teraz statycznie dopuszezalne przedtuzenie pola naprezed okreslone przez,
1ys. 2b

) 05 (x*) = 0,,(x) + 01, 1(x) Sp;..

Zatem pole naprezen jest okre$lone réwniez poza brzegiem S, i spelia ponadto réw-
nania réwnowagi, skoro [1]

(10) ofy. f(x*) = 01,5(X) +01,15(x) S = 0.
Sity powierzchniowe na brzegu S wywolane naprezeniami (9) wynosié beda
(n TH(x*) = afx*)n,

gdzie n} jest jednostkowym wektorem normalnej zewngtrznej do brzegu S#. Dla konfigu-
racji ¥'* mozemy zatem napisaé
(12) [ otezave = [1ru0ds,+ [ Trurass.

v+ Sy S
SprowadzZmy teraz w réwnaniu (12) catkowanie po obszarze V* i powierzchni S¥ do catko-
wania po obszarze V i powierzchni S;. Uwzgledniajac w jakobianie przeksztalcenia (3)
jedynie wielkosci rzedu pierwszego ze wzgledu na dg, otrzymamy [1]

(13) dv* = (1+0g;, )V,
podczas gdy element powierzchniowy rnfdSF wyrazié mozemy przez [2]
(14) nFdSE = (n;+n; oy —n, 0@y, )dS,,

gdzie n; jest jednostkowym wektorem normalnej zewngtrznej do pierwotnego brzegu S;.
Uwzgledniajac zatem zwiazki (4-11) oraz (13) i (14), réwnanie (12) przedstawié
mozemy w postaci '
(15) j (015+ 015,k 001) (&4 081+ &4, 0) (1 + 0, AV =
y )

= J tiufdS, + f (01,4015, x 0p) Wy + O +uy 1 0) (ny+1; 8y, — i Opy, LS,
5, 5, _

Pomijajac czlony wyzszego rzedu niz pierwszy ze wzgledu na dg,., d&;y 1 0u; oraz wyko-
rzystujac rownosé

(16) . [ oyedv = [tuds,+ [ Touds,
14 Sy S,
réwnanie (15) mozemy przedstawi¢ w postaci

(7 Joude,av= [ T96m,aS,+ [U(owdp—o,0pIul, /mdS.,
v S, Se

ktéra przedstawia poszukiwana zasade prac przygotowanych. Stosujac dalej do ostatniego
czionu po prawej stronie réwnania (17) twierdzenie Stokesa, mozemy go przeksztaici¢ do
catki krzywoliniowej po krzywej I' ograniczajacej powierzchnig S,. Otrzymamy zateni

(8) - [oysE,av= [ TP 6u.dS.—§ ejiouitf dgfal,
v 3, I
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gdzie 1 jest jednostkowym wektorem stycznym do krzywej I, O przedstawia wariacje
punktéw powierzchni S, na krzywej I" za$ ej, jest symbolem permutacyjnym.

Jezeli teraz uwzglednimy, ze wariacja ksztaltu powierzchni S, na ograniczajacej ja
krzywej I" wynosi zero, dpf = 0, ostatni czlon po prawej stronie (18) znika i zasada prac
przygotowanych przy réwnoczesnej wariacji pola przemieszczen i ksztaltu powierzchni
obciaZzonej przyjmuje postac

(19) [ 0,;85,av = [ T? su,dS,.

v S,
Rozpatrzmy teraz posta¢ zasady (19) jezeli brzeg S, sklada si¢ z czesci obcigZonej Sy
na ktérej dzialajg niezerowe sity powierzchniowe T # 0 i ktorej ksztalt jest z géry dany,
dpr = 0 na Sy, oraz nieobciazonej czedci S, ktorej ksztait podlega wariacji, TP = 0,
Opx # 0 na Sy, rys. 3a. W takim przypadku réwnanie (19) przyjmie postac

(20) [ 0,88,dV = [ TP 5u,dSr.
|4 Sr

Niech teraz dane bedzie dwufazowe cialo sprezyste B ograniczone ustalonym brzegiem
S = $,uS; 1 zajmujace obszary ¥, i ¥, rozdzielone brzegiem wewngtrznym S,, rys. 3b.
Przyjmiemy, ze konfiguracja ciala doznawa¢ moze nieskonczenie matych wariacji okreslo-
nych transformacja (3), gdzie teraz funkcje dg; znikaja na catym brzegu zewnetrznym S,
W wyniku tak okreslonej transformacji ksztatt brzegu wewngtrznego S, moze podlegaé
wariacji, podczas gdy zewngtrzny brzeg S nie ulega zmianie.

b)

2
7,
v

Rys. 3a) Cialo podparte na .S, i obcigzone na Sr ze swobodnym brzegiem S, poddanym wariacji, b) Wariacja
ksztattu wewngtrznego brzegu S.

Niech naprezenia, odksztalcenia oraz przemieszczenia oznaczone beda odpowiednio
przez of}, ofP, &, &, uf" oraz u{® i niech spelniaja odpowiednio réwnania réwnowagi,
warunki nierozdzielno$ci oraz warunki brzegowe na §, i S;. Ponadto na brzegu wewnetrz-
nym S, przemieszczenia u; = uf i sity powierzchniowe T§ = oy;nf musza by¢ ciagle podczas

gdy ich gradienty moga doznawaé unieciagloéci. Mozemy zatem napisaé [3]
wil=0, [Tf]l= [glj]nj =0,
[l = fugung,  [TE = [TF.Ing
gdzie symbol [ ] oznacza skok odpowiednich wielkosci na powierzchni S, obliczany jako

ich réznica w obszarach ¥y i ¥,, np. [fi] = fiV(x) — f{?(x) dla x € S.. Jednostkowy wektor
normalnej na S; nf jest skierowany na zewngtrz obszaru ¥,.

(1) na S

(]
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Rozpatrzmy teraz wariacje pol przemieszezen uf*? i u{® okreslong przez (5) i spelniajaca
warunki
(22) ou;=0na S,, du,=0du nasS,, [du]l=0nas,.

Uwzgledniajac ostatni z warunkéw (22) oraz réwnanie (5), wariacje pél przemieszczen
na S, speinia¢ musza warunek

(23) [0u ]+ [u, 4]0 = 0, mna S,

Piszac teraz dla obu czegdci ciata zasade prac przygotowanych (19) i uwzgledniajac ciggtosé
sit wewnetrznych na powierzchni S, otrzymamy

4) [opospav,+ [of ospdv, = [ 10 sudS,+ [ T¢[6u1ds,,

Vi Va S, S,
gdzie T? oznaczaja dane sily powierzchniowe na brzegu obciazonym S, zas Tf sa po-
wierzchniowymi sifami wewnetrznymi na powierzchni S.. Wykorzystujac w (24) waranek

23) oraz rowiosc

(25) [1:,4] 09y = [”i,n] O,

gdzie d¢, oznacza sktadowa normalng wariacji brzegu S,, zasada prac przygotowanych
dla réwnoczesnej wariacji przemieszezen i ksztaltu brzegu wewnetrznego S, przyjmuje
postac

(26) [apoapdv,+ [op ssPdv, = [ TP 6wdS,~ [ Tiu;]0p,dS..
S, S

Ve Vs 3 c

3. Zasada uzupelniajacych prac przygzotowanych przy réwnoczesne} warlacji pola naprezen i ksztaltu brzegu

Wykorzystujac notacje poprzedniego punktu zatozymy teraz, ze transformacja ¥V — V#
polaczona jest z réwnoczesng wariacjg naprezen oraz, ze pole naprezeit o/ jest statycznie
dopuszezalne i spetnia odpowiednie warunki brzegowe. Mamy zatem

7 o (x*) = a(x)+00y,(x) = 01+ 00+ 04, x Or,
gdzie

(28) 80, = o (x)—0,,(x)

i statyczna dopuszczalno$é pola naprezen wymaga, aby

(29 ol ¥ = o1+ 80y, ;104,100 = 0.

Stad

(30) 86, ,; =0wV,

za$ sity powierzchniowe na brzegu S s3 okreslone przez

(31 THE(x*) = of(x*)n¥.

Oznaczajyc teraz calkowita wariacije sit powierzchniowych przez

(32) 0T = T#F(x*)—TP(x) = doyn,+o;;0n,
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i wykorzystujac réwnosé [2]

(33) dny = n¥F—n; = nmym oy, —1, 0y,

oraz uwzgledniajac (27) otrzymamy z (32)

34 0Guym; = OTP — TPmen, Oy, 1 — 01y, 11 i+ 011 Oy 5, na S,

Przedtuzajac analitycznie pola przemieszezen i odksztatcen z V' do V* mozemy napisa¢

UE(F) = 1)+t (%) O,

ef(x*) = &;(X)+ €1y, 1(X) Opy..

Zatem w konfiguracji V* napiszemy

(35)

(36) [orezdve = [rrudS,+ [ Trufdsy.
y* S, S¥

Postepujac podobnic jak w poprzednim punkcie zastapimy catkowanie w obszarach
V* i Sf przez catkowanie po obszarach V i S,. Wykorzystujac (13), (14) i (27 - 35) otrzy-
mamy, pomijajac cziony wyzszego rzedu ze wzgledu na dgy 1 oy

@D [(oy+85)e,dV = [ruldS,+ [ [Tour+STPu+ Tou,(dpe, s~
14 Sy S,
— 1 8k, 1)+ (04 09— 01, Oy, M dS, .
Odejmujac teraz (16) od (37) otrzymamy poszukiwana zasadg uzupelniajacych prac
przygotowanych w postaci

(38) fé?r”a,jdV= fatt“?dsu‘i‘J [6T?u,+ TPu,(O@y, y—neh, Oy, 1+
14 Sy Sy

+ (0 09,— 01, 6@, )uy, j1,)dS,.

Niech teraz powierzchnia S, bedzie sparametryzowana ortogonalnym krzywoliniowym
ukladem wspblrzednych «, f, rys. 4, pokrywajacych sie¢ z liniami glownych krzywizn
na S i niech @, b, oznaczajg jednostkowe wektory styczne do linii « i 5, za$ dq,, Ops,

O, oznaczaja skladowe wariacji punktdw powierzchni S, w kierunkach «, 8, n, przy czym
zachodzi

(39) 0¢. = a, Ogy, (SQ’b = b, dqy, O, = ny, 5%-

X

1

Rys. 4. Parametryzacja powierzchni S krzywoliniowym ortogonalnym ukladem wsp6lrzednych («, B)
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Uwzgledniajac, Zze dla dowolnej funkciji f(x) cigglej i rozniczkowalnej na S, zachodzi
1 1
(40) f.k = -A_f.mak'l'—B—f.ﬂbk-l-f:nnka

gdzie A2 i B? sq wspolczynnikami pierwszej formy kwadratowej powierzchni S, réwnanie
(38) przeksztalcimy do postaci

(41) f 0o, &,;dV = f&tlu?dS,,+ f(STiOu,-dS,+ f{(T?u,),,,—ZT,Ou,H—
|4 S, S, 5,

1
~ oy e ne— TPu} dpedS,+ f[(T?u,nkéan)_a+(TSuf;1k5¢k),ﬁ] A—Brds”
S!
gdzie H oznacza $rednig krzywizng¢ powierzchni S,. W réwnaniu (41) wykorzystano
ponadto réwnosé

(42) 2Hn, = 71% [(Bay), o+ (Aby), 4]

Jezeli na krzywej ograniczajacej powierzchnig¢ S, znikaja wariacje ¢y, to ostatnia
calka po prawej stronie (41) staje si¢ réwna zeru i poszukiwana zasada uzupelniajacych
prac przygotowanych przy rownoczesnej wariacji pola naprezen i ksztaltu brzegu obciaZo-
nego przyjmuje postadé

S,

"

(43) f(sc_rue,jdV= fét,u?dS,,+ féTiOu,dS,+ f{[(T?u,)_,,—ZTf’u,.H—
14 S; S,

~ oy el — TR} 0 dS, .

Zauwazmy, ze zasada (43) (jak réwniez (19)) jest stuszna zardwno w przypadku gdy sity
powierzchniowe na S, sg sitami zachowawczymi jak réwniez w przypadku sit niezacho-
wawczych.

Niech teraz powierzchnia S, sklada si¢ z obciazonej czgéci Sy o zadanym ksztalcie,
T? # 0 dp, = 0 na Sy, i nieobcigzonej czebci Sy ktorej ksztatt moze podlegaé zmianom,
T? = 0 8¢y # 0 na S,. W takim przypadku z réwnania (43) otrzymamy

(44) [ 5, e4dv = [ 0tupdS,~ [ 01, ,80,dS0.

14 Sy So
Wprowadzajac na S, lokalny prostokatny uklad wspdlrzednych (»,) z osia y; normaing
do S, 1 osiami y, i y, lezacymi w plaszczyZnie stycznej do Sy, z rownania (44) otrzy-
mamy zasade uzupelniajacych prac przygotowanych w postaci

(45) [ 83 endV = [6tu2dS,~ [oueudp.dSs, k,1=1,2,
12 s, So
gdzie ostatni czlon po prawej stronie przedstawia iloczyn ,,wewnetrznych’” naprezen
1 odpowiednich odksztalcen.
Réwnie fatwo otrzymaé mozemy zasade uzupelniajacych prac przygotowanych w przy-
padku wariacji ksztattu wewnetrznej powierzchni S, ciala dwufazowego rozdzielejacego
materialy o réznych wlasnosciach sprezystych, rys. 3b. Korzystajac z notacji wprowadzongj



276 K. Dems

w poprzednim punkcie oraz uwzgledniajac ciaglo$¢ przemieszczen oraz sit powierzchnio-
wych i ich wariacji na S;, z réwnania (43) napisanego dla obu czgsci ciata otrzymamy

@6 [oepepdv,+ [s5Pepdv, = [ oqufdS,+ [{[(Teus) Jng—
vV, vy u S

— [ov; &g — [TEauf} dpudsS,.
Uwzgledniajac teraz warunki (21) oraz réwnosé
“47 [o);€5] = [on] &t 0im[en] na Se

gdzie o i e (k, [ = 1, 2) oznaczaja ,,wewngtrzne” naprezenia i odksztatcenia w kierunku
osi k, I lezgcych w plaszezyznie stycznej do S, 1 o0y, = T7 (i=1,2,3;n = 3) sg ,,ze-
wnetrznymi” naprezeniami dzialajacymi na niecigglych odksztalceniach [e1,] = [uf,],
z réwnania (46) otrzymamy poszukiwana zasade uzupelniajgcych prac przygotowanych
w postaci

@) [sapebav,+ [65ePav, = [ otufdS,~ [lowlawdpdS.  k,1=1,2.
V; V2 " ¢

gdzie ostatni czton po prawej stronie przedstawia iloczyn skoku ,,wewnetrznych® naprezen

i odpowiednich odksztatcen, ktére sg ciggle.

4. Warunki optymalnosci ksztaltu brzegu ciala

Rozpatrzymy teraz problem optymalnego projektowania ksztaltu brzegu ciata. Dyskusje
nasza ograniczymy do projektowania ksztaltu konstrukcji przy ktérym osiaga ona mini-
malna podatno$é¢ (maksymalna sztywnos$€) w klasie cial o danym z géry catkowitym
koszcie materialu. Tego rodzaju projektowanie proponowane byto po raz pierwszy przez
WASIUTYNSKIEGO [4]. Generalne sformulowanie problemu tréjwymiarowego rozpatrywane
bylo przez MRroza [5, 6], ktory podal globalne warunki optymalnosci w przypadku pro-
jektowania ksztaltu brzegu swobodnego ciala, a rozszerzenie na inne ograniczenia roz-
patrywane bylo przez PRAGERA [7]. DEMS i MR6z [8, 9] rozpatrywali zagadnienia wielo-
parametrowej optymalizacji ksztaltu brzegu swobodnego i wewnetrznego konstrukcji
wykonanych z materialéw fizycznie nieliniowych. W pracy [8] rozpatrzono ponadto
algorytm numerycznego rozwigzania problemu metods elementéw skofczonych. Problem
optymalnego ksztaltu skrecancgo preta pryzmatycznego rozwiazywany byl przez DEMSA
[10]. W przedstawionej pracy rozszerzymy rozwazania zawarte w pracach [8, 9] na zagad-
nienie optymalnego projektowania ksztaltu brzegu obcigzonego konstrukcji wykonanej
z materiatu fizycznie nieliniowego, przy czym rozpatrzymy obcigZenie sitami zachowaw-
czymi, jak réwniez sitami niezachowawczymi, zaleznymi od konfiguracji brzegu. Dalej
wykazemy réwnowazno$¢ warunkéw optymalizacji przy projektowaniu na minimum
podatnosci i maksimum sztywnosci konstrukcji.

Rozpatrzmy cialo B pokazane na rys. 1 i wyznaczmy warunki optymalnodci ksztattu
brzegu obciazonego przy projektowaniu na minimum podatnosci. Catkowity koszt ma-
teriatu konstrukeji okreélimy jako

(49) C=cV
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gdzie ¢ jest jednostkowym kosztem materiatu, za$ V' oznacza objetos¢ ciala. Przyjmijmy
catkowita energi¢ uzupelniajaca jako miarg globalnej podatnoéci konstrukcii

(50) n, = [ Wopdv— [rulds,.
14

S,

Zauwazmy, 2e dla jednorodnej funkéji gestoscl energii uzupelniajacej, z uwagi na (2),
zachodzi

1
(51) Ty = ~—— fTPu,.dS,, dla S,=0,
n+1 J

(52) 7y = f tulds, dla S, =0
S

n+1

i catkowita energia uzupelniajaca jest proporcjonalna do pracy sit powierzchniowych
na .S, lub §,. Problem optymalizaciji

(53) min., dla €< G,

gdzie C, jest danym z géry catkowitym kosztem materiatu konstrukcji, moze by¢ za-
stapiony przez poszukiwanie warunkow stacjonamosci funkcjonatu

(54) 7501, @ur A) = 75+ A(C— Co)

gdzie A jest dodatnim mnoznikiem Lagrange’a. Pierwsza wariacja funkcjonatu (54) z uwagi
na o;;, @ i A wynosi [1]

(55) bn, = f(SE” 7%—”1 av+ ank S dS, — f&tluf’dS,,+ Ac f 1 0@, dS; + SA(C— Cy).
v 4 5, 5, 3

T

Wykorzystujac zasade uzupehiajacych prac przygotowanych (43) otrzymamy warunek
stacjonammosci

(56)  Om, = f {IWH(TPu), . —2Tu.H—o0y; 8 ]n,— Topu,} 09, dS, +
5

+ [ 8T0udS 42 | n,dp,dS,+B5MC—Co) = 0.
S

' St

Rozpatrzmy teraz wariacje sit powierzchniowych 672, W przypadku zachowawczego pola
sit napiszemy

(57) TP = T?[u(x)]
1 wariacje sit powierzchniowych spowodowang zmiang ksztaltu brzegu S, okreslimy przez
(58) 8T = TPy oy

Uwzgledniajac teraz (58) w warunku stacjonarnosci (56) oraz wykorzystujac (39) otrzy-
mamy

(59 by = [ (W (TPup), a2 T H—0y56,+ Ac] p,dS,+ 3M(C—Co) = 0.
Sl

8 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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Z uwagl na niezaleinos¢ wariacji dg,, 64 z réwnania (59) otrzymujemy lokalne
warunki optymalnosci ksztaltu brzegu obcigzonego sitami zachowawczymi w - postaci

(60) oyey— WH2TPuH~(T{u) ., = Ac na S,, C= C,.

Jako przyktad niezachowawczego pola sif, rozpatrzmy sily powierzchniowe zaleine od

punktu i konfiguracji powierzchni S;, 7 = T7(xx, S;), dane w postaci

(61) T = p(xon,

gdzie n; oznacza wektor jednostkowy normalnej zewnetrznej do .S, za$ p(xy) jest funkcja

punktu. Tak wiec réwnanie (61) przedstawia soba obciaZenie brzegu zmiennym ciénie-

niem p skierowanym stale wzdhuz normalnej do powierzchni S,. Tego rodzaju obcigZenie

wystgpuje przy projektowaniu np. zbiornikéw ci$nieniowych, zapér wodnych itp.
Wykorzystujac (33), wariacje sit (61) spowodowana zmiang ksztaltu brzegu przedsta-

wimy w postaci

(62) 0T = Op(xn+p(x) ony = p, ity 6+ p(n 1 0@y, =1 01, 1),
za$ prace wariacji sit 677 na przemieszezeniach w; wyrazimy przez
63) [ oTPuds, = [{[2pnuH—(pnu),,+ @), Inet (on), st} g, dS,.
sl St
Uwzgledniajac teraz (61) i (63) w (56) oraz wykorzystujac (39) otrzymamy warunek
stacjonarnosci
(64) dmy = [ [W=0yyei+(pus), i+ A 8g,dS,+ 84(C—Co) = 0,
Sl

skad z uwagi na niezaleznoé¢ wariacji de,, 61 otrzymamy lokalne warunki optymalnosci
ksztattu brzegu obcigZzonego niezachowawczymi sitami normalnymi do brzegu

(65) O‘UEU-‘ W—-(pui)_i = ﬂ.C na SIS C = Co.

Poszukiwane warunki optymalnosci, korzystajac z pojecia energii potencjalnej, otrzy-
mamy stosujac podobny tok postgpowania. Przyjmijmy energie potencjaing

(66) m, = fU(s,-j)dV—— fT?u,dS,,
12 $,
jako miare globalnej sztywnosci konstrukeji. Problem optymalizacji sformutujemy teraz
nastepujaco '
67 max. 7w, dla C<C,.
Warunki optymalno$ci wyznaczymy rozpatrujac funkcjonat
(68) nl,l(ul’ Tlo: Pr> )”) = 7'5,,—/'{(C— CO),

ktérego pierwsza wariacja wynosi

, U _ '
69) o, = f 5o SV f Uny 5dS,— 6 f TOu,dS,— ic f e Sp,dS, —
S -

—8MC—Cy) = 0.
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Wariacje pracy sif powierzchniowych wyrazimy jako

(70) o [ TOu,dS, = [ 6TPu,dS,+ TP su,dS,+ TPu, 5(dS,).
S, 3,

Wykorzystujac teraz (5) oraz rowno$é [2]
(71) 6(dS,) = (0@k, k=1, 01, 1) ASy,

rownanie (70) przedstawimy w postaci

(72) 6 fT;ou,dS, = fﬁT?u,dS,+ TP 6u,dS,+[(TPu) w—2TPu,Hln, O, dS, —
SI Sf

— TP u, 6(}3de,+71% [(TPu,Bay, 6pi), o+ (T{u; Ab, 69, 51 S,

gdzie ostatni czlon po prawej stronie staje sig rowny zeru, jezeli na krzywej I" ograniczajacej
powierzchnig S, wariacja dg; = 0.

Wykorzystujac teraz w réwnanie (69) zasade prac przygotowanych (19) oraz réw-
nanie (72)otrzymamy warunek stacjonarnosci funkcjonatu (68) w postaci

(73) 67‘5:« = f {[U—(T?ui),,,+2T?u1H]nk+ T?,kul} 5¢Ldst— f (ST?UidSt—‘-
M St

—c [ m,0pudS,—864(C—Co) = 0.

5

¢

Jezeli powierzchnia S, jest obciazona zachowawczym ukfadem sit (57), ktérych wariacja
wyrazona jest przez (58), z réwnania (73) otrzymamy lokalne warunki optymalnosci

74 U—(T?u) ,+2T u;H= Acna S,, C= C,.

W przypadku niezachowawczego pola sit (61), ktorego wariacja okre§lona jest przez
réwnania (62 - 63), lokalne warunki optymalnosci ksztaltu brzegu S, otrzymane z row-
nania (73) przyjmujg postaé

(75) . . U—(puy),;= Acnas,, C=C,.

Zauwazmy réwnoczeénie, ze réwnowainoéé globalnych warunkéw (56) i (73) lub
lokalnych (60) i (74) oraz (65) i (75) wynika bezposrednio z réwnosci

(76) U+ W= GUEU'

Jezeli teraz optymaiizacji bedzie podlegaé ksztalt brzegu swobodnego S, ciala (77 =
= 0T7 = Ona S,, réwnania (56, 73)), toz réwnania (56) otrzymamy lokalny warunek
optymalno$ci w postaci

(77) Oy &iy— W= A¢ na So, C= Co,
lub, z réwnania (73), [8]
(78) U= Acna Sy, C=Cp.

8*
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Réwnie latwo otrzymaé mozemy warunki optymalnosci ksztaltu brzegu wewnetrz-
nego ciala, rys. 3, rozdzielajacego materiaty o réZnych wlasnosciach sprezystych w klasie
cial o danym calkowitym koszcie materiatu okreslonym teraz przez
(79) C=cVi+e,V, < Gy,
gdzie ¢, 1 ¢, s4 jednostkowymi kosztami obu materialow.

Minimalizacja catkowitej energii uzupelniajacej 7., przy wykorzystaniu zasady uzu-
pehiajacych prac przygotowanych (48) prowadzi do lokalnych warunkow optymalnodci
ksztattu powierzchni wewnetrznej, danych w postaci [9]

(80) . ol ea—[W]= A(cy—¢2) na S, C = Cy,

za§ maksymalizacja energii potencjalnej m,, przy wykorzystaniu zasady (26), prowadzi
do warunkdw optymalunodei postaci [9] , .

(81) [U]—Tio[”l,n] = 2(01—02) na SC’ C = C’0'

5. Przyklad optymalizacji ksztaltu brzegu obcigzonego

Jako prostg ilustracje wykorzystania otrzymanych w poprzednim punkcie warunkdw
optymalnosci rozpatrzmy problem optymalnego projektowania grubodciennej rury koto-
wej obcigzonej stalym ci$nieniem wewng¢trznym p,, i zewngtrznym p., rys. 5. Rura o we-

Rys. 5. Rura kolowa poddana stalemu ci$nieniu wewnetrznemu i zewnetrznemu

antrzn}m promieniu }'w i zewngtrznym F, wykonana jest z materiatu liniowo sprezystego.
Problem optymalizacji ograniczony jest do wyznaczenia wartoéci promieni r, i r,, dla
ktérych podatnos¢ rury osiaga minimum, przy zachowaniu stalego pola powierzchni
przekroju poprzecznego rury. Zakladajac catkowity koszt rury jako proporcjonalny
do pola powierzchni jej przekroju otrzymamy
(82) C = cn(r} —r3).

Calkowita energia uzupehiajaca rury, odniesiona do jednostki jej dlugosci, wynosi¢
bedzie

Lo
(83) Mo = oF J (62 —-2v0,0,+0?)rdr,
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gdzie o, 1 0, oznaczaja naprezenia promieniowe i obwodowe, zas E i v sa stalymi spre-
zystoéci. Rownanie réwnowagi

d
(84) W(ro‘r)_'o‘r =0,

uzupelnione jest warunkami brzegowymi
TI(') = —0, = +Dy, T? =0 dla rF=r

(85) T = ¢, = —p,, TP =0 dla r=r,.

Powyzsze rownania uzupeinimy warunkiem stacjonarnoéci (65), wyrazonym przez napre-

zenia w postaci
(O‘I+PW)2—2P‘%(I "_'V) = ZACE, dla— I = rw’

(59 (0,+p)*—2p2(1—v) = 2AcE, dla r =r,.

Réwnanie (84) spelnimy tozsamosciowo, przyjmujac pole naprezen w postaci [11]
(87) 6, = 4B, o= -4B,

za$ warunki brzegowe (85) sa spelnione, gdy

(88) | A—.zrrz(pz ~DPw)s B=p—”r§’—:r%’ﬁ—.

Warunki optymalnosci (86), przy uwzglednieniu zwiazkéw (87) i przedstawimy w po-
staci .
23 (pu— ) — Do —12)?(1—%) = AcE@I —13)%,
28 (pu—p) 2 —Ph(E —18)*(1—v) = AcE(?—rd)2.
Ograniczenie natozone na catkowity koszt materiatu rury, z uwagi na (82) wyrazimy
w postaci
(90) ri-r. =4
gdzie g > 1 jest danym kosztem wzglgdnym projektowania,

Rozwiazujac uklad réwnan (89 - 90) wyznaczymy poszukiwane wartosci optymalnych
promieni r,, 1 7,

o) __]/ (3—w)p,—<1+v)pw l/ (3_,,)pw#(1+y)p,

przy czym musi zachodzi¢

(89)

Dy 3y
92) 1 << T

Jezeli nierownosé (92) nie jest spetniona, réwnania warunkéw optymalnosci (89) nie maja
rozwigzan rzeczywistych. _
Podatnos¢ rury (83), wykorzystujac (87) i (88) przedstawimy w postaci

©3) 1y = =5 L2 =p, ) +(1=) @urd =por2Y)
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: Rysunék 6. przedstawia zmiang podatnosci rury o ustalonym. koszcie wzglednym
projektowania w przypadku » = 0.3 jako funkcj¢ promienia wewnetrznego r,,, dla usta-
lonego stosunku cigniet p,/p,. Dodatkowo pokazana jest zmiana wartodci naprezei

TRE T T 1 6
R R
8,90 i-61/F), -10
8,86/~ -08
8,82/ -lo6
8,781 o
(6,/R), -
8741 o2
] !
8.70 ST S B R

Rys. 6. Zmiana podatnosci rury i naprezed obwodowych w funkeji promienia wewnetrznego (» = 0.3,
g =25, pulpz = 2).

obwodowych ¢, na wewngetrznym i zewngtrznym brzegu rury. Latwo ZauwaZyé, Ze wartosci
r, 1 r; spefniajace warunki optymalnogci (91) odpowiadaja globalnemu minimum podat-
nofci rury. S ' '

6. Whioski

Wyznaczone zasady prac przygotowanych i uzupehiajacych prac przygotowanych
tworza podstawy do rozpatrywania szerokiej klasy probleméw optymalnego projektowania
konstrukcji. W przedstawionej pracy rozpatrzono problem projektowania sztywnoscio-
wego konstrukcji. Jednakie rozszerzenie na inne kryteria optymalizacyjne, jak np. po-
datno$¢ dynamiczna, stateczno$é, projektowanie naprezeniowe [7] czy tez projektowanie
na minimum dowolnego funkcjonatu zaleznego od pét naprezefi i odksztalcer, moze byé
uzyskane réwnie latwo, skoro znane sg odpowiednie zasady waridcyjne.

Otrzymane warunki optymalnosci tworza uklad nieliniowych réwnan pozwalajacych
wyznaczy¢ parametry generujace ksztalt optymalnego brzegu. Rozwigzanie takiego ukiadu
jest ogélnie mozliwe przy zastosowaniu proceséw iteracyjnych analizy-syntezy, co bylo
dyskutowane w [8], gdzie do rozwiazania problemu optymalizacji ksztaltu brzegu wyko-
rzystano metode elementow skonczonych.

Nalezy réwniez wspomnieé, Ze wyznaczone zasady wariacyjue, oprocz problemdéw
optymalnego projektowania, pozwalajg na rozpatrywanie w podobny sposéb problemow
o innej ,naturze” fizycznej, jak np. propagacja peknigé, transformacja faz itp., gdzie
ksztalt nieznanej powierzchni stanowi czgéé rozwigzania.
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Pesome

BAPUAIIMIOHHDIE ITPABMJIA MEXAHUWKW IJIS1 IIEPEMEHHEBIX OBJIACTEM
1 UX UCIIOIB30BAHUE OJIA OIITTHUMAJIM3AIIMN KOHCTPYKIIUN

B paGore BoIBeJeHBI BAPHALMOHHBIE IIPABMIA MEXAHVKHM IS CIOyvasd, KOrga (opMa TPaHHLEI,
OKDYM(AIOILEH TEN0, MOYKET H3MEHATHCA. PaccMOTpeHbl COXPAHMIONINECS M HECOXPAHMIOIUECA OIS
CHJI B 33aBUCHMMOCTH OT KOH(MHIypanud rpaHunnl, IIpoaHaH3upoBaHA BO3IMOMKHOCTL OITHMATHIAUMH
opMbI IPaHULIBL, OKPYIKAIOLIEH YIIPYIOe TENO0, ¢ TOUKK 3PEHMA MHHEMATH3AMHH €€ YCTYITIHBOCTH | Onpe-
Jenenbl HeoOXOuMble YCJIOBHA ONTHUMAaNBHOCTH IS CAyYas M3MEHSIOUXMXCA HATPpyy(eHHbIX ¥ CBOGOM-
HDBIX TPadHIl, & TAloKe IS CIyuas U3MEHTIOMEHCsT BHyTpPeHHeH I'paHmlbl, pas/ensiomell maTepHab!
C pasyIMYHLIMH YIPYTHMH CBOMCIBAMH.

Summary

THE VARIATIONAL PRINCIPLES OF MECHANICS FOR YARTABLE DOMAINS AND THEIR
UTILIZATION FOR STRUCTURAL OPTIMIZATION

The paper provides the virtual displacement and stress principles in the case when the simultaneous
variation of external or internal boundaries bounding an elastic body is considered. Both the conservative
and nonconservative, dependent on boundary configuration load systems are considered. Next, we consider
the problem of mean compliance design of a structure with unspecified in advance shape. The optimality
conditions are generated for the case of optimal shape design of loaded and free external boundaries as
well as for design of interfaces separating materials of different stiffness.
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