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1. Wstęp

Zasady  prac przygotowanych  oraz uzupełniają cych prac  przygotowanych są  podstawfe
wariacyjnego  sformuł owania  zagadnień  statycznej  równowagi  ciała  pod działaniem  ze-
wnę trznych  i  wewnę trznych  sił . Najczę ś ciej  kształt  ciała  jest z góry  okreś lony  i  wariacji
podlegać mogą  pola naprę ż eń, odkształ ceń i przemieszczeń. Istnieje jednak szereg zagadnień
w  których  istotnym  jest  uwzglę dnienie  zmiany  kształ tu  brzegu  ograniczają cego  ciało,
lub  jakiejkolwiek  powierechni  wewną trz  rozpatrywanego  ciał a.  Zagadnieniami  takimi
mogą   być problemy  optymalizacji  kształ tu ciała, zagadnienia propagacji  pę knię ć,  transfor-
macji  faz przy  krzepnię ciu itp.

W  przedstawionej  pracy  zajmiemy  się  wyznaczaniem  wspomnianych  zasad  waria-
cyjnych  w  przypadku  gdy oprócz  wariacji  pól naprę ż eń,  odkształ ceń  i  przemieszczeń
należy  również  rozpatrywać  wariację   obszaru  zajmowanego  przez  ciał o. Nastę pnie wyko-
rzystamy  te zasady  przy  wyznaczaniu  warunków  optymalnoś ci  kształ tu  brzegu  ciał a.
Naszą  analizę  ograniczymy  do materiał ów sprę ż yś cie  nieliniowych z potencjałami naprę ż eń
i  odkształ ceń  W(atj)   oraz  U(BIJ)  takimi, że

dW  dU

Dalej  przyjmiemy,  że W(<r,7) i  U(sij)  są  jednorodnymi  funkcjami  rzę dów  (n+l)  i  (k+l),

takimi, że

(2)  aueu  = atJ- Ę ^~  =  (ji+\ )W{o ti)  -   - T ~ «M =   (k+l)U(su),

gdzie  kn = 1. D la jednoosiowego  stanu  naprę ż enia  zależ ność naprę ż enie- odkształcenie
jest  opisana zatem przez  zwią zek  e =  ca",  gdzie c oraz n są  parametrami materiałowymi.
D la  n — 1, zwią zki  (1) odpowiadają   materiał owi  sprę ż yś cie  liniowemu,  podlegają cemu
prawu H ooke'a.

2.  Zasada  prac  przygotowanych  przy  równoczesnej  wariacji  pola  przemieszczeń  i  kształ tu  brzegu

N iech dane ciało sprę ż yste  B, zajmują ce  obszar Vi  ograniczone brzegiem S znajduje się
w  stanie  równowagi  statycznej  pod dział aniem  danych  sił  powierzchniowych,  rys.  1.
Powierzchnia graniczna  skł ada się  z dwóch czę ś ci St i Su. Na czę ś ci brzegu  S, dane są  siły
powierzchniowe  T° =  a^nj, zaś na brzegu  Su  zadane  są   przemieszczenia  w( = w°.
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Rozpatrzmy  nieskoń czenie  małą  wariację  konfiguracji  ciała  B  okreś loną  przez  cią głe

i róż niczkowanie pole wektorowe  <5<pt =   dcpiix) takie, że dowolny  punkt P  ciała przechodzi

w punkt P*  zgodnie  z  zależ noś cią

(3)  P- +P*\xf*'

Rys.  1.  Ciało B  podparte  na S„  i  obcią ż one  na brzegu  S,  poddanym  wariacji

W  wyniku  transformacji  (3)  obszar  pierwotny  V przechodzi  w  obszar  V*  zaś  brzeg  S,
przechodzi  w brzeg  Sf.  O funkcji  dq>t  zał oż ymy ponadto, że znika  ona na brzegu  Su,  tak,
że  kształt  brzegu  podpartego  nie  ulega  zmianie  podczas  wariacji  kształ tu  ciał a.

Oznaczmy  naprę ż enia, odkształ cenia  i przemieszczenia  ciała  B  przed wariacją  kształ tu
przez  cy,  £ij  i  w;.  Pola  te  speł niają  odpowiednio  równania  równowagi,  warunki  nieroz-
dzielnoś ci  oraz warunki  brzegowe  na  St  i  Su.  Rozpatrzmy  teraz  wariację  pól  statycznych
i  kinematycznych.  D la  pola  przemieszczeń  moż emy  napisać,  rys.  2a,  [1]

(4)

Rys.  2a) wariacja  i  przedł uż enie  pola  przemieszczeń  b) przedł uż enie  póła  naprę ż eń  poza  brzeg  St

gdzie wariacja  dui jest  okreś lona  przez

(5)  diii  =   uf(x)—u,(x)+ut<k(pć )  5<pk  =  5ut+Ui tkd<pk

i  speł nia warunek

(6)  dut  =  OnaS, ,.

Zauważ my,  że  <5w; przedstawia  cał kowitą  wariację  tą ,  podczas  gdy  dui  jest'wariacją
przemieszczeń dla ustalonej konfiguracji  pierwotnej  ciała B. Wariacja  odkształ ceń wyraż ona
jest analogicznie  do  (5) i  wynosi
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oraz

(8)  «8(x*) - «ii(x) + a«y(*)'
Rozpatrzmy  teraz  statycznie  dopuszczalne  przedłuż enie pola  naprę ż eń  okreś lone  przez,
rys. 2b

(9)  ff|J(**)   =  aijfr)   + "o. *(* ) M •

Zatem  pole naprę ż eń jest  okreś lone  również  poza  brzegiem  S, i spełnia ponadto rów-
nania  równowagi,  skoro [1]

(10) tH.f(x*)   =  <yUJ{x) + aihk}{x)6q>k  = 0.

Siły  powierzchniowe  na brzegu  S?  wywołane  naprę ż eniami  (9) wynosić  bę dą

(11) Tt(x*)  -  oftx*)nf,
gdzie  w,* jest jednostkowym  wektorem normalnej zewnę trznej  do brzegu Sf.  Dla  konfigu-
racji  F* moż emy zatem napisać

(12)  J  <»fl «f/dV*  = /   <fM,odSB +  /   Tf«fdS?.

Sprowadź my  teraz w równaniu  (12) całkowanie po obszarze V* i powierzchni Sf  do całko-
wania  po obszarze  V i  powierzchni  S,.  Uwzglę dniając  w jakobianie  przekształcenia  (3)
jedynie  wielkoś ci  rzę du  pierwszego  ze  wzglę du  na  d<pk  otrzymamy  [1]

(13)  dV*=(l   + d<pkJdV,

podczas  gdy  element  powierzchniowy  nfdŚ f  wyrazić  moż emy  przez  [2]

(14) nfdSf m  (nj+njd<pk,k- nkó(pk,j)dSt,

gdzie  nj jest jednostkowym  wektorem  normalnej  zewnę trznej  do pierwotnego  brzegu  St.
Uwzglę dniając  zatem  zwią zki  (4- 11)  oraz  (13) i  (14),  równanie  (12) przedstawić

moż emy w postaci

(15)  J

.  =   Jf,u?d'S„+   f  (cfij + au

Pomijając  człony wyż szego rzę du niż pierwszy  ze wzglę du  na 5<pk,  ósij i Sut oraz wyko-
rzystując  równość

(16)  /   ausudV  =  ftiu?dS„+  j  TfthdSf,
v  s«  s>  ;

równanie  (15) moż emy przedstawić  w postaci

(17)  jaud- et]dV=  j  T?8titdSt+  {[(ondcpj- ctudcpkMjń tdSt,
v  s,  .  s,

która  przedstawia  poszukiwaną   zasadę  prac przygotowanych.  Stosując  dalej  do  ostatniego
członu po prawej  stronie równania  (17)  twierdzenie  Stokesa,  moż emy go przekształcić do
całki  krzywoliniowej  po  krzywej  F  ograniczają cej  powierzchnię   S,. Otrzymamy  zatem

(18)  /   otjdsudV=  j  TfdutdSt-
v  st  '  '  •   •
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gdzie  t[  jest jednostkowym  wektorem  stycznym  do  krzywej  F,  dcpf  przedstawia  wariację
punktów  powierzchni  St  na  krzywej  V  zaś  e ĵ  jest  symbolem  permutacyjnym.

Jaż eli  teraz  uwzglę dnimy,  że  wariacja  kształ tu  powierzchni  St  na  ograniczają cej  ją
krzywej  F  wynosi  zero, dcpf  = 0,  ostatni  czł on po prawej  stronie  (18) znika  i zasada prac
przygotowanych  przy  równoczesnej  wariacji  pola  przemieszczeń  i  kształ tu  powierzchni
obcią ż onej  przyjmuje  postać

(19)  /   au  6eudF  =   JT?  óu,dSt.
v  st

Rozpatrzmy  teraz  postać  zasady  (19)  jeż eli  brzeg  St  skł ada  się  z  czę ś ci  obcią ż onej Si-
na,  której  dział ają  niezerowe siły  powierzchniowe  T°  ^  0 i której  kształt jest z góry  dany,
b(pk = 0  na  ST,  oraz  nieobcią ż onej  czę ś ci  So  której  kształt  podlega  wariacji,  Tf  =  0,
dcpk  #  0  na  £„ , rys.  3a.  W  takim  przypadku  równanie  (19)  przyjmie  postać

(20) J  ary de,jdV  =  J  Tf  dutdST.
V ST

Niech  teraz dane bę dzie dwufazowe  ciało  sprę ż yste  B  ograniczone ustalonym  brzegiem
S  =  SuuSt  i  zajmują ce  obszary  Vx  i  V2  rozdzielone  brzegiem  wewnę trznym  Sc,  rys.  3b.
Przyjmiemy,  że konfiguracja  ciała doznawać może nieskoń czenie mał ych wariacji  okreś lo-
nych  transformacją  (3), gdzie  teraz  funkcje  <5<p;  znikają  na  cał ym, brzegu  zewnę trznym  S.
W  wyniku  tak  okreś lonej  transformacji  kształt brzegu  wewnę trznego  Sc  może  podlegać
wariacji,  podczas  gdy  zewnę trzny  brzeg  S  nie  ulega  zmianie.

Rys.  3a) Ciało podparte na Su  i obcią ż one na ST  ze swobodnym brzegiem So poddanym wariacji, b) Wariacja
kształ tu  wewnę trznego  brzegu  Sc

Niech  naprę ż enia,  odkształ cenia  oraz  przemieszczenia  oznaczone  bę dą  odpowiednio
przez a\ j\  a\ f,  e\ f,  e\ f,  «}X)  oraz u\2}  i niech speł niają  odpowiednio  równania  równowagi,
warunki nierozdzielnoś ci  oraz warunki brzegowe  na S„ i £ ,. Ponadto na brzegu  wewnę trz-
nym Sc  przemieszczenia ut  =   w£ i siły powierzchniowe  Tf  — a^rij muszą  być cią głe podczas
gdy  ich  gradienty  mogą  doznawać  niecią gł oś ci.  Moż emy  zatem  napisać  [3]

(21)
[uf]  = 0, [Tf]   =  [ffjn j

,  [ 7Y.J-

= 0 ,
na

gdzie  symbol  [ ] oznacza skok  odpowiednich wielkoś ci  na powierzchni  Se  obliczany  jako
ich róż nica w obszarach  Vt  i V2,  np.  [/;]  = / /  1}(x)  - fl2\x)  dla x  e Sc.  Jednostkowy wektor
normalnej  na  Sc  rij   jest  skierowany  na  zewną trz  obszaru  Vv.
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Rozpatrzmy  teraz wariację   pól przemieszczeń u\l)  i iĄ z>  okreś loną   przez (5) i spełniają cą

warunki

(22)  dut  =  0  na  S,„  dut  =   du,  na  St,  [du{\   =  0  na  Sc.

Uwzglę dniając  ostatni  z  warunków  (22)  oraz  równanie  (5),  wariacje  pól  przemieszczeń
na  Sc  spełniać muszą   warunek

(23)  [Sut] + [Ui, k]dfk=0,  na  Se,

Pisząc  teraz dla  obu czę ś ci  ciała zasadę  prac przygotowanych  (19) i uwzglę dniając  cią głość
sił   wewnę trznych na powierzchni  Sc  otrzymamy

(24)  fW  detfdVt  +   [ a\ f &l\?dV2  =   f  T?  dutdSt+
Vi V2 St Sc

gdzie  T°  oznaczają   dane  siły  powierzchniowe  na  brzegu  obcią ż onym  St,  zaś  Tf  są   po-
wierzchniowymi  sił ami  wewnę trznymi  na  powierzchni  Sc.  Wykorzystując  w  (24) warunek
(23) oraz  równość

(25)  [ut,k]d(pk =   K , , ] ^ , , ,

gdzie  Scp„  oznacza  składową   normalną   wariacji  brzegu  Sc,  zasada  prac  przygotowanych
dla  równoczesnej  wariacji  przemieszczeń  i  kształ tu  brzegu  wewnę trznego  Sc  przyjmuje
postać

(26)  /  <rtf><JStfW1+   fa\ r  de\pdV2  =   f  T?dutdSt-   J  T^u^dę
Vi

3.  Zasada  uzupełniają cych prac przygotowanych  przy  równoczesnej wariacji  pola naprę ż eń i kształ tu brzegu

Wykorzystując  notację  poprzedniego punktu założ ymy  teraz, że transformacja  V - *•   V*

poł ą czona jest  z równoczesną   wariacją   naprę ż eń oraz,  że pole naprę ż eń of} jest  statycznie
dopuszczalne  i  speł nia  odpowiednie  warunki  brzegowe.  Mamy  zatem

(27)  afjfa*)  =   %(x)+ dffy(x)  =   <yu+6au  +  aijikd(pk,

gdzie

(28)  0ffw- < r!ł (x) - < ro(x)

i  statyczna  dopuszczalność pola naprę ż eń wymaga,  aby

(29)  afj,f  =   aiU  3 +  8aUt  3+erw,  w  8cpk  =  0.

Stąd

(30)  S5UtJ  =   0  w  V,

zaś  siły powierzchniowe  na brzegu  Ą *  są   okreś lone przez

(31)  r f( x*) =  afj(x*)nf.

Oznaczając  teraz cał kowitą  wariację   sił  powierzchniowych  przez

(32)  <5 Tf  =   T? (x*) -   Tf  (x)  =   8au  ns  + au drij
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i wykorzystując  równość [2]

(33)  ónj =  nf- iij  =   nJnknld(pk,l- nkd<pkiJ,

oraz uwzglę dniając  (27) otrzymamy z  (32)

(34)  Sdunj<=  dT?- T?nkni6ipk,i~fftj,knjdipk+aijn kd(pkij,  na  St.

Przedł uż ając  analitycznie pola przemieszczeń i odkształ ceń z V do F* moż emy  napisać

uf(x*)  =   ut(,x)+ullk(x)d(pk,

Bfj(x*) =   eu(x)+EiJik(x)d<pk.

Zatem w konfiguracji  V* napiszemy

(36)  (afjefidV*  ̂ f  tfi,?dS„+  JTfuldSf.
V*  Su Sf

Postę pując  podobnie  jak w poprzednim  punkcie  zastą pimy  cał kowanie w  obszarach
V* i Si* przez cał kowanie po obszarach  Vi  S,. Wykorzystując  (13),  (14) i  (27 -  35) otrzy-
mamy,  pomijając  czł ony  wyż szego  rzę du  ze wzglę du  na ó(pk i Sa-tj

r u+ ( 5ff u ) £ ud F=   ftfu?dSu+
ś

(35)

(37)
v  ś „  st

~ nkn, d<pki 1) + {csik dcpj -  au d<pduti  jnk]dS,.

Odejmując  teraz  (16) od (37) otrzymamy  poszukiwaną  zasadę  uzupeł niają cych  prac
przygotowanych  w postaci

(38)  J datjStjdV =   JdttutdSu+   j  [8T?ut+  r fn , (%  Ł - nsn ,% ,+
V S„ St

+  (<ylkd<pj~aiJdęk)utyJnk]dSt.

Niech  teraz powierzchnia St bę dzie  sparametryzowana  ortogonalnym  krzywoliniowym
ukł adem  współ rzę dnych  a, /?, rys. 4, pokrywają cych  się z  liniami  gł ównych  krzywizn
na  St i niech ak, bk oznaczają  jednostkowe  wektory  styczne  do lini i  a i /?, zaś dq>a,  6(pb,

d(p„ oznaczają  skł adowe wariacji  punktów powierzchni St w kierunkach  a, fł , n, przy  czym
zachodzi

(39)  dfa =  akd(pk,  d(pb =  bkd<pk,  ó<p„ =   nkd(pk.

Rys.  4. Parametryzacja  powierzchni  S  krzywoliniowym  ortogonalnym  ukł adem  współ rzę dnych  (a, /?)
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Uwzglę dniają c,  że  dla  dowolnej  funkcji  f(x)  cią głej  i  róż niczkowalnej  na  S, zachodzi

(40)  f,k  = ^- f,aak  +  - —lfibk+f innk,

gdzie A2  i B2  są   współ czynnikami pierwszej  formy  kwadratowej  powierzchni 5,,  równanie
(38)  przekształ cimy do postaci

(41)  fdduetjdV*=   jdttuUS„+   JÓT?utdS
s  sJ

kdSt+   f  [{T?

gdzie  H  oznacza  ś rednią   krzywiznę   powierzchni  St.  W  równaniu  (41)  wykorzystano
ponadto  równość

(42)  2Hnk  =   - ^-   [(BaO, a+ (Abk) , „}.

Jeż eli  na  krzywej  ograniczają cej  powierzchnię   St  znikają   wariacje  6cpk, to  ostatnia
cał ka  po  prawej  stronie  (41)  staje  się   równa  zeru  i  poszukiwana  zasada  uzupełniają cych
prac przygotowanych  przy  równoczesnej  wariacji  pola naprę ż eń i kształ tu brzegu  obcią ż o-
nego przyjmuje  postać

(43)  (ddl]BlJdV~  JdtlufdSu+   fdT?UldSt+  j{[(T?ud,n- 2T!utH-
V S„ S,  i ,

-   Oy*ulwfc""  T°ku,}  dcpkdSt.

Zauważ my,  że  zasada  (43)  (jak  również  (19)) jest  słuszna zarówno  w  przypadku  gdy  siły
powierzchniowe  na  S,  są   sił ami  zachowawczymi  jak  również  w  przypadku  sił  niezacho-
wawczych.

N iech  teraz  powierzchnia  St  skł ada  się   z  obcią ż onej  czę ś ci  ST  o  zadanym kształcie,
Tf  T^ 0  d<pk  =  0  na  ST,  i nieobcią ż onej  czę ś ci  So  której  kształt może podlegać zmianom,
T°  =  0  d(pk j=   0 na So.  W  takim przypadku  z równania  (43) otrzymamy

(44)  /   Sau  etJdV=  j  dttuf  dS„-   }  at]  su d<p„dS0.
V S„ So

Wprowadzając  na  iS0  lokalny  prostoką tny  ukł ad  współ rzę dnych  (yk)  z  osią   ys  normalną
do  So  i  osiami  yx  i  y2  leż ą cymi  w  płaszczyź nie  stycznej  do  So,  z  równania  (44)  otrzy-
mamy  zasadę  uzupełniają cych prac przygotowanych  w postaci

(45)  J  SatJetJdV  =  J  dtrfdS,,-  Jauskld9ndS0,  k, I = 1, 2,

gdzie  ostatni  człon  po  prawej  stronie  przedstawia  iloczyn  „wewnę trznych"  naprę ż eń
i odpowiednich odkształ ceń.

Równie ł atwo otrzymać moż emy zasadę  uzupełniają cych prac przygotowanych  w przy-
padku  wariacji  kształ tu  wewnę trznej  powierzchni  Sc  ciała  dwufazowego  rozdzielają cego
materiały o róż nych własnoś ciach sprę ż ystych,  rys.  3b. Korzystając  z notacji  wprowadzonej
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w  poprzednim punkcie  oraz  uwzglę dniając  cią gł ość  przemieszczeń  oraz  sił  powierzchnio-
wych  i  ich  wariacji  na  Sc,  z  równania  (43)  napisanego  dla  obu  czę ś ci  ciała  otrzymamy

(46)  f Safs^dV,  +  /  Sd\ fs^dV2  =  f  8t,u?dSu +  J{[(T?uf),M-
V  Ś S

Uwzglę dniając  teraz warunki  (21) oraz  równość

(47)  [au  By]  =   [akl]  ekl  +  ain  [ein]  na  Sc

gdzie o- fti i  e,d  (k, I  =   1,2)  oznaczają  „wewnę trzne" naprę ż enia i odkształ cenia w kierunku
osi  k,  I   leż ą cych  w  pł aszczyź nie  stycznej  do  Sc  i  ff(„   =   Tf  (z =  1, 2, 3; «  =  3)  są  „ze-
wnę trznymi"  naprę ż eniami  dział ają cymi  na  niecią gł ych  odkształ ceniach  [£;„ ] =  [«?,„],
z równania  (46)  otrzymamy  poszukiwaną  zasadę  uzupeł niają cych  prac  przygotowanych
w postaci

(48)  /   ódjp a\pdVt  +  J  dafP s\ fhlV2  =  J  dttu?dSu-   J  [aM] skl d%dSe  k, I .  1, 2.
Vi V2  S„  S„

gdzie ostatni czł on po prawej  stronie przedstawia  iloczyn  skoku  „wewnę trznych" naprę ż eń
i  odpowiednich odkształ ceń, które są cią gł e.

4.  Warunki  optymalnosci  kształ tu  brzegu  ciała

Rozpatrzymy teraz problem optymalnego projektowania  kształ tu brzegu  ciał a.  Dyskusję
naszą  ograniczymy  do  projektowania  kształ tu konstrukcji  przy  którym  osią ga  ona mini-
malną  podatność  (maksymalną  sztywnoś ć)  w  klasie  ciał   o  danym  z  góry  cał kowitym
koszcie  materiał u. Tego  rodzaju  projektowanie  proponowane było po  raz  pierwszy  przez
WASIUTYNSKIEGO  [4].  Generalne  sformuł owanie problemu  trójwymiarowego  rozpatrywane
było  przez  MROZA  [5, 6], który  podał   globalne  warunki  optymalnosci  w  przypadku  pro-
jektowania  kształ tu  brzegu  swobodnego  ciał a,  a  rozszerzenie  na  inne  ograniczenia  roz-
patrywane  było przez  PRAGERA  [7].  DEMS  i  M RÓZ  [8, 9]  rozpatrywali  zagadnienia  wielo-
parametrowej  optymalizacji  kształ tu  brzegu  swobodnego  i  wewnę trznego  konstrukcji
wykonanych  z  materiał ów  fizycznie  nieliniowych.  W  pracy  [8]  rozpatrzono  ponadto
algorytm  numerycznego  rozwią zania  problemu metodą  elementów skoń czonych. Problem
optymalnego  kształ tu  skrę canego  prę ta  pryzmatycznego  rozwią zywany  był   przez  DEMSA
[10].  W  przedstawionej  pracy  rozszerzymy  rozważ ania  zawarte  w pracach  [8, 9] na  zagad-
nienie  optymalnego  projektowania  kształ tu  brzegu  obcią ż onego  konstrukcji  wykonanej
z  materiału fizycznie  nieliniowego,  przy  czym  rozpatrzymy  obcią ż enie  sił ami  zachowaw-
czymi,  jak  również  sił ami  niezachowawczymi,  zależ nymi  od  konfiguracji  brzegu.  Dalej
wykaż emy  równoważ ność  warunków  optymalizacji  przy  projektowaniu  na  minimum
podatnoś ci  i  maksimum  sztywnoś ci  konstrukcji.

Rozpatrzmy  ciało  B  pokazane  na  rys.  ł   i  wyznaczmy  warunki  optymalnosci kształ tu
brzegu  obcią ż onego  przy  projektowaniu  na  minimum podatnoś ci.  Cał kowity  koszt  ma-
teriału  konstrukcji  okreś limy  jako

(49)  C=cV
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gdzie  c jest  jednostkowym  kosztem  materiał u, zaś V oznacza  obję tość  ciała.  Przyjmijmy
całkowitą   energię   uzupełniają cą   jako  miarę   globalnej  podatnoś ci  konstrukcji

(50)  na = [ W(<xu)dV- fttfdS..
v  k

Zauważ my,  że dla jednorodnej  funkcji  gę stoś ci  energii  uzupełniają cej,  z uwagi  na  (2),

zachodzi

dla

(52) nB = ~ ~ Y J tiU°dS"   dl a

i  cał kowita  energia  uzupełniają ca  jest  proporcjonalna  do pracy  sił  powierzchniowych

na  S„ lub S,. Problem  optymalizacji

(53)  min. na  dla  C <  Co

gdzie  Co jest  danym z góry  cał kowitym  kosztem  materiału  konstrukcji,  może  być  za-
stą piony  przez  poszukiwanie  warunków  stacjonamoś ci  funkcjonału

(54)  7i'a{au  ,cpk,X)  = na + X(C- Co)

gdzie  A jest dodatnim mnoż nikiem Lagrange'a. Pierwsza wariacja  funkcjonału  (54) z uwagi

na  Gij, ę k  i X wynosi [1]

(55)  &^ =  J8dul^- dV+  Jwnkd<pkdSt-   fót,u?dSu  + Ac f  nkd<pkdSt+dK(C- C0).
v  0i3  s,  su  st

Wykorzystując  zasadę   uzupełniają cych  prac  przygotowanych  (43) otrzymamy  warunek

stacjonamoś ci

(56)  Sn'a=  f{[W+(T?ui),,- 2T?uiH- c,ueij\nk- T9ki ll}d<pkdSt  +

+ J dTfutdSt+ Xc  jnkd<pkdSt+8X(C- C0)  = 0.
s,  s,

Rozpatrzmy  teraz wariację   sił  powierzchniowych  dTf. W przypadku  zachowawczego  pola
sił   napiszemy

(57)  T? =   T?Mx)]

i  wariację   sił  powierzchniowych  spowodowaną   zmianą   kształ tu brzegu  St okreś limy  przez

(58)  5T?=nkdcpk.

Uwzglę dniając  teraz  (58) w warunku  stacjonamoś ci  (56) oraz  wykorzystując  (39) otrzy-
mamy

(59)  5n'a = /   [W+{Tfu i),n~2TfutH- auelj+Xc\8(pndSt+8X{C- C0)  = 0.

8  Mech.  Teoret.  i  Stos. 2/81
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Z  uwagi  na  niezależ ność  wariacji  dcp,,,  6X z  równania  (59) otrzymujemy  lokalne
warunki  optymalnoś ci  kształ tu  brzegu  obcią ż onego  siłami  zachowawczymi  w  postaci

(60)  < r( Je( J- ^+ 2Ti

ow i ff- (TP «i ) ,>. =  Xc  na St,  C =  Co.

Jako  przykład  niezachowawczego  pola  sił, rozpatrzmy  siły  powierzchniowe  zależ ne od
punktu  i  konfiguracji  powierzchni  St,  T° =  T°(xk,  St), dane w  postaci

(61)  T? =   p(xk)nu

gdzie  tii oznacza wektor  jednostkowy  normalnej  zewnę trznej  do St,  zaś p(xk) jest  funkcją
punktu. Tak wię c  równanie  (61)  przedstawia  sobą   obcią ż enie  brzegu  zmiennym  ciś nie-
niem p  skierowanym  stale wzdłuż normalnej do  powierzchni S,.  Tego  rodzaju  obcią ż enie
wystę puje  przy  projektowaniu  np. zbiorników  ciś nieniowych,  zapór  wodnych  itp.

Wykorzystując  (33), wariację   sił  (61) spowodowaną   zmianą   kształ tu brzegu  przedsta-
wimy w postaci

(62)  dTf  = dpix^nt+pix^dnt  =  p,knldfk+p(ninkd<pk>„- nkd(pk_l),

zaś  pracę   wariacji  sił  dTf  na przemieszczeniach  z/; wyrazimy  przez

(63)  f  SJfUtdS,  =   / {P l»l lM,fl r- (pB(H I ) i I I + (p«ł ) 1|]»l t+ (pB,).*M i}%dS t.
s,  st

Uwzglę dniając  teraz  (61)  i  (63) w  (56) oraz  wykorzystując  (39) otrzymamy  warunek
stacjonarnoś ci

(64)  6n'a =  J[W- a,j8ij+(pud,t  +  ̂ c]óipndSt + dX{C- C0)  = 0,

skąd  z uwagi na niezależ ność wariacji  dcp,,,  6X otrzymamy  lokalne warunki  optymalnoś ci
kształ tu  brzegu  obcią ż onego  niezachowawczymi  siłami  normalnymi  do  brzegu

(65)  GijSij—  W~(j>Ut)7i  — Xc  na  St,  C  =  Co.

Poszukiwane  warunki  optymalnoś ci, korzystając  z poję cia  energii  potencjalnej,  otrzy-
mamy  stosując  podobny  tok  postę powania.  Przyjmijmy  energię   potencjalną

(66)  nu =  /   U(etJ)dV-  [  T?utdSt,
v  st

jako  miarę   globalnej  sztywnoś ci  konstrukcji.  Problem  optymalizacji  sformułujemy  teraz
nastę pują co

(67)  max. n„  dla  C < Co .

Warunki  optymalnoś ci wyznaczymy  rozpatrując  funkcjonał

(68)  K(ut,  T,0, <pk,  X) =   7iu~X{C- Co),

którego pierwsza  wariacja  wynosi

(69)  bn'u  =  j- j—  61,jdV+  jUnkd(pkdSt- d  jTfutdSt- Xc  j'nkd<pkdSt-
S'J  «i  s,  s,

~SX(C- C0)  =  0.
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Wariację   pracy sił  powierzchniowych  wyrazimy  jako

(70)  <5  J  TfUidSt  =  J  dTfutdSt+TfdUidSt+TfutdidSt).
St  S,

Wykorzystując  teraz  (5) oraz równość  [2]

(71)  8(dSt)  =   (S<pk,k- nkd<pk>n)dSt,

równanie  (70) przedstawimy  w  postaci

J C
Jj  W|«o,  =  I  OX  iUtuijt+   1 i  OUiClot- jr[\^l t  Ui)   n — Z11  Mfiljllf c  0<pkuot  —

J
s,  s,

- T?,kut3<pkdS,+- ~- KT?utBakd(pk).ei+(TfulAbkd<pk),l,]dSt,

gdzie ostatni człon po prawej  stronie staje się  równy zeru, jeż eli na krzywej F  ograniczają cej
powierzchnię  St  wariacja  ó(pk =   0.

Wykorzystując  teraz  w  równanie  (69)  zasadę   prac  przygotowanych  (19)  oraz  rów-
nanie  (72)otrzymamy  warunek  stacjonarnoś ci  funkcjonału  (68)  w  postaci

(73)  <K  =  /   {[t/ - (TPu(), ,1+ 2Ti°uiH ]n fc+ T?,,ut}ó^dS(-   /   6T?utdSt-
st  st

- Ac  jnkdę kdSt- dk(C- C0)  =   0.
\

Jeż eli powierzchnia St  jest obcią ż ona zachowawczym  układem sił  (57), których  wariacja
wyraż ona  jest  przez  (58),  z  równania  (73)  otrzymamy  lokalne  warunki  optymalnoś ci

(74)  U- (T?ut),„+2T?u,H  =  Xc  na  S„  C=   Co.

W  przypadku  niezachowawczego  pola  sił   (61), którego  wariacja  okreś lona  jest  przez
równania  (62 -  63),  lokalne  warunki  optymalnoś ci  kształ tu  brzegu  S,,  otrzymane z  rów-
nania  (73)  przyjmują   postać

(75)  ,.  ,  ,;:  U -   (pu,),t  =   Xc na  S„  C  =   CQ.

Zauważ my  równocześ nie,  że  równoważ ność  globalnych  warunków  (56)  i  (73)  lub
lokalnych  (60)  i  (74)  oraz  (65)  i  (75)  wynika  bezpoś rednio  z  równoś ci

(76)  U+W= ctijSij.

Jeż eli  teraz  optymalizacji  bę dzie podlegać kształt  brzegu  swobodnego  So  ciała  (T° —
=  dT°  =  Ona A ,  równania  (56,73)),  to z  równania  (56)  otrzymamy  lokalny  warunek
optymalnoś ci  w postaci

(77)  o,jsu-   W=  Xc na  So,  C  =   Co,

lub, z równania (73), [8]

(78)  U =  Xc  na. So,  C=  C o .

8*
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Równie  łatwo  otrzymać  moż emy  warunki  optymalnoś ci  kształ tu  brzegu  wewnę trz-
nego  ciała, rys.  3, rozdzielają cego  materiały o róż nych  własnoś ciach sprę ż ystych  w  klasie
ciał   o  danym  całkowitym  koszcie  materiału  okreś lonym  teraz  przez

(79)  C > - e1 7 1 + c a 7 a < C o,

gdzie cx  i c2  są  jednostkowymi  kosztami  obu materiałów.
Minimalizacja  całkowitej  energii  uzupełniają cej  na,  przy  wykorzystaniu  zasady  uzu-

pełniają cych  prac  przygotowanych  (48) prowadzi  do  lokalnych  warunków  optymalnoś ci
kształ tu  powierzchni  wewnę trznej,  danych  w  postaci  [9]

(80)  [au] skl  -   [ W] =  A(ct -   ej  na  Sc,  C  =  Co,

zaś  maksymalizacja  energii  potencjalnej  mu,  przy  wykorzystaniu  zasady  (26),  prowadzi
do'warunków  optymalnoś ci postaci  [9]

(81)  [U ] - T f[U iJ  =   Kc^- cz)  na  Sc,  C  =  Co.

5.  Przykład  optymalizacji kształ tu  brzegu obcią ż onego

Jako  prostą   ilustrację   wykorzystania  otrzymanych w  poprzednim  punkcie  warunków
optymalnoś ci  rozpatrzmy  problem  optymalnego  projektowania  gruboś ciennej  rury  koło-
wej  obcią ż onej  stałym ciś nieniem  wewnę trznym pw  i zewnę trznym pz,  rys.  5.  Rura  o we-

Rys.  5.  Rura  kołowa  poddana  stałemu  ciś nieniu wewnę trznemu i  zewnę trznemu

wietrznym promieniu rw  i zewnę trznym rz  wykonana jest z materiału liniowo  sprę ż ystego.

Problem  optymalizacji  ograniczony  jest  do  wyznaczenia  wartoś ci  promieni >w  i  rz,  dla

których  podatność  rury  osią ga  minimum,  przy  zachowaniu  stałego  pola  powierzchni

przekroju  poprzecznego  rury.  Zakładając  całkowity  koszt  rury  jako  proporcjonalny

do pola powierzchni jej  przekroju  otrzymamy

(82)  C = C T ( rz

2 - r2 w) .

Całkowita  energia  uzupełniają ca  rury,  odniesiona  do  jednostki  jej  długoś ci, wynosić
bę dzie

(83) n,
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gdzie  o>  i at oznaczają   naprę ż enia  promieniowe i obwodowe,  zaś E i v są   stałymi  sprę-
ż ystoś ci.  Równanie  równowagi

(84)  - r̂(ro r)~o t  = 0,

uzupełnione jest warunkami  brzegowymi

T?  = - ar  = +pw,  T° -  0  dla  r = rw,
( 8 5 )  T° = ar = - Pz,  T? = 0  dla  r = rz.

Powyż sze  równania  uzupełnimy warunkiem  stacjonarnoś ci  (65), wyraż onym  przez naprę-
ż enia w postaci

( o ' .+ Pw) 2 - 2p^ ( l - v)  =  2lcE,  dla  r = rw,
( 8 6 )  (at+ Pz)

2- 2pl(l- v)  = 2XcE,  dla  r - r ..

Równanie  (84) spełnimy  toż samoś ciowo,  przyjmując  pole  naprę ż eń w postaci  [11]

(87) cTr = ~ + B,  a t=- ~-

zaś warunki  brzegowe  (85) są  spełnione, gdy

(88)  ^ =  _ ^ _ ^ ( p2 _ j p w ) )  B ^
' z ' W

Warunki  optymalnoś ci  (86), przy  uwzglę dnieniu  zwią zków  (87) i przedstawimy  w po-
staci

2rl(pw~pz)
2- Vl(r2z- rl)2(l  - v)  2

( 8 9 )  2rltp- p)2~j,l{rt   - rlY{\ ~v)

Ograniczenie  nał oż one na całkowity  koszt  materiału rury, z uwagi  na (82) wyrazimy

w postaci

(90)  rt- rl  = ą

gdzie q >  1 jest danym kosztem wzglę dnym  projektowania.
Rozwią zując  ukł ad  równań  (89 -  90) wyznaczymy  poszukiwane  wartoś ci  optymalnych

promieni rw i r z

• yi/«
(3- v)Pw- (l+v)pz

przy  czym musi zachodzić

(92)

Jeż eli nierówność  (92) nie jest  spełniona, równania  warunków  optymalnoś ci  (89) nie mają
rozwią zań  rzeczywistych.
Podatność  rury  (83), wykorzystując  (87) i  (88) przedstawimy  w postaci

2qE
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•  Rysunek  6  przedstawia  zmianę   podatnoś ci  rury  o  ustalonym,  koszcie  wzglę dnym
projektowania  w  przypadku  v  =  0.3  jako  funkcję   promienia  wewnę trznego  rw,  dla  usta-
lonego  stosunku  ciś nień  pw/ pz.  Dodatkowo  pokazana  jest  zmiana  wartoś ci  naprę ż eń

Rys.  6.  Zmiana podatnoś ci rury  i  naprę ż eń obwodowych  w  funkcji  promienia wewnę trznego  (v = 0.3,
q=  25, p„jp z  = 2).

obwodowych  a, na wewnę trznym  i zewnę trznym brzegu  rury. Łatwo zauważ yć,  że wartoś ci
tw  i  rz  spełniają ce  warunki  optymalnoś ci  (91)  odpowiadają   globalnemu  minimum podat-
noś ci  rury.

6.  Wnioski

Wyznaczone  zasady  prac  przygotowanych  i  uzupełniają cych  prac  przygotowanych
tworzą   podstawy  do rozpatrywania  szerokiej  klasy problemów optymalnego  projektowania
konstrukcji.  W  przedstawionej  pracy  rozpatrzono  problem  projektowania  sztywnoś cio-
wego  konstrukcji.  Jednakże  rozszerzenie  na  inne  kryteria  optymalizacyjne,  jak  np.  po-
datność  dynamiczna,  statecznoś ć, projektowanie  naprę ż eniowe  [7]  czy  też  projektowanie
na  minimum dowolnego  funkcjonału  zależ nego  od pół  naprę ż eń  i  odkształ ceń, może  być
uzyskane  równie  ł atwo,  skoro  znane  są   odpowiednie  zasady  wariacyjne.

Otrzymane  warunki  optymalnoś ci  tworzą   ukł ad  nieliniowych  równań  pozwalają cych
wyznaczyć  parametry generują ce  kształt optymalnego brzegu.  Rozwią zanie  takiego ukł adu
jest  ogólnie  moż liwe  przy  zastosowaniu  procesów  iteracyjnych  analizy- syntezy,  co  było
dyskutowane  w  [8], gdzie  do  rozwią zania  problemu  optymalizacji  kształ tu brzegu  wyko-
rzystano metodę  elementów skoń czonych.

Należy  również  wspomnieć,  że  wyznaczone  zasady  wariacyjne,  oprócz  problemów
optymalnego  projektowania,  pozwalają   na  rozpatrywanie  w  podobny  sposób  problemów
o  innej  „naturze"  fizycznej,  jak  np.  propagacja  pę knię ć,  transformacja  faz  itp.,  gdzie
kształt nieznanej powierzchni  stanowi  czę ść  rozwią zania.



ZASADY  WARIACYJNE  MECHANIKI  W  OPTYMALIZACJI   KONSTRUKCJI  283

Literatura  cytowana  w  tekś cie

1.  I . M.  GELFAND,  S. W.  FOMIN,  Rachunek  wariacyjny,  PWN,  Warszawa,  1972.
2.  R.  H ILL ,  Aspects of  Invariance  in  Solid  Mechanics,  Advances  in  Applied  Mechanics,  18,  1978,

1- 75.
3.  R.  H ILL ,  Discontinuity relations in  mechanics of  solids, Progress  in  Solid  Mechanics, vol.  I I , North

Holland  Pub.  Comp., Amsterdam,  1961.
4.  Z. WASIUTYŃ SKI,  A.  BRANDT,  The present stage of knowledge in the field of optimum design of structures,

Appl.  Mech. Revs.,  16,  341 -  350,  1963.
5.  Z.  MRÓZ,  Limit  analysis of plastic structures subject to  boundary  variations.  Arch.  Mech. Stos.,  15,

63,  76,  1963.
6.  Z.  MRÓZ,  Optimal design of  structures of  composite  materials,  Int. J.  Sol. Struct., 6,  859 -  870,  1970.
7.  W.  PRAGER,  Optimality criteria  in structural design,  Proc. Nat. Acad.  Sci. U.S.A., 61, 794 -  796,  1968.
8.  K.  DEMS,  Z.  MRÓZ,  Multiparameter  structural slupe  optimization by  the finite  element method,  Int.

J.  Num.  Meth.  Eng.,  13,  247- 263,  1979.
9.  K.  DEMS, Z. MRÓZ, Optimal shape design of multi- composite structures, J. Struct. Mech. 8, 3, 309 -  329,

1980
10.  K.  DEMS,  Multiparameter  shape optimization of  elastic bars in  torsion,  Int. J.  Num. Meth. Eng. 15,

1517- 1539,  1980
11.  Y.  C.  F U N G,  Podstawy mechaniki  ciała stałego,  PWN, Warszawa,  1969.

P  e 3  IO M e

BAPHALJHOHHBIE  IIPABHJIA  MEXAHHK H   Ę 1W  IIEPEMEHHBIX  OBJIACTEH
H  HX  H CnOJIL3OBAH HE RJUL OnTHMAJIH3AITHH  KOHCTPYKIJHH

B  pa6oTe  BŁiBe#ein>i  BapHarraonHbie  npaBHJia  MexaHHKH SJIH  ory- iaa,  Kor- fla  dropMa rpaHimt>i3
OKpywcaiomefi  Tejio,  MosKei  H3MCHHTBCJI.  PaccMOTpeHW coxparonoiirHecji  vs. HecoxpaHsnomnecH nojiH
CHJI  B  3aBHCHM0CTH  OT KOHdpHTypaiTIIH  rpaHHL(bI.  IIp0aHajIH3HpOBaHa  BO3M0JKH0CTB  0nTHMajIH3aqHH
(popMbi rpaHHina, oi<py>KaK>meH ynpyroe Tejio3  c TO^IKH 3peHiw iYiHHHMaJiH3aurni ee yciyirniBocTH  H onpe-
fleneubi  Heo6xoflHMŁie  ycjioBHa  oniHMajitHOCTH  flna  cjiy^aa  H3MeHHiomnxcH  HarpyH<eHHbix  H cBo6ofl-
Hwx  rpaHHii,  a  Tai<H<e  flji«  cjiy^aa  H3MeHHiomeftc5i  BHyipeHHeH  rpaHHą bi,  pa3fleJiH»meH  MaiepnanH
c  pa3nipiHbiMH  ynpyruMH  CBOHCTBaMH.

S u.m  m a ry

THE  VARIATIONA L  PRINCIPLES  OF  MECHANICS FOR VARIABL E  DOMAIN S AND THEIR
UTILIZATIO N  FOR  STRUCTURAL  OPTIMIZATION

The  paper provides  the virtual  displacement  and stress  principles  in the case when  the simultaneous
variation of external  or  internal boundaries bounding an elastic body  is considered. Both the conservative
and  nonconservative, dependent on boundary configuration  load systems are considered. Next, we consider
the  problem of  mean compliance design  of  a structure with  unspecified  in advance shape, The optimality
conditions  are  generated  for  the case  of  optimal  shape  design  of  loaded and free  external  boundaries as
well  as  for  design  of  interfaces  separating  materials  of  different  stiffness.
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