MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 19 (1981)

WYZNACZENIE WSPOECZYNNIKOW UDERZENIA W UKEADZIE O DWU STOPNIACH
SWOBODY Z NIELINIOWOSCIA TYPU DUFFINGA I HERTZA

HENrRYK WOJCIECHOWS K1 (GLIWICE)
1. Wstep

Obiektem badaf teoretycznych jest zachowawczy, nieliniowy uklad dwumasowy
(rys. 1), ktérego ruch wymuszony zostal obcigZeniem nieokresowym o znanym przebiegu
czasowym, tj. o znanym ksztalcie impulsu.

P(t} i
]

Rys. 1.

Uktad taki moze by¢ modelem dynamicznym réznych urzadzen technicznych pracuja-
cych udarowo. Uderzenia wystgpujace w eksploatacji urzadzen technicznych moga stuzy¢
z jednej strony jako sposob przekazywania energii np. mioty, z drugiej strony sa zrodiem
niepozadanych nadmiernych sit dzialajacych na elementy konstrukcji,

W pierwszym przypadku celem dziatalnosci konstruktora jest optymalizacja przekazy-
wania enpergii przez odpowiedni dobor parametréw ukladu, za§ w drugim minimalizacja
skutkéw uderzenia. Stad tez analiza dynamiki ukladéw uderzeniowych, zwlaszcza nie-
liniowych — blizszych rzeczywistoéci, jest zagadnieniem technicznie waznym. Ukladom
nieliniowym o dwu stopniach swobody poswiecono szereg prac muin. [2], [6], [7], [10],
[11], [12], [13], [14], w ktérych rozwiazano zagadnienie drgan swobodnych przy warunkach
poczatkowych x,(0) = x;, x,(0) = x,, %,(0) = x,(0) = 0, albo tez zagadnienie drgan
wymuszonych harmonicznie. Jak wiadomo [3] warunki poczatkowe ruchu wzbudzonego
uderzeniami mozna formulowaé dwojako.

Pierwszy sposéb, matematycznie prostszy, polega na tym, Ze obcigZenie traktuje sig
jako impulsowe (w sensie Diraca) i wtedy analiza ruchu wymaga tylko opisu drgan swo-
bodnych przy okreslonych predko$ciach poczatkowych. Sposéb ten moZzna stosowaé
gdy dlugotrwalo$§é obcigZenia jest mala wobec najkrotszego okresu drgan wilasnych.
Gdy warunek ten nie jest spelniony, stosuje sie drugi sposéb. Wymagana tu jest znajomos§¢
czasowego przebiegu obciaZenia, czyli ksztattu impulsu sity uderzenia. Obliczenia rozdziela
si¢g na dwa etapy.

W pierwszym etapie bada sig ruch wymuszony sifa o znanym przebiegu czasowym
i zerowych warunkach poczatkowych, celem okreélenia stanu kinematycznego w koncowe]
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chwili obcigzenia. Te dane stuzg jako warunki poczatkowe dla nastgpujacej potem auto-
nomicznej fazy ruchu. Zauwazmy, Ze najwigksze przemieszczenia (odksztalcenia) moga
wystapi¢ zaréwno w pierwszej jak i drugiej fazie ruchu, czego nie da si¢ rozstrzygnaé
na gruncie metody pierwszej,

W tym sensie drugi sposob podejécia jest ogdlniejszy, a zarazem prowadzi do wynikéw
dokladniejszych. Wymaga on jednak znajomosci ksztattu impulsu obcigzenia, ktéry zalezy
od szeregu czynnikdw, przede wszystkim od geometrii powierzchni styku oraz sprezystych
Iub sprezysto-plastycznych wlasnosci zderzajacych sie cial. '

W przypadku uderzenia cial sprezystych, zagadnienie stykowe opisuje sie znanymi
wzorami Hertza lub ogdélniejszymi Sztajermana. Chcac rozwiaza¢ zagadnienie uderzenia
dwdch ciat sprezystych, z ktorych jedno (bijak) jest swobodne, za$ drugie (ciato uderzone)
jest podparte w okreslony sposob, trzeba badaé uklad ztozony co najmniej z dwoch mas,
pomiedzy ktérymi zachodzi oddzialywanie typu Hertzowskiego.

Ten sposéb ujecia zagadnienia reprezentowany jest w p. 4 niniejszej pracy.

Nieliniowosé¢ typu Hertzowskiego sprawia szczegélnie duzo kiopotéw przy probach
analitycznego rozwiazania zagadnienn dynamicznych. Aby unikngé dodatkowych kompli-
kacji, przyjeto warunki poczatkowe jak przy obcigZeniu impulsowym, czyli wedtug spo-
sobu pierwszego.

W p. 3 przeprowadzono obliczenia wedlug sposobu drugiego, w szczegdlnosei dla
tréjkatnego impulsu obciazenia. Ponadto przyjeto, ze wiezy nalozone na cialo uderzone
maja charakterystyke nieliniowg typu Duffinga.

W p. 2 wyprowadzono ogélne réownania i wzory dla dowolnego sposobu obcigZenia
i dowolnego typu nieliniowosei charakterystyk sprezyn.

Rozwigzanie nieliniowe ukladu réwnani ruchu uzyskano stosujac' metode optymalnej
linearyzacji, po uprzednim wprowadzeniu wspdirzednych gldéwnych.

Wyniki obliczenr zostaly zilustrowane wykresami wspdtczynnikéw uderzenia, ktére
uzyskano drogg rozwiazan numerycznych z pomoca komputera.

2. Linearyzacja uklada zachowawezego o dwu stopniach swobody wzbudzonego uderzeniowo

Rozpatrywa¢ bedziemy ukfad przedstawiony na rys. 1 obcigZony w ten sposéb, Ze na
masg¢ m, dziala sita o znanym przebiegu czasowym P(¢) dla t € [0, 7], ktéra réwna sie
zero dla t > 7. Sily sprezystodci fy(x; —x,), f2(x,) sa na ogét nieliniowymi, nieparzystymi
funkcjami odksztalcenia sprezyn, ktére mozemy przedstawié jako sume skladnika linio-
wego, 1 nieliniowego piszac w postaci:

(2.1) Silxg—x3) = (xy—=x2) k=S (% —x,),
(2.2) Ja(x2) =kzx,—S(x,),
(2.3) : S(x2)—S1(x;—x2) = S,(x; —x,).

Réwnania ruchu uktadu w przedziale czasu ¢ € [0, 00] po uwzglednienju (2.1 - 2.3) mozemy
napisaé

2.4) moxy kX —kyx; = 8(x, —x,)FP)[HE)—H(t—7)],

My Xy (ki Fl)x,—k x; = Sy(x;—x,),

z zerowymi warunkami poczatkowymi, gdzie H(r) jest funkcja skokowa Heaviside'a.
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Przeksztatcimy te réwnania wprowadzajac wspéirzedne gldwne q,, ¢, ukladu liniowego
(to jest w rownaniach (2.4) przyjmujemy S, = S, = P = 0). Migdzy wspohrzednymi
naturalnymi x,, x,, a wspohzednymi gtownymi q,, ¢, zachodza znane zaleznosci [5],

(8], [16]

(2.5) i = Aqi+Aqs, X3 = 24014+ 12029,
gdzie

1 1
(2.6) M=————, i=

m,+myp3’ m,+my05 "

Wspbtczynniki postaci drgan “wlasnych ukiadu liniowego p,, ¢, okre$lone sa wzorami

dy—m, w3, ok

2.7 0= ,k{ - Tkt ky—my0d,
ky—m w3, ka

(2.8) O T T Ktk —myad,

w3, w3, sa kwadratami czestoéci drgan wiasnych ukfadu liniowego [3]

29) PR 75 ey ('kl . k1+k2)2_ 4k1k2]”2
: 002 ™ m, 2m, 2 |\m, m, mom, |

Roézniczkowe réwnania ruchu. we wspélrzednych glownych maja postaé:
g1+w5q, = D(q,,q)+H (OHE)-H(—7)],
Ga+wd2q, = Pi(qy, q)+H(O[H ()~ H(t—7)].
@, H;, i = 1,2 wyznaczono obliczajac pracg uogdlnionych sit S., S,, P(t) na odpo-
wiadajacych im przemieszczeniach wirtualnych dx,, 6x,
D41, 92) = MlS1(q1,42) +0:52(01, 4]

H,(t)= AP@), i=1,2.

(2.10)

(2.11)

Ateby rozwiaza¢ nieliniowe rownania (2.10) linearyzujemy je postgpujac podobnie
jak w metodzie Panowki — réznica polega na tym, Ze w metodzie przedstawionej w [7],
[8] przeprowadzono linearyzacje we wspolrzednych naturalnych, natomiast tu przeprowa-
~ dzamy linearyzacje we wspétrzednych gtéwnych. Oznaczmy sity sprezystosci dla nielinio-
wego uktadu réwnad (2.10) odpowiednio przez

(2.12) Fi(qy,92) = 08:4i— P41, q2),  i=1,2.
Nieliniowe wyrazenia (2.12) zastepujemy wyrazepiami liniowymi
(2.13) Ff =wlq, i=1,2

z odpowiednio dobranymi czestodciami w;, w, zastgpczego ukiadu liniowego.
Niech
ra=F—FFf, i=1,2

oznacza réznice miedzy funkcjami nieliniowymi (2.12) i liniowymi (2.13), za$
(2514) moy = ryq; = Fi—ofqdq, i=1,2,
sa momentami tych odchylen.
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Nieznane kwadraty czestoéci w3, w? zastepczego ukladu liniowego dobieramy w ten

sposdb, azeby calki z kwadratéw momentéw odchylen

I = fm?hd%d(h:
D

2.15)
I, = fm%2d41d42’
D
-0

Ql}

-0, 0.

miaty warto$¢ minimalna (Q,, Q, sa maksymalnymi warto$ciami wspétrzgdnych q,, g¢,).
Z warunkéw koniecznych na ekstremum funkcji I (w?, ), Li(w}, ©3)

a, . A
(2.16) 07 O Gur

1

NN

£4q
w obszarze D = {
<4

=O,

otrzymujemy dwa réwnania, z ktérych wyznaczamy w?, w3:

Ql Q2
o ) ]
2 _ F 3
601 4Q?Q2 D b 1(41,42)‘11d‘Z1d‘]2,
(217) 01 (2
o ) ] :
Wi =_——"_ F,(q,, da.da..
= 0.0 2(41,92)9249,4dq;

-0 -0:
Amplitudy @, = maxg,(t), @, = maxq,(¢) znajdujemy rozwiazujac liniowe réwnania
t t

gitw?q, = LP@), i=1,2 dlado<gt<

(2.18) Gtwiq, =0, i=1,2 dlait>n.

Ulkdad dynamiczny, ktérego ruch opisany jest rownaniami (2.18) nazwiemy uktadem
liniowym réwnowaznym. Przedstawiona metodg linearyzacji mozemy réwnieZ stosowaé
do uktadéw autonomicznych, obliczajac kwadraty zastgpczych czestosci wzorami (2.17).
Natomiast Q,, Q, znajdujemy jako maksimum (wzgledem ) rozwigzan réwnan

(2.19) Gitwiq =0, i=1,2
przy danych warunkach poczatkowych.

W teorii uderzenia szczegllnie interesujacy jest przypadek wymuszenia ruchu przez
udzielenie tylko masie m, pewnej predkosci poczatkowej, tzn. gdy warunki poczatkowe
sa nastepujace:

(2.20) x1(0) = x,(0) = %,(0) = 0, x,(0) = V.

Rozwiazujac zadanie poczatkowe (2.19), (2.20) znajdujemy wyrazenia dla obliczenia
01,0, [3]

14 eV,
221 SR 5.4 W S 2 4 W
( ) % /‘{10’1(92"91) 2 Arwa(0y—02)

Obliczmy jeszcze zastgpcze wspolczynniki sztywnosei ky,, k,, ukladu zlinearyzo-
wanego. W tym celu do (2.9) zamiast k;, k, podstawiamy k., k,.. Otrzymamy wowczas
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1k, ki +k (K k+k)24kk”2
2 — 1z 1z 2z - 1z 1z 2z _ 1zK22 _ _
(222) @iz = 2(m1 T )+2[( m, T m, m,m, = aiFb,
przy czym b} = af—c?, gdzie
k. k
2 _ K1z

(2.23) ¢t = mom, "
Po przeksztalceniach otrzymamy

o _ wloimm,

1z kzz 3

k3. —2a,m, k2,+c§m2(m1 +m,) = 0.

Po rozwigzaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy

. — 2mymyw? w3
229 7 my(wi+w3)— [m3(0} + i) —4wiwim,(m, +my)] 2’
) 1
ky,, = o) mo(wi +w3)— 2 [m3(w} +w3)? —dwiwim,(m; +m,)] 2,

Zagadnienia dynamiki uktadu przedstawionego na rys. 1 moZna rozwigzywaé przy uZycin
rozmaitych metod, znanych w dynamice nieliniowych uklfadéw dyskretnych [1], [4].
Uzyskane wzory na zastgpcza czesto$¢ wlasna wymagaja w konkretnych przypadkach
korzystania z pomocy komputera. Wydaje si¢ jednak, ze obrana droga postgpowania
prowadzi do celu szybciej niz np. bezpoSrednie calkowanie numeryczne rdzniczkowych
réwnan ruchu,

Zaproponowana linearyzacja we wspolrzednych gléwnych g,, g, ma tg zalete w po-
réwnaniu z linearyzacja we wspotrzednych naturalnych x;, x,, Ze dla ukladéw wzbu-
dzonych uderzeniowo o wiele tatwiej jest wyznaczy¢é maksymalne warto§ci wspétrzednych
gléwnych niz naturalnych.

3. Rozwiagzanle szczegblne dla ukladu z nielinlowoscia Duffinga

Niech w ukladzie przedstawionym na rys. 1 charakterystyki sprezyn beda okreslone
nast¢pujgco:
fi = (x1=x2)ky,
f2 = kax,+kax3.
ObcigZenie ma charakter impulsu tréjkatnego:
t
BT

P(t) = P, dla tel0, 7],

gdzie P, jest maksymalng wartoécia sily uderzenia, a 7, — dhugotrwaloécia jej dziatania.
Wprowadzajac nastepujace oznaczenia:

b = ﬁ’ -;C-l = bxl, xz = bx29
ks,

kl

2 — —
— = x3, —~ =c, ——__ﬂ’ T =1,
my
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réwnania ruchu sprowadzamy do postaci bezwymiarowe;j:

XX, %, = P(D) dla 0< 7 < 7
o g}"ézt(u_c)}z-}l = —cxd = S(%,),
Xi+x;—x, =0 dla 7 > 74,

Bxs+(14+0)%,—; = S(¥2).

b . c/zfi
my x5 P(2), %= dv?

X,, X, sg bezwymiarowymi wspéh-zgd.nymi, P(r) = i=1,2

To = %,T,.

W celu rozwiazania uktadu réwnan (3.1) zlmearyzowano je stosujac metod¢ podana
wp. 2.

Przeksztalcamy rownania (3.1) wprowadzajac bezwymiarowe wspdlizedne gléwne
qi=bg;, i =1,2,

Réwnania te we wspolrzegdnych glownych przyjmuja postaé

G+ o84 = P@1,G2)+Hy(7), dla 0< 7 < 7,

(32) =1,2, dla T > 7o, Hi(7) = 0,
gdzie:
33 @ = 40:5@:,32), H(r) = LP(2), i=1,2.
Parametry A;, i, @8;, I = 1, 2 sa nastegpujace
1
2 ;
(3.4) 23 Crgr 1= L2
' _ 1 1+4c 1 1+¢\> e
(3.5) 91,2—-5—-—5‘3—1"—2—[(1-}- T) _4F] )
_ 1 1+c¢ 1 I+e¢
o0 et ]

Uktad réwnan (3.2) zastgpujemy réwnowaznym ukladem liniowym

3.7) 5:‘*‘6012411 = l,ﬁ(_r), dia 0 € 7 < 10,
. Gitwig; =0, T>1,, i=1,2,

w ktorym kwadraty czestoéci wi, w?, obliczone wzorami (2.17), w tym przypadku beda
mialy postac:

_ 5

w} = wo1+52191( 191Q1+2292Q2)3
(3.8)

w3 = woz+61202( 191Q2+ lezQZ)

W celu wyznaczenia amplitud Q, = maxg,(z), 0, = maxq,(7) naleZy obliczy¢ maksy-

malne wartoéci funkcji bedacych rozwigzaniami ukladu réwnan (3.7), w ktérym podsta-

wiamy za A P(7) wyrazenie A P,z, gdzie P, = ———.



WYZNACZANIE WSPOLCZYNNIKOW UDERZENIA 321

Z okreslenia wspétrzednych gtéwnych wynika, ze rozwigzania ktdre we wspotrzednych
naturalnych X, , X, spefniaja zerowe warunki poczatkowe, musza je spelniaé takze we wspot-
rzednych gléwnych.

Rozwigzanie réwnan (3.7), spetniajace zerowe warunki poczatkowe, ma postaé calki
Duhamela

_ WPy .
(3.9) qi(7) = %J‘tsmm,(r—t)dt, i=1,2,
i
0

lub

AMPo [ T sinw; 7
W,

(310) ZI;(T) = — —_ =5 ) dla 0 <7 To, [ = 1, 2.
Przemieszczenia ¢;(7) sa w przedziale 0 € 7 € 7,  Tosnacymi funkcjami czasu, co wynika
z wzordw (3.10). Zatem maksymalne wartosci Q;, @, wystapia dla t > 7,.
Rozwigzanie uktadu réwnan (3.7) dla v > 7, ma postaé

To

‘ -
(3.11) q,(7) = ‘C_UP° ftsina,(r—t)dt, i=1,2
i

0
Iub

_ AP, o 1 1\ .
(3.12) g7 = -UL)—‘ZO[(Tosmwiro+acosw,ro——a:) sinw; T+

— | S _ ,
+ (rocosw,ro——:—smw,ro coswyt|, i=1,2
Wy

Obliczone maksimum tych funkcji ze wzgledu na 7

— AP
(3.13) Q= —'_ﬁA,, i=1,2,
w?
gdzie
5 e 3 12 ‘
(3.14) A, = [T%+—a—12——a—7;)sin&3ﬂo——62—%—cosw,ro] , I=1,2.

Celem niniejszych rozwazan jest obliczenie wspéiczynnika uderzenia u, rozumianego
jako stosunek maksymalnej sity zwrotnej w sprezynie max F(¢f) do maksymalnej wartosci
¢

sity wymuszajgcej P,. Dla ukladu o dwu stopniach swobody trzeba obliczyé dwa wspoi-
czynniki uderzenia
maxF (1) " maxF,(1)
{ t

3. S N— =t
3.15) My P, J H“2 P, >

-gdzie: : :
Fy(t) = ki lx (1) —x,(1)], F,(t) = kazx2(2),

kiz, k,. sa zastgpczymi wspolezynnikami sprezystosci ukladu zlinearyzowanego.
Znajac wspélrzgdne gldwne mozemy powrdci¢ do wspoéirzednych naturalnych i po
odpowiednich przeksztalceniach napisa¢ wzory przyblizone (wynikajace z oszacowania
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funkcji typu maxAsin(w,?+@,)+ Bsin(w,t+@,) € A+B) dla wspolczynnikéw ude-
t

TZenia: o
fey, | ATA(1—0y) 134,(1—0,)
(3.16) My = —K[ o7 + @2 ,
ko, [ A3 A4, A2A,
347 = oo e

gdzie k,,, k,, obliczono wzorami (2.24)
. 2fwt @ -
T o+ o) — [ (0] —w3)* —4fwiwi] '

(3.18)
2z = %ﬂ(mf +w2)—— [82(@? — w2)*— 4wt @] 2.

Czestoéei w,, w, uktadu zlinearyzowanego oraz wspdlczynniki uderzenia ., 4, sa funk-
cjami nastepujacych parametréw P,, ¢, f, 7,. Zlozona budowa powyzszych wzoréw
uniemozliwia przeprowadzenie wprost ogdlnej dyskusji wplywu poszczegdlnych para-
metrow na warto$¢ w,, w, lub u;, u,.

Dlatego obliczono wielko$ci @y, @,, uy, 4, jako funkcje 7y, traktujac pozostale
parametry jako stale.
Wyniki obliczen przedstawia rys. 2.

15
u

13

03

07

05 I | L | | ] [— |
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 T

Rys. 2.

4. Uklad dwumasowy z nielinfowo$cla Hertza

Dla ukladu jak na rys. 1 wyznaczmy maksymalng sile w sprezynie posredniej oraz
maksymalne ugiecie sprezyny skrajnej, jeSli charakterystyki spr@Zyn sa okreslono naste-
pujaco:

Ji = kgsgn(x;—x;)|x; —x,|3?
I dlax;—x,>0

przy czym sgn(x; —x;) = ‘I—l dla x,—%, < 0
1 2
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f2=kyx,, P()=0.
Przyjmujemy warunki poczatkowe:
4.1 %1(0) = x5(0) = X%,(0) = 0, x,(0) = V,

Rozpatrywany uklad dynamiczny modeluje uderzenie quasi-sztywnego bijaka® w cialo
quasi-sztywne nieswobodne, na ktore sg natozone liniowe wigzy sprezyste o sztywnosci k, .
Przez m, nalezy rozumie¢ mas¢ bijaka, przez m, — masg ciala uderzonego, zredukowana
do punktu uderzenia. Sprezyna posrednia imituje podatno$é lokalna (ky) zderzajacych
sig cial i dlatego jej charakterystyke przyjeto w postaci hertzowskiej [3].

Réwnania ruchu mas podczas trwania ich kontaktu sa nastepujace:

My Xy +kysgn(x; —x,) [x; —x,3% = 0
(4.2) My Xo—kysgn(x, — X)X, — X3P+ kyx, = 0,
z warunkami poczatkowymi (4.1).
Dodajmy z obu stron réwnania (4.2a) czlon k,(x, — x,) za$§ do réwnania (4.2b) czion
— k,(x,—x,) oraz wprowadzimy oznaczenia

k—(;= b, )_Clz bx1> }2=bx29
(43) ’_Cz_ _ x2 ’:’12 _ ﬂ kH —a
me T omg T bk,

T=wnt, gdzie G = m,g
i przepiszmy réwnania (4.2 po) uwzglednieniu (4.3) w postaci bezwymiarowej
X ER =R = —asgn(F X)) [ - %, 4E =R, = S,(%1, %)

s P

X2 +2%, =X, = asgn(X; —X2)|X, =X, |3 —x, +x, = =S, X2).

Przeksztalcamy réwnania (4.4) wprowadzajac wspdlrzedne gléwne g,, ¢, ukladu
(4.4), w ktérym S,(x;, X,) = 0. We wspblrzednych gléwnych réwnania (4.4) beda [5]:

(4'5-) 21‘*‘5%161 = '1!(1"91)51(‘_]1; 4:,) i=1,2
gdzie:
(4.6) At = 11 , i=1,2,

— 4 f

B e

1
“.7 Q1,2 =5 = 73- ——-—]/4+ﬂ2
(4.8) D00 = 1+g i,
Nieliniowy ukfad réwnaf (4.5) zastgpujemy ukladem liniowym
(4.9) . q,+0%q, =0, i=1,2.

D Cialem quasi-sztywnym nazywamy cialo lokalnie odksztalcalne [31.
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Kwadraty czgsto§ci obliczamy korzystajac z wzordw (2.17), ktore w tym przypadku
bgdq nastepujace:

2

0 0
_ 5 Y - _ _ _
(410) @t == [ [ @83, +adsen(4d, + B:) A7, + BT
40,07 J J
-0y -0 B ~
“Ath Aqu]Zz?dﬁldc‘zz,
5 1
@1y @ = J f [@32d>+aBsgn(Aq, +B3>)| 4G, + BG, |2 -
40,07
-0 ~0» ~ o
— ABj, —B*q,]q3dq, dg,,
gdzie:
TS DS (R
A= 1, .2~+F.~.i__y4+ﬁ ,
(4.12)

Bﬁl( +;+2ﬁ]’4+52)

Azeby obliczyé catki we wzorze (4.10) i (4.11) w ktérych wystepuje sgn(4q, + Bg,) nalezy
zbadaé znak wyrazen A i B. Poniewaz 4, > 0, 4, > 0, f > Owigc 4 > 01 B > 0. Dzie-
limy obszar catkowania na dwa obszary M i N prosta o rownaniu Ag, + By, = 0. Nalezy

wyrdzni¢ dwa przypadki przy uwzglednieniu, ze % > 0.

_ A --
— przypadek I @, < 5 0,
A —
50

W przypadku pierwszym obszar catkowania jest podzielony jak na rys. 3, a podobszary M
N okreslone nastgpujaco:

— przypadek II 0, =

- B B_ : —
M= "Q1<‘h<"7q2 ) N = I‘] << ,
_QZ < 52 < QZ é < < QZ
4?/"‘@ qz qz
&y s S G
- . N | AG+BE20 | -
_AarBG,s AJ,+BG,Z0 % e 9
-Q M N al _GI Ac‘11+8q2‘0 O1
_ . M M
G, \ ' -0,
Rys. 3. _ Rys. 4.
Dla drugiego przypadku rys. 4 mamy:
01 €4, <0 -0,<q:, <0,
M = . A_:, N= A _ _ —
—Q2<‘]2<_“B“‘h —-§41<‘12<Q2
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W obszarze M spelniony jest warunek 4q, +Bg, < 0, wiec sgn(4g, + Bg,) = —1, ponadto
|Aq. + Bi,| = —Aq,— Bq,. W obszarze N mamy Aq,+Bg, > 0, wicc sgn(4g, + Bj,) =
= 1 oraz |Aq, + Bg,| = Agq, + Bg,.

Uwzgledniajac powyzsze po obliczeniu calek otrzymamy:

. . — A —=
w przypadku pierwszym, czyli dla Q, < FQ !

(4.13) @2 = 0+

20“{ 5 l(Aé‘*Béz)m_<AQ+B@)‘3'2]
7B -

4294° 0,03 0,03
8 [(A@«Béz)“ﬂ _ (Aél+B§2>“ﬂ] L2 [(Aél~B§z)9’2 _
3347 0,0% 0,0t 34 0,03
_ (40, +B0.)" ]_ (40,-B0,)"* | (AQ:+BQ.)""* }_ T
Qzéi‘ Qzé% —Qzé% ’
— — 2a 1 -(A-Q_1+B§2)13/2 (Aél_Béz)lslz
4.14 =0+ o5 { [ _ = - —— ]—
@19 e B4l 0,0 0.03
(AQ, +BQ,) 11> (AQ—B@)“/Z] AQI
_ (AQ,+BQ,)%2 —
11[ 03 03 ;|

N ) \9/2 A2Q% 2y A \7/2 P2) 7 \7/2
~(AQ,—BQ,)° ]“W [(4Q:+BQ,)"*—(AQ,—BQ,)" ]}“
5 )

w przypadku drugim, czyli 0, < % 0,

(4.15) @2 = w01+ 124‘;{ 1 [(Aélj-B_éz)lalz _ (Béz:A_és1)13/2]_
138 QzQi Qle

11Q [(AQ1 +BQ2)“/2“(BQ2 AQ, )11/2]+ [(AQI +BQ ) —
1

—(B’QZ—ATQl)W]—’;QTQ: [(A'Q‘1+Béz)9/2—(BQZ—AQJ’”]}—
1 N

(4.16) 02 = w3, + —

2a { 16 [(Béz*Aél)lalz _ (Aél'f'Béz)ls/z]_
74408 | 0,03 - 003
8 [waz-A@l)wz B (A§1+B§z)11’2]_'_i[(Béz-—Aéx)g’z B
3387 0,04 0,03 3Bl 0,03
_ (40,+B0Qy)"" ]_ (BQ,—40)""  (A0,+B0,)" }_ B
0,03 0:03% 0,03

Yatwo mozna wykazaé, ze dla warunkéw poczatkowych (4.1) maksymalne wartosci
wspoélrzednych gléwnych beda

11 Mech. Teoret. i Stos. 2/81
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0, = _&L
Awi(02—01) ’
7o 01}7_0
Aa@3(0;—02) ’

(4.17)

gdzie: Vo = %Vo.

Wartoéci ©,, @, obliczono na komputerze traktujac parametry a, f jako stale, ¥, Jjako

zmienne. Rozwigzujac uklad réwnan (4.9) mozemy powréci¢ do wspdirzednych natural-

nych X, X,, ktére beda okreslone nastepujaco:

. ¥y = M0,Sin®, 7+ A Q,sinw, 7,

(4.18) _ - —
Xy = 2;0,Q,8inw, T+ ;0,Q,sinw, 7.

Uktad réwnan (4.2), podobnie jak i réwnowazny mu (w sensie przyjetej metody rozwia-
zania) uktad (4.9), opisuje ruch §rodkdéw mas podczas ich kontaktu, czyli dla ¢ € [0, 7,]
gdzie 7, jest nieznanym czasem kontaktu. Mozna go wyznaczyc z warunku
(4.19) %,(1)~Fa(2) = 0,
bowiem w koncowej chwili uderzenia przemieszczenia srodkéw obu mas sa jednakowe.

Maksymalng sile uderzenia F = maxf(r) wyznaczono z réownania

(4.20) ' F(7) = kyo(X1—X2),
w ktérym 17(7:) jest bezwymiarowa wielkodcig reprezentujaca stosunek sily uderzenia F(z)

. . T Kiz .
do cigzaru m,g, bezwymiarowa zastgpcza sztywnos¢ k,, = »kl— dana jest wzorem (3.18).
2

Wyniki obliczen przedstawia rys. 51 6.

Z kolei obliczmy maksymalne ugigcie sprezyny skrajnej. Jest to wielkos¢ o tyle intere-
sujaca, ze w przyjetym modelu reprezentuje maksymalne odksztalcenie ciata uderzanego,
wynikajgce z jego podatnosci ogélnej. Poniewaz omawiane maksimum wystgpuje z reguly’
w drugiej fazie ruchu, czyli dla ¢ > 7, przeto nalezy najpierw okresli¢ stan kinematyczny
ukladu w chwili # = 7, a mianowicie x,(7x) = x,(7), X,(7s), X,(7x). Postulujemy spre-
Zysty charakter uderzenia tzn., Ze wspéiczynnik restytucji R = 1. Dalszy ruch ciala ma
wigc charakter swobodnych drgann oscylatora harmonicznego o masie m, z liniowymi
wigzami sprezystymi o sztywnoéci k,. Wspébtczynnik uderzenia u, zdefiniowany jako
stosunek maksymalnego ugigcia dynamicznego spreZyny o sztywnosci k, do jej statycznego
ugigcia pod cigzarem bijaka okreslony jest wzorem [9]

4.21) | | u=BY R+,

Wyniki obliczed przedstawiono 'na rys. 7, natomlast na rys. 8 pokazano wplyw podatnosci
lokalnej na wspolczynnik uderzenia.

5. Uwagi koncowe i wnloski

Uklad dwumasowy rozpatrywany w p. 2 wraz z przyjetym sposobem obciazenia,
moze by¢ modelem rozmaitych mechanizméw o dzialaniu udarowym. Podczas pracy.
takiego mechanizmu, na masg m, (reprezentujaca np. bijak, tok itp.) dziata obciazenie.
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impulsowe. Druga masa polaczona jest z pierwsza wigzami sprezystymi, liniowymi, za§
z podlozem (tzn. ostona, obudowa, lozyskami itp.) wigzami nieliniowo-sprezystymi.

Pozwala to uwzgledni¢ duze (geometrycznie nieliniowe) odksztatcenia tego ciala, ktére
moze by¢ uformowane na ksztalt belki, walu itp. '

[T LI N
20001 6000] -
1800 p=5 - 500 -
- L ] A
5001 a=10 4 B 4800
100~ > g £200
1200 - 2 - 3600)-
1000}~ p . 3000/ -
800 7/ 24001
L #=0,75 - .
800 : / - 1800;
400 - 1200
2001~ - . 600y -
[ L1 I |
0 TTETT T 20 2 3/ B % 0 5 10 15 200 25 .30 3'5 [vo

Rys. 6.
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Jak wida¢ z rys. 2 (i wielu innych przedstawionych w pracy [15]) w zakresie badanych
parametréw maksimum wspolczynnika u, jest wigksze od maksimum u,, a zmiany tych
wspolczynnik6w wraz ze wzrostem 7, maja charakter oscylacyjny. Ze wzgledow wytrzy-
malosciowych korzystne jest tak dobiera¢ parametry ukiadu, aby odpowiadalo im lokalne
minimum wspétczynnikéw uderzenia. Natomiast dla ukladu z nieliniowosciy Hertza [15]
mozna przyjac, ze u jest funkcja tylko predkosci bijaka i stosunku mas, bowiem zmienia
si¢ on nieznacznie (w zakresie badanych sziywnosci) przy zmianie sztywnodci lokalnej
(rys. 7, 8), a jego wzrost jest liniowy przy wzroécie predkosei bijaka V.

Na wartoé¢ maksymalnej sity uderzenia duzy wplyw ma podatnos¢ lokalna a, przy
czym jak wida¢ na rys. 6 ze wzrostem podatnosci lokalnej rosnie wartosé tej sity.
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" Peswome

OITPEOENEHHE ,]IHHAMH‘IECKI/IlX KOSPPUIMEHTOB B CUCTEME C IBYMA
CTEIIEHSIMYU CBOBOILI C HENMHEMHOCTLIO THUIIA OIVGOOUHTA U TEPIA

B cratee paccmaTpHBaercA criocof JIMHeapU3alMK HeNMHEHHO0N KOHCEPBATHBHOM CHCTEMBLI C ABYMSI
CTEIIEHAMHI CBOBOAbLI BO30Y (HEHHON HeneproANYECKOl Harpyaxoit mmw yaapom. JImHeapusanexo He-
JIMHEHHBIX YPABHEHMI OBIYKEHHA MPOBEACHO IIOCHE NPEeABaPHUTENHFHOr0 BBEJCHHA IIIABHBIX KOODHAMHAT.

Ly
it
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Ocoberno TPOBOJUIMCE HCCIENOBAHUA CHCTEMbI, KOTOPOIl ABMYKCHAE GBINO BBLIHY)KINEHHO HArPY3KOM
THNA TPEXYTONBHOro Mmnyikca. Kpome Toro paccmarpuBaercs gByXmaccoBas cucTema, B KOTOPBIX TpY-
JKUHA COeQMHAIOLIAA MacChl UMeeT XapaKrepucruKy THna Lepua. IBmxenue Taxoit cucTemMsl Bo30y»Kaa-
JloCh MIPHJAHMeM Macce a; HauanbHOH cxopoctd Vo. M o6oMX CHCTEM ONpeAeNeHO JHHAMHUECKHE
K09 hUIHeHTE.

Summary

THE DETERMINATION OF DYNAMIC FACTORS IN A SYSTEM WITH TWO DEGREES
OF FREEDOM AND DUFFING-HERTZ NONLINEARITY

Tn the paper the linearization method of the non-linear conservative system with the two degrees
of freedom has been considered. The system is excitated by aperiodic or impact loads. The linearization
of the non-linear motion equations has been performed after having introduced the main coordinates.
The system excitated by triangular pulse has been tested in particular, Besides, the two-mass system with
jojning spring of Hertz characteristcs has been considered. The system has been excitated by the motion
impart of the mass m; with the initial velocity vo. For both systems the dynamic factors have been intro-
duced.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 maja 1980 roku.



