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Wstep

W ostatniej dekadzie obserwuje si¢ wzrost liczby publikacji dotyczacych konwekciji
swobodnej w oérodkach porowatych. Problematyka ta ma szereg aspektéw technicznych
takich jak ekstrakcja ropy z tupkéw, poprawa wlasnosci materiatéw izolacyjnych i niektdre
zagadnienia technologii chemicznej. Pelni réwniez wazna role w zagadnieniach geofi-
zycznych.

Z teoretycznego punktu widzenia konWekcja swobodna spowodowana gradientem
temperatury dostarcza jednego z najprostszych przykladdw niestabilnosci ruchu w mecha-
nice ptynéw. Klasycznym obiektem jest tu warstwa plynu ograniczona dwoma nieprze-
nikliwymi ptaszczyznami, z ktérych dolna ma wyzsza temperaturg.

Lapwoop [1] wykazal, ze dla liczby Rayleigh’a Ra = 4n? rozwigzanie trywialne
réwnan ruchu ptynu i bilansu energii cieplnej w warstwie porowatej staje si¢ niestabilne,
co utozsamia sig z wystapieniem konwekcji swobodnej. Liczne badania doswiadczalne
potwierdzily ten rezultat wykazujac, ze konwekcja swobodna wystgpuje dla liczb Rayleigh’a
wiekszych od pewnej wartosci krytycznej, ktéra zawiera si¢ w granicach: 32,3 < Ra < 43.

Na przetomie lat 60 i 70-tych, seria prac eksperymentalnych [2], [3], [4] wykazala, Ze
ruch konwekcyjny w warstwie porowatej staje sig niestabilny po przekroczeniu przez Jiczbe
Rayleigh’a wartosci zawierajacej siec w zakresie 240 < Ra < 280. Od tego czasu, proble-
mowi teoretycznego okreslenia tzw. drugiej liczby Rayleigh’a poswigcono wiele uwagi.
Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie polega na wyznaczeniu wartosci krytycz-
nej liczby Rayleigh’a, dla ktdrej nietrywialne rozwigzanie réwnan ruchu i bilansu energii
staje si¢ niestabilne.

W dotychczasowych pracach teoretycznych rozwiazan poszukiwano numerycznie
metoda réznic skonczonych lub metoda Galerkina; ich stabilno$é badano metodg Galer-
kina, réwniez numerycznie.

STRAUS [5] stwierdzil, ze nieregularne fluktuacje ruchu plynu w warstwie porowatej
pojawiajg sig, gdy Ra > 380. CALTAGIRONE [6] wykazal, ze ruch konwekcyjny w warstwie
porowatej przestaje by¢ stabilny dla Ra > 384. Jednakze péZniejsze prace nie potwierdzity
poprawnosci tych rezultatéw. Schubert i Straus [7] stwierdzili, ze druga liczba Rayleigha
zawiera si¢ w przedziale 300 < Ra < 320. HorN [8] odkryt fluktuacyjny charakter kon-
wekcji swobodnej w warstwie porowatej dla Ra > 300. Tak wiec, druga liczba Rayleigh’a
nie jest jeszcze okre$lona i wydaje sig, ze wymagane sa bardziej staranne studia nad za-
gadnieniem utraty stabilnosci ruchn w oérodku porowatym.
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Celem niniejszej pracy jest okreslenie drugiej liczby Rayleigha metodami analitycznym;,
Inspiracja byly migdzy innymi prace LORENTZA [9], RUELLE i TAKENSA [10] oraz Mags-
DENA [11] dotyczace klasycznego zagadnienia konwekcji swobodnej Benarda. Wyjsciowy
problem analizy ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych zredukowano metoda Ga-
lerkina do badania pewnego ukladu réwnand rézniczkowych zwyczajnych. Wyznaczong
pierwsza nietrywialna galaZ rozwigzan stacjonarnych odpowiadajaca poczatkowej fazie
wystepowania konwekcji swobodnej w warstwie porowatej oraz zbadano jej stabilnogé.
Wykazano, ze dla liczby Rayleigh’a Ra = 302? ma miejsce bifurkacja Hopfa, stad dla
Ra > 3072 konwekcja musi mieé charakter fluktuacyjny. Zalaczone przyklady obliczef
na maszynie analogowej wskazujg, Ze fluktuacje maja niestabilny charakter, lecz w odréz-
nieniu od rozpatrywanego przez LORENTZA [9] przykladu, trajektorie nie sg ograniczone,

Spis oznaczen

u(u,, u;) — bezwymiarowa predkosé (skladowe w kierunku x i 2)
T — bezwymiarowa temperatura

P — bezwymiarowe ci$nienie

t — bezwymiarowy czas

h — dlugo$é komoérki

Y — wektor o skladowych (0,0, 1)

g — przyspieszenie ziemskie

o — wspolczynnik rozszerzalno$é termicznej
k

m — termiczna dyfuzyjno$é
To — temperatura .zimnej (gérnej) powierzchni
AT — réznica temperatur migdzy goraca (dolng) i zimng (gérna) powierzchnia
warstwy
C, — cieplo wlasciwe
0 — gestosc
(6cp)m — jednostkowa pojemnosé cieplna nasaczonej substancji porowatej
0Cy — jednostkowa pojemnoéé cieplna materialu porowatego
H — bezwymiarowy wspdlczynnik H = (é)%c’f)'”—
S 4
k — przepuszczalnosé
B — lepko§é dynamiczna
» — lepko$¢ kinetyczna
& — porowatosé

2. Sformulowanie problemu

Rozwazana jest substancja porowata nasaczona plynem, umieszczona migdzy dwiema
poziomymi nieprzenikliwymi plaszczyznami w ziemskim polu grawitacyjnym (Rys. 1).
Odlegloé¢ miedzy plaszczyznami jest réwna jednostce diugoéci. Przyjmuje sig, Ze dolna
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plaszczyzna ma wyZ2szg temperaturg ni gorna, €O jest przyczyng wystepowania konwekcji
swobodnej. W celu uproszczenia analizy, rozwaza si¢ pionowy przekrdj warstwy (Rys. 1).

Bezwymiarowe réwnania ruchu piynu wraz z réwnaniem ciagloéci oraz transportu
energii cieplnej maja postac

1 du - —
F% = —u—Vp+TRay,
(1‘) divi = 0,
oT )
W +MVT— V*T.
{01 (11
/ LSS
z=1 zimna powierzchnia

goraca powierzchnia
N o,

N NN
{00~ {1,0)

Rys. 1. Pionowy przekrdj warstwy porowatej,

Rownania te uzyskano drogg skalowania prawa Darcy’ego oraz réwnania przewod-
nictwa cieplnego wzglgdem zmiennych
hW2H whn e
Tm——, h’ AT’ T; —h—’
ktore odpowiadaja: czasowi, dtugosci, temperaturze, ci$nieniu oraz predkosci. Parametry:
liczba Prandtla Pr i liczba Rayleigh’a Ra okres$lone sg nastgpujaco:
2
_ hH; Ra — kghocAT'
knk -
Przyjmuje si¢ nastepujgce warunki brzegowe:
u=0 dla z=0,1.

T=1 dla z=0; T=0 dla z=1.

Pr

(1a)

W rozwazanym przypadku dwuwymiarowym wygodnie jest wprowadzi¢ funkcje
pradu y zdefiniowana nastgpujaco

oy oy
2 _— = —_—— = = .
( ) ax uz’ az ux
Uklad réwnan (1) mozna wéwczas zapisaé jako
19 ,, ) 26
o E‘E(V ¥) = —V*p+Ra Hx
7C] dp oy 00 Oy 00

.5
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gdzie @ = T—T, jest réznica temperatur odpowiadajgcych stanom wystgpowania i braky
konwekeji swobodnej. Temperatura w stanie bez konwekeji jest funkcja tylko zmiennej
z (I =1-2).

Warunki brzegowe dla problemu (3) przedstawiaja sig¢ nastepujaco
(3a) p=0=0 daz=0,1.

Zagadnienie brzegowe (3), (3a) posiada nieskoficzenie wiele rozwigzain. W celu ogra-
niczenia ich ilo$ci rozwazac sig je bedzie w obszarze ograniczonym w tzw. komorce podsta-
wowej. Wysokosé jej jest rowna 1, natomiast dlugo$¢ wyznacza sig na podstawie analizy
stacjonarnego liniowego problemu wlasnego, ktéry ma postac

o0
pu— 2~ b =
V2p+Ra E 0,
4 26
v2H+ -2 ~ o,
ox

z warunkami brzegowymi;
p=0=0 daz=01,
G,

o

43
(4a) =0 dlax=0h.

Y=
gdzie £ jest szukang diugodcia komorki.
Wartosci wlasne problemu (4), (4a) tworza ciag nieskoiczony o wyrazach danych

wzorem

HZ
(5) Ra; = - 2R+ i, =1,2, ...

. . > . L.
Pierwsza warto$¢ wilasna Ra,, = (1+h2)2Jh—2 jest wartodcia wlasng prosta tzn.

odpowiada jej tylko jedna funkcja wiasna. Ma to duze znaczenie (jak to si¢ pdZniej okaze)
przy badaniu stabilnosci standéw stacjonarnych odpowiadajacych tej warto$ci wiasnej.
Wartosé 2 = 1 minimalizuje pierwsza warto$¢ wlasna Ra;,(Ra;, = 4n? dla A = 1),
ktérej odpowiada minimum energii uktadu.
Z tego wzgledu uzasadnione sa przyjecie w charakterze komoérki podstawowej kwadratu
o boku réwnym 1.

3. Aproksymacja Galerkina

W celu analizy stabilnosci rozwigzan problemu brzegowego (3), (3a) przedstawia sig
je w postaci szeregéw Fouriera

09 o0 0 0
(6) Y= 22/91;1/)11, 0= 22%1@“,
i=1j=1 k=017=1

gdzie uklad funkcji {;;; @u} postaci

;= 2sinllixsinlljz; i,j,1=1,2,...
%) Yy J J

6y = 2cosllkzsinlllz k=0,1,2, ...,
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jest ukladem ortonormalnym zupelnym w przestrzeni funkeji typu L2 ([0, 1]x [0, 1])
spelniajacych warunkibrzegowe (3a), natomiast ;1 ey, s3 nicokre§lonymi wspétczynnikami
zaleznymi tylko od czasu. Badanie zachowania si¢ tych wspdlczynnikéw w czasie pozwala
okresli¢ wasnosci dynamiczne (stabilno$¢) rozwigzan ukiadu réwnan (3), (3a). W celu
okreslenia zalezno$ci migdzy wspdlczynnikami f,, 1 o nalezy wyrazenia (6) podstawi¢
do ukladu réwnan (3), wymnozy¢ pierwsze z réwnai przez y,, drugie przez @, oraz scai-
kowaé je po kwadracie jednostkowym [0, 1]x [0, 1]. Otrzymuje si¢ wéwczas nastgpujacy
nieskoriczenie wymiarowy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

T Bam _ Bt mRa
Pr odt e (m? 4-n?) Gons
dors 2002 3 o2 7’ SAS Yw’ .
(8) di = ——H (r +s )O:rs'l'?ﬂ‘ﬁrs—‘ T . Z kZ: 2 gkhl_k{_]k[(élrl_kl —
i=1 j=1 k=01i=1

— (S]ri-}-lq) 57[-_” Sgn(l _j)(ajri—lq + 6|ri+k| 6TI+J'|] il[((sﬁ_kl — 6|ri+k|) 6‘191_1.‘ Sgng — [)+
. + (‘Slri—k! + 6lri+k|) 5Tl+jl]} BisVi
gdzie:
wskazniki m, n, r, s, zmieniaja si¢ tak jak wskaznikii, j, k, / wystepujace w wyrazeniach (6);
funkcje g i hi_x okreSlone sa nastgpujaco:

1 ,
{4 dak#0, 5 dlai=k#0,
Er = 5 -k =
e = 1
2y/2 dla k =0, Lt imre =0,
natomiast 6% jest delta Kroneckera zdefiniowang
s l1dlaa=>b b a=i-k; i+k; 1—j; 1+j
““lodlaasb gazie b=rs

Analiza uktadu réwnas (8) jest zadaniem trudnym i zloZonym. Metoda Galerkina
pozwala sprowadzié ten nieskoficzenie wymiarowy problem do skonczonego wymiaru
przez obcigcie bazy ortonormalnej do skoficzonej ilosci elementdw.

W pracy rozwaza si¢ uklad réwnani oparty na podbazie szesciu elementow

P11 P12, o1, Y02, 01,0,

1 dﬂll a
S T
1 dfi, _ Ra
Broar © ety e
dog, 2 7w’ m
= —J; g, +—= Ap+ —= & ?
©) i ot g Puent g b
dotor —47r2d02—‘752 }/50‘116117
dt
do 5 a?
—d;—l = qfy, — 277y, +7'¢21/2/311°‘02"17§— Br2ttor
de i
dltz = nﬂ12—5n2a12—~;/—i‘ Bi1%o1
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Zasadniczym problemem jest teraz znalezienie stanow stacjonarnych ukladu dynamicz-
nego (9) oraz okre$lenie ich stabilnosci.

4. Stany stacjonarne

Stany stacjonarne (punkty state) uktadu dynamicznego wyznacza si¢ przez przyréw-
- nanie jego prawych stron do zera. Tabela 1 podaje zestawienie punktdéw stalych dla ukladu
réwnan w zaleznosei od wartosei liczby Rayleigh’a Ra, moze ich byé 1, 3 Iub 7. Z tabeli |
wynika w szczegolnosei, Ze zero (punkt 0) jest punktem statym dla dowolnej wartoéci Ra,
Jezeli warto$é parametru Ra przekracza 4n® (pierwsza warto$é wilasna problemu linjowe-
go (4)), pojawiaja si¢ dwie galgzie niezerowych rozwigzan stacjonarnych 4, i 4, co utozsa-
miane jest z pojawieniem si¢ konwekeji swobodnej.

Punkt (0, 4722) jest zatem punktem bifurkacji rozwigzania zerowego z prostej wartosci
wlasnej Ra = 4n2. W ogdlnosci punktem bifurkacji rozwigzania x,(x) ukladu dynamicz-
nego x = F(x(u), u) z wartodci wlasnej uo nazywa sig¢ punkt (x(uo), to) taki, ze w do-
wolnie malym jego otoczeniu pojawia si¢ nowe, dodatkowe rozwigzanie tego ukladu.

Jezeli wartoéci parametru Ra przekraczajg 2512, pojawia sig cztery nowe glezie rozwia-
zanh stacjonarnych B,, B,, Bs, B, przy czym interesujace jest, Ze nie rozwidlajg sie one
Z rozwigzania zerowego.

Dalsza czgé¢ pracy poswigcona jest (zgodnie z jej celem okre§lonym poprzednio)
analizie stabilno$ci galezi rozwigzan niezerowych A4,, A, odpowiadajacych stanowi po-
czatkowemu wystgpowania konwekcji swobodne;j.

Pierwszym krokiem w tym kierunku jest zbadanie stabilnosci rozwiazania zerowego,
z ktorego rozwidlaja sig¢ te galezie.

5. Stabilno§é stanéw stacjonarnych

Stabilnoéé punktu statego ukladu dynamicznego bada sig, wyznaczajac wartosci wiasne
jego zlinearyzowanej postaci. Jest on stabilny tylko wtedy, gdy czesci rzeczywiste wartosci
wlasnych sa ujemne.

Linearyzujac uklad réwnan (9) w otoczeniu rozwigzania zerowego, otrzymuje si¢

1 dpy, , Ra ,
Pr ar Bii+ 2—7'5““’
1 dpi, _ ¢ Ra ,
Broar T Pty
d(X(Ijl — —nzoc{)l
(10) at
daOZ =__4n2al
dt 02>
dot' ’ '
d;l = afy—2m20y,,
doy,

’
dt = nﬂ12—5n2“’129
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gdzie zmienne z indeksem ,,prim” oznaczajg odchylenie od punktu stalego. Wartosci
wlasne okre§lone s nastepujgco

2 -
A= -——21# + —;— V (27% +Pr)? +2Pr(Ra—4a?),
2 4 Pr 1
(11 Azs = —Sl;—P—' + % I/(5ﬂ2+Pr)2+?P1‘(Ra—257r°-),
25 = —47‘E2,
}‘6 = —ﬂ2.

W punkcie Ra = 47? warto$§¢ whasna A, przecina o$ urojong, zatem rozwiazanie ze-
rowe staje sie niestabilne. Jednoczesnie jak bylo wspomniane w poprzednim punkcie
pojawiaja sie dwa rozwiazania niezerowe (Rys. 2), odpowiadajgce wystapieniu konwekcji
swobodne].

20| By (
0,12— 6 |
0,01 Sr —
008~ 4 o
0,06— 3 —
0,04~ 2r -
0,02 i .
o~ o
-0,02 -1 —
-0,04~ -2 -
~0,06L -3 —
-0,08 -4 -
-0,10— -5 ]
012 -8 .
04 -7 -
L |

Ra/4m?

Rys. 2. Bifurkacja niezerowych rozwigzan stacjonarnych z rozwigzania trywialnego.

Stabilnos¢ galezi nietrywialnych w pewnym otoczeniu punktu bifurkacji mozna ok-
reéli¢ na podstawie twierdzenia o bifurkacji z prostej wartosci wlasnej [12] (s. 39).

Zgodnie z twierdzeniem tym, jeZeli pochodna wartoéci wlasnej, ktéra ,,powoduje”
niestabilno$é rozwiszania zerowego po parametrze w punkcie bifurkacii jest dodatnia, to
rozwidlajaca sig z niego galaz nietrywialnych rozwiazan jest stabilna.

W punkcie bifurkacji (0,47%) ukladu réwnad (9) zachodzi

di,
dRa lRazdn2

>0,
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zatem galezie rozwigzan A4, i A, sa stabilne w pewnym otoczeniu wartosci parametru
Ra = 4n?%, a co za tym idzie, stabilny jest ruch konwekeyjny plynu dla liczb Rayleigh’a
mato réznigeych sig od 4>

Z postaci rozwigzan stacjonarnych 4, 4, (Tabela 1) wynika, Ze amplituda konwekcji
swobodnej roénie wraz z liczbg Rayleigh’a. Dodwiadczenia wykazuja, ze od pewnej war-
toéci krytycznej liczby Rayleigh’a ruch plynu staje sig fluktuacyjny [1], [2]. Sugeruje to,
se z galezi A, (lub A,) rozwidlaja si¢ rozwigzania okresowe.

6. Stabllnosé rozwiazan okresowych

Przypadek rozwidlenia si¢ z danej galezi rozwigzan stacjonarnych okresowego rozwia-
zania nazywa sig bifurkacja Hopfa; sci§lej punkt (x(uo), ft0) nazywa si¢ punktem bifur-
kacji Hopfa ukladu réwnan rézniczkowych x = F(x, w), jezeli spetnione sa dwa warunki
(i) Fu(x(uo), o) posiada dwie czysto urojone wartosci wlasne
(i) Jezeli S, (u) Jest czgscig rzeczywista wartosci wlasnej, to dla u = p, zachodzi
ds,

Sy(pe) = 0, B |y

Istniejg dwa typy bifurkacji Hopfa — superkrytyczny i subkrytyczny. W pierwszym
przypadku pojawiajg sig stabilne rozwigzania okresowe dla warto$ci parametru wigkszego
od wartosci krytycznej, w drugim natomiast rozwiazania okresowe sa niestabilne i istnieja
dla warto$ci parametru mniejszych od wartosci krytycznej (Rys. 3). W celu okreslenia
punktu bifurkacji Hopfa na gatezi 4, (lub 4,) linearyzuje sig¢ ukiad réwnan (9) w otoczeniu
rozwiazania nalezacego do galezi 4, (lub 4,).

> 0.

nieslabilny
. punkt staty

niestabilny
punkt staty Xy

stabilna / niestabiina
orbita orbita

zamknieta -\_zamknigla

5 X3
~.Stabilny punkt staty

X QD

Rys. 3. Typy bifurkacji Hopfa a) superkrytyczny b) subkrytyczny.

stabiiny
=~ punkt staty

Linearyzacja ta prowadzi do dwéch odseparowanych od siebie podukiadow réw-
nan ‘

1 dpi. Ra ,

—15[- dt = _ﬂ11+3;_£_a119
(123') d;(tm = _7!21/'?2“11/9111 —47[2(1:)2—-77:2 ]/—Z-ﬂllafll >
da’u

s a(l+m- ]/50‘02)/311 a2 Y 2By 00 — 2770y -
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1 df, Ra ,

Pr dt = _ﬂ112+ 5.’7Z alla
dog, 72 , a n? ,
{12b) = —— oy fr212— 0o + —= B11%12,
dt V2 : Vz
“da , n? , ,
d;Z = 7t.51:z"—]/"—2 Biictoy — 573y,

gdzie B,,, %52, &, 53 odpowiednimi wspéirzednymi punktu statego 4, lub 4,.

a) b) o | c}

Oy

002

-0.03}-

Rys. 4. Trajektoria rozwiazar ukladu réwnah (9) na plaszczyznach fazowych (xoy, ®12) i (o2, o1y)
dla wartosci liczb Rayleigh’a a) Ra = 24w?, b) Ra = 30n?, c¢) Ra = 36n2.

Z postaci uktadu réwnan (12a), (12b) widaé, Ze jego réwnanie charakterystyczne mozna
przedstawié w postaci iloczynu dwéch réwnan:

(13a) A+ (672 +Pr) A2 +2n%(Ra +2Pr) A+ 4 *Pr(Ra—4n?) = 0, oraz

n?Ra PrRa
2 5

ktére sa réwnaniami charakterystycznymi poduktadéw réwnan (12a) oi (12b).

Badajac znaki wyréznikéw réwnan trzeciego stopnia (13a) i (13b) mozna latwo wyw-
nioskowac, Ze oba posiadajg jeden pierwiastek rzeczywisty oraz pare pierwsiastkéw zespo-
lonych sprzgzonych. Zatem, réwnanie charakterystyczne zlinearyiowanego ukladu réw-
nan (9) spelnia warunek (i) wtedy i tylko wtedy, gdy wlasno$é te posiada réwnanie (12a)
albo (12b).

(13b) A4 (6w +Pr) A% + | 672Pr +3n* +

117 m?
R * =0’
)l+_ 5 Pr+ 5 PrRa
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Réwnanie charakterystyczne (13a) mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej nastepu-
jaco
(14a) (A=8)" (A=8)* (A—a) = 0
gdzie: _
S, S — pierwiastki zespolone, sprz¢zone
o — pierwiastek rzeczywisty.
Poréwnujac wspdtczynniki przy odpowiednich potggach A w réwnaniach (13a) i (14a)
otrzymuje si¢ uklad zaleznoéci:
2S;+ o = —(6=*+Pr),
(14b) 1824208, = 272(2Pr+Ra),
—a|S|? = 4n*Pr(Ra—4n?), gdzie S; = ReS.
Korzystajac z warunku (i) (S| = 0) wyznacza si¢ krytyczna wartosé liczby Rayleigh’a
2Pr(1072 +Pr)
(13) Ra =Gz

Zwykle dla substancji porowatych wartoéci osiggane przez liczbe Prandtla sg bardzo
duze (rzgdu 105-10%), przyjmujac wigc we wzorze (15), 2e Pr — co otrzymuje sig¢ Ra — oo.
Podobnie przedstawiajac réwnanie charakterystyczne (13b) w postaci iloczynowej

(16a) (A-g)(A—-g)(1—p) = 0,
gdzie:
g, 4 — pierwiastki zespolone
f — pierwiastek rzeczywisty
oraz porownujac wspdlczynniki przy odpowiednich pot¢gach w réwnaniach (13b) i (16a)
otrzymuje sie¢ nastepujacy uklad zaleznosci

2, + 8 = —(Pr+6x?),

2
lq|*+2Bq, = 62*Pr+3n*+ T Ra -—%PrRa,
(16b) 1 1 V2
1
—Blal? = —~ —
Bl4| 3 Pr+ 3 PrRa,

gy =0, gdzie g, = Regq.

Przyjmujgc w ukladzie (16b) g, = 0; wyznaczona z niego krytyczna warto$¢ liczby
Rayleigh’a wyraza si¢ wzorem

1
(Pr +672)(67Px + 37*) — -51- 7t Pr

(17) Ran = 1 1 )

. _ 2N "2 .
7Pr (Pr+ 67 )(2 7t Pr\)

Jezeli Pr — oo to Rag — 3072,

Wynika stad punkt (4, , 30%2) jest punktem bifurkacji Hopfa oraz, ze dla wartosci para-

metru Ra > 30n2 gala? rozwiazan stacjonarnych 4, staje sig¢ niestabilna.
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Okreslenie typu bifurkacji Hopfa jest prostym problemem, wymaga bowiem zbadania
stabilnosci rozwigzan okresowych. MARSDEN i MCCRACKEN [11] podali algorytm, ktéry
pozwala rozstrzygnaé typ bifurkacji. W pracy [13] autorzy wykazali, korzystajac z tego
algorytmu, Ze Ra = 30s? jest subkrytycznym punktem bifurkacji Hopfa. Nie przytacza sig
tu diugich i ztozonych obliczen, bowiem o typie bifurkacji mozna takze wywnioskowaé
na podstawie prezentowanych na rysunkach 4a, 4b, 4c rozwigzan ukladu réwnan 9.
Przedstawiaja one trajektorie rozwigzan na plaszczyznach fazowych («o;, ;;) oraz
(@02, osy) dla trzech wartosci liczby Rayleigh’a Ra = 2472, 3022, 367°. Wynika z nich,
ze dla Ra < 307 konwekcja swobodna jest stabilna, po przekroczeniu drugiej liczby
krytycznej Rayleigh’a, ruch plynu nabiera fluktvacyjnego charakteru.

7. Zakonczenie

Dokonano analizy stabilnoéci ruchu dla dwawymiavowej konwekcji swobodnej w war-
stwie porowatej. Zastosowano metodg¢ Galerkina obcinajac nieskoniczone szeregi trygono-
metryczne do szesciu wyrazow.

Przyjmujac nieskoficzona wartos$é liczby Prandtla wykazano, Ze galaZz rozwiazan
stacjonarnych, odpowiadajgcych stadium poczatkowemu konwekcji swobodnej, traci
stabilno$¢ dla wartosci liczby Rayleigh’a Ra = 30z2. W punkcie tym ma miejsce bifurkacja
Hopfa do rozwiazan periodycznych. Poprzednie badania autoréw [13] oraz wyniki obli-
czeri na maszynie analogowej wskazujg, Ze bifurkacja ma charakter subkrytyczny. Oznacza
to Ze rozwigzania periodyczne, ktére zjawiaja sig dla wartosci liczby Rayleigh’a bliskich
3072 musza byé niestabilne.

Mimo, ze uzyskany rezultat zgadza si¢ z wynikami badan do§wiadczalnych i ostatnimi
rezultatami obliczen numerycznych, problematyce tej nalezy poswigcié jeszeze duzo uwagi
ze wzgledu na jej podstawowe znaczenie dla analizy stabilnodci ruchu w oérodkach poro-
watych. :
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Pezwome

YCIOBUE ITOTEPY CTABUJIBHOCTU ECTECTBEHHOI KOHBEKIIUHY
B ITOPMCTOM CIIOE

Cpenana YIONBITKA AHANH3A CTAOMIIBHOCTH FBYXPA3MEPHOH ECIECTBEHHON KOHBEKUHMM B XOPHCTOM
cnoe. Ilpomenssi merox Iaxepxuna, cucrema OByx AuQ(epeHLHaNbHbIX YaCrHbIX ypaBHEHHH 6n1ia
samenena wectsro quddepeHnpampublMe ypapHeHasiMK. OnpeesIeHo obNacTh CTALMOHAPHBIX PeIUEHMI,
COOTBETCTBYIOLIUX HAUANBHOW CTajiMN ecTeCTBEHHOH KOHBEKImH. Haxofsuiasics B 3ToOH 06GNACTH TOUKA
Gudyprunn X, Xompa gng uncsna Peiinu, pasroro 30 TT?, onpenensieT ycIOBHe TOTEPH CTAGHIBHOCTH
TIBIDKEHHA YKUAKOCTY B IOPHMCTOM CIIOE, HHAYLIMPOBAHHON ¢ IIOMOIIBIO I'DAafIMEHTA TEMIIEPATYPLI.

Summary

LOSS OF STABILITY CONDITION FOR FREE CONVECTION IN A POROUS LAYER

A stability analysis of the two-dimensional natural convection in a porous layer has been performed.
By means of Galerkin’s method the system of two partial differential equations has been replaced by a
system of six ordinary differential equations. The branch of steady-state solutions referring to primary
stage of free convection has been determined,

The condition for stability loss of fluid motion in porous Iayer induced by temperature gradient is
determined by the Hopf bifurcation point for Rayleigh number equal to 3072,
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