MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 18 (1980)

v

ZASTOSOWANIE TRANSFORMACJI LAPLACE’A W METODZIE USREDNIANIA POPRAWEK
FUNKCJONALNYCH

ZBIGNIEW NOWAK, KazmMiErRz RuUPr (KRAKOW)
1. Wstep

W pracy [2] przedstawiono oryginalna modyfikacje zastosowania metody uéredniania
poprawek funkcjonalnych do przybliZonego rozwiazywania réwnania roézniczkowego
typu parabolicznego opisujacego nieizotermiczny przeptyw cieczy newtonowskiej. Umo-
zliwia ona aplikacje wymienionej, analitycznej metody przyblizonej rozwiazania réwnan
rézniczkowych bez konieczno$ci wprowadzania pojecia ,,glgbokosci wnikania ciepta”
(np. przy rozwigzywaniu réwnania przewodnictwa cieplnego). T¢ konieczno$¢ ominigto
w pracy [2] przez wykorzystanie do obliczania wartosci poczatkowych (stalych catkowania)
warunku polegajacego na spetnieniu postulatu minimum catki z kwadratu odchylenia,

W pierwszej czesci niniejszej pracy przedstawiono propozycje zastosowania metody
usredniania poprawek funkcjonalnych w obrazie przeksztalcenia catkowego Laplace’a.
Wykazano, ze w ten sposéb eliminuje si¢ konieczno$¢ wyznaczania wartosci poczatkowych
z dodatkowych postulatéw. Powracajgc nastepnie do dziedziny oryginatu, otrzymano
poszukiwane pole temperatury w ustalonym, laminarnym przeplywie niescisliwej cieczy
newtonowskiej przez prostoosiowg rur¢ kotowa, w pierwszym i drugim przyblizeniu.
Podano réwniez sposéb konstruowania dowolnego, n-tego przybliZzenia.

W drugiej czeéci pracy przedstawiono odmienny wariant zastosowania metody usred-
niania poprawek funkcjonalnych do tego samego zagadnienia brzegowego, w ktorym
wykorzystano, do wyznaczania wartosci poczatkowych, postulat minimum catki z od-
chylenia. Wykazano, ze w obu przypadkach otrzymuje si¢ identyczne postacie funkcji
przyblizonej opisujacej pole temperatury. W ten sposéb udowodniono, e zastosowanie
metody usredniania poprawek funkcjonalnych w obrazie przeksztalcenia catkowego
Laplace’a determinuje automatycznie wybér kryterium, z ktorego nalezy wyznaczyé
wartoéci poczatkowe w przypadku nie stosowania transformagcji Laplace’a. W oparciu
o konkretny przyklad liczbowy wykazano, ze zastosowana w pracy modyfikacja metody
usredniania poprawek funkcjonalnych daje wysoki stopied aproksymacji rozwigzania
dokladnego juz w drugim przyblizeniu.

Nastepnie poréwnano rozwigzanie przyblizone réwnania rézniczkowego oméwionego
w pracy [2] w przypadkach, gdy do wyznaczania wartosci poczatkowych stosuje si¢ dwa
kryteria, a mianowicie: postulat minimum catki z odchylenia oraz warunek minimum
catki z kwadratu- odchylenia. Stwierdzono, Zze nieco wyiszy stopieri dokladnosci apro-

ksymacji otrzymuje si¢ w przypadku zastosowania postulatu minimum catki z kwadratu
odchylenia. '
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Oznaczenia
A . - . .
= ——  wspotczynnik wyrownania temperatury,
Y G
A = RVTPe  parametr
C stala
d $rednica rury
Nu liczba Nusselta (4.3);
p  zmienna zespolona,
w-R . N
Pe = a liczba Pecleta,
71(X), g,(X), ..., q.(X)  wspolczynniki funkeyjne (parametry swobodne),
gs  strumien ciepta na $ciance rury,
g*  bezwymiarowy strumien ciepta na $ciance rury,
" r  wspdlrzgdna promieniowa,
R promied rury,
¢ temperatura,
t, temperatura $cianki rury,
!,  temperatura poczgtkowa,
t—1 .
= ;’ bezwymiarowa temperatura,
s 0
w(p) predkosé lokalna cieczy,
w  predko$é srednia,
x  wspOlrzedna osiowa,
1 x
X =—."—  bezwymiarowa wspdirzedna,
Pe R y pO1Irze¢
X, =2X  bezwymiarowa wspoirzedna,
Ot . . .
Vi = x osiowy gradient temperatury na sciance rury,
t—1o .
%] y bezwymiarowa temperatura,
0 temperatura Srednia,
r . . ..
e=— bezwymiarowa wspofrzedna promieniowa.

2. Przedstawienie proponowanej modyfikacli

Jak wiadomo [I, 2], metoda usredniania poprawek funkcjonalnych jest analityczna,
wewnetrzng metoda przyblizong rozwigzywania réwnafi rézniczkowych, catkowych
i rézniczkowo-catkowych, ktérej idea przewodnia polega w ogélnoéci na zastapieniu
samej, poszukiwanej funkcji (lub jej pochodnej), ciaglej w pewnym obszarze, przez jej
Srednig catkowa w tym obszarze. Omawiana metoda wykazuje, w poréwnaniu z innymi
analitycznymi metodami przyblizonymi, nastgpujace zalety:
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a) wzgledna fatwos¢ wyznaczania funkcji aproksymujacej rozwigzanie $ciste,

b) mozliwo$¢ wyznaczania dowolnego, n-tego przyblizenia. Warto przy tym dodaé,
ze wyznaczona w pierwszym przybliZeniu funkcja aproksymujaca nie ulega zmianie przy
konstruowaniu nastgpnego przyblizenia (podobnie w metodzie Kantorowicza, zmody-
fikowanej przez Kerra [3]),

¢) eliminuje intuicyjny wybdr funkeji aproksymujacej rozwiazanie Sciste.

Ponizej przedstawiono ide¢ przewodnig proponowanej modyfikacji zastosowania
metody usredniania poprawek funkcjonalnych na przykladzie réwnania rézniczkowego,
opisujacego pole temperatury w ustalonym, laminarnym przeptywie nieécisliwej cieczy
newtonowskiej przez prostoosiowa rurg kotowa. To réwnanie otrzymuje sie z ogdlnych
réwnan opisujacych ruch cieczy lepkiej [4, 5], tj. réwnania energii, pedu i ciagtosci, przy
nastgpujacych zalozeniach upraszczajacych:

1) niesciliwa ciecz newtonowska przeplywa vstalonym ruchem laminarnym przez prosto-
osiowg rur¢ kotowa,

2) whasnoéci fizyczne (7, 4, o, C) cieczy nie zaleza od temperatury,

3) brak jest wewngtrznych zrédet ciepta (pomija si¢ dysypacje energii przeptywajacej cieczy,
.wywolang tarciem wewnetrznym),

4) przeptyw ciepta w kierunku promieniowym jest znacznie intensywniejszy niz przeplyw
ciepta w kierunku osiowym,

5) pomijamy wplyw pola jednostkowych sit masowych.

Przedmiotowe rownanie roZzniczkowe przyjmuje w omawianym przypadku posta¢ [2]:

ot 1 0 ot
— 02 _— = _

za§ warunki brzegowe zapisuja si¢ nastgpujaco:

2.2) X<0, O<o<|=1=1
2.3) X>0, o=121t=totdX
(2.4) X>0 0= 20
. s = —_ —— =
0 5

Przejecie warunku brzegowego w postaci (2.3) wynikto z koniecznosci porédwnania
otrzymanego poniZej rozwiazania przyblizonego z rozwiazaniem S$cistym, zawartym
w pracy [7].

Réwnanie rozniczkowe (2.1) wraz z warunkami brzegowymi (2.2), (2.3), i (2.4) poddane
zostanie przeksztalceniu calkowemu Laplace’a po zmiennej bezwymiarowej X. Po jego
wykonaniu, transformaty wspétczynnikéw funkeyjnych ¢, g, ... zostana wyznaczone
za pomoca metody udredniania poprawek funkcjonalnych. Warto tutaj zaznaczyé, Ze
omawiana metoda nie byla dotychczas stosowana w podobnym przypadku. W dostgpnej
dla autoréw literaturze z tego zakresu wykorzystano wprawdzie transformacje Laplace’a,
ale przeksztalcone réwnanie rozwigzywano nastgpnie metoda Galerkina [6, 7, 8, 9]. Po raz
pierwszy zaproponowal powyzsza technike WEINER [6] do przyblizonego rozwiazania
réwnania przewodnictwa cieplnego. Ten sam tok postgpowania stosowano nastgpnie
w pracach [7, 8, 9].
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Po wyznaczeniu za pomoca omawianej metody wspdlczynnikéw funkeyjnych w dze-
dzinie obrazu przeksztalcania catkowego Laplace’a, zastosujemy nastgpnie odwrotne
przeksztalcenie Laplace’a otrzymujac poszukiwane rozwigzanie przyblizone w dziedzi.
nie oryginatu, Warto juz w tym miejscu podkresli¢, ze zastosowanie transformacji Laplace’a
do omawianego zagadnienia umozliwi wyznaczenie wspoiczynnikdéw funkcyjnych, a na-
stepnie pola temperatury bez koniecznoéci okreslania wartosci poczatkowych z dodatko-
wych postulatéw.

Po wykonaniu przeksztalcenia catkowego Laplace’a réwnanie (2.1) przyjmuje postaé:

- 1o at
— 2 - — — 2 = ——— —_—

2.5) 21— T=20 =00 = 50 (e % )
za$§ warunki brzegowe (2.3) 1 (2.4) zapisuja si¢ nastepujaco:

- A
2.6 o, =2 4 =,
2.6) (0 p)a=1 > T

ot
=0

2.7 30 |ozo
gdzie:
2.8) o, p) = | 10, X)exp(—pX)dX.

0

Roéwnanie rézniczkowe (2.‘5) przy warunkach brzegowych (2.6) i (2.7) rozwigzane
zostanie za pomoca metody usredniania poprawek funkcjonalnych. Zgodnie z jej idea
przewodnia, aproksymuje si¢ réwnanie (2.5) w pierwszym przyblizeniu, nastgpujacym
réwnaniem:

_ 1 90 ot,
(2.9) 2(1—0*)pg: —2(1 —0*)t, = ?—6? (9 79“) )
gdzie:
1
(2.10) 4, =21, odo.
0

Po dwukrotnym scatkowaniu rownania (2.9) wzgledem zmiennej g otrzymuje si¢ pier-
wsze przybliZzenie pola temperatury w postaci: '

7

— 1 1 _ 1 1 _ —
(2.11) t = (“2‘92 _?94)17‘11 - (‘2—92 - ?94) to+qy2inp+ ;5.

Wystepujace w réwnanin (2.11) transformaty wspélezynnikéw funkcyjnych g, ¢z,
4,3 Wyznacza si¢ w oparciu o warunki brzegowe (2.6) i (2.7). Otrzymujemy:

g1, =0
2.12) 4 3. A4 3 _
€I1.3=—p'+?to+?““?[7‘11
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Podstawiajac (2.12) do (2.11) znajdziemy
= ! A 1 2y, 1 4 ! 2 o A
(2.13) fo= 5 (=e9pdi =5 (1 =M — = (1= + 5 (1 —¢ Mot St g
Celem wyznaczenia niezdeterminowanej transfomaty wspolczynnika funkcyjnego 7,

podstawiamy (2.13) do (2.10). Po wykonaniu catkowania (2.10) oraz po pewnym upo-
rzadkowaniu otrzymuje sig:

2.14) =t T

Nastepnie podstawiamy (2.14) do (2.13) uzyskujac pierwsze przyblizenie pola tem-
peratury w ptaszczyznie obrazu przeksztalcenia Laplace’a:

ll‘[)+t+(‘1 lt[)-l-vt-l—vA
- 1 B o & foptlot—
(2.15) h=a(l-gy > — (P
8 I 2 1
1+—6—17 I+F

1 ] t A
(L —oMo+ (1 =Pty + 2 4 2,
8( 9)0+2( Q)o+p+p2

Powracajac za pomoca tablic transformat [10] do dziedziny oryginatu otrzymujemy
poszukiwane pole temperatury cieczy w pierwszym przyblizeniu:

- (2.16) t.(0X)e = to+AX+ %[1 —exp(-6X)]H—(1 —0%—(1 —92)]~

W celu podwyzszenia stopnia dokladnosci otrzymanego rozwigzania przyblizonego,
rozwigzemy réwnanie (2.5) w drugim przyblizeniu. Jego konstrukcja w plaszczyznie
obrazu przeksztalcenia catkowego Laplace’a za pomoca metody uéredniania poprawek
funkcjonalnych wykazuje odmienne cechy w pordéwnaniu z przypadkiem, kiedy wykorzy-
stuje si¢ metode Galerkina. Zasadnicza roZnica wynika z odmiennej techniki konstru-
owania rozwigzai przyblizonych w wymienionych metodach. W szczegdlnosci: w me-
todzie usredniania poprawek funkcjonalnych kazde nastgpne przyblizenie buduje sig
zawsze w oparciu o przyblizenie poprzednie [1, 2].

Zgodnie z ideg przewodnig omawianej metody, rownanie (2.5) przyjmuje w przypadku
drugiego przybliZenia, w plaszczyznie obrazu przeksztafcenia Laplace’a, postaé:

1 0 ar. ot _
217 — ——2- = —_— 2 _1 i — 2 —-2 I_ 2[
2.17) % 70 (a 69) 21 9)[6X]+2(1 0)pgz~2(1 -0,

przy czym transformata pochodnej

ot at [ or ,
(2.18) - [a—;’] =‘$[ﬁ] = bf [ﬁ]exp[—p/\]dX. :
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Uwzgledniajac (2.16) w (2.18), a nastgpnie podstawiajac otrzymane wyrazenie do (2.17)
znajdziemy:

: A 1
(2.19) ig_ (g%) = %(1 —0*)+ ———(1~¢? [—4—<1 —o*)—(1 —92)] +
@ op 4 y! 1+-€P

+2(1 —0*)pg> —2(1 — 0>)to.
Po dwukrotnym scatkowaniu réwnania (2.19) wzglgdem zmiennej ¢ otrzymuje sie

drugie przyblizenie pola temperatury w plaszczyZnie obrazu przeksztalcenia catkowego
Laplace’a:

~ 1 A 11 1 1 1
— T p2a_C p4 I, 2_ 4 _ 6 ) 8
@220) == (49 16a)+1+_1_p[4(4@ 76 ¢ —36e+_649)+
6

1, 1, 1 4 L, 1 0\ - 1-, 1 — -

— e - — — — P -— —p?— 0%t | .

Wystepujace w réwnaniu (2.20) transformaty wspdtezynnikéw funkcyjnych ¢,5 i g5,
wyznacza sie z warunkow brzegowych (2.6) 1 (2.7). Po podstawieniu wyznaczonych tran-
sformat do (2.20) otrzymujemy:

! o A ) A 3 ) 7

. = — — —— e — —_—— = —_ _—— 1 —_— 4

Q2) =g (=g9= 510D+ 11)[16(1 )= o5 (1=¢9+

I+ &

5 . 1 . 1 w1 -
+m(1 0°) —2—56—(1—0 )]+—8—(1 e)pq2—7(1 0*)pd, +

1 . 1 ) to A
“?(1—9 )%"‘7(1 —0 )fo+;+;2"- |
Zgodnie z idea przewodnig omawianej metody, transformate wspoiczynnika funkcyj-
nego ¢, wyznacza si¢ z nastgpujacego wyrazenia [1, 2]:

1
(2.22) 7. =2 [ fodo—7,.
0

Podstawiajac (2.21) oraz (2.14) do (2.22) otrzymuje sie po scatkowaniu kazdorazowo
jedno réwnanie algebraiczne, ktérego rozwiazanie determinuje ostatecznie wspélczynnik
g,. Fakt ten stanowi powazng zalete metody u$redniania poprawek funkcjonalnych
w poréwaniu z innymi metodami przyblizonymi, ktore — zastosowane w podobnym
przypadku — wymagaja rozwigzania ukiadu réwnan algebraicznych.

W rozwazanym przypadku drugiego przyblizenia pola temperatury transformata
wspoélezynnika funkcyjnego ¢, przyjmuje postaé:

1t+to+A
A T 1 1
2.23) G, = 1’1 P IR 4 1 4 .
1+ -— 1+ — o 1+—1~p 160 l—l—Lp
6 6 6 6
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Podstawiajac (2.23) do (2.21) otrzymuje si¢ drugie przyblizenie poszukiwanego pola
temperatury w plaszczyznie obrazu przeksztalcenia catkowego Laplace’a. Dokonujac
nastepnie przeksztalcenia odwrotnego znajdziemy w rezultacie poszukiwane pole tempe-
ratury w drugim przyblizeniu. Realizujac przeksztatcenie odwrotne postuzono sie tablicami
transformat [10], otrzymujac ostatecznie:

1 1 67
(2.24) t2(0, X) = to+ AX+ - A(1 - 0% — 5-A(1—0*)+4 [——(1 o)+
187, 5 . e
m(l oY+ 2—4(1-9 )— 128 —(1 )]exp( 6X)+

—(9)(1 —0*) AXexp(—~6X) — 1 —p*) 4 Xexp(—6X).

160 ( _
Konstrukcja n-tego przyblizenia w dziedzinie obrazu przeksztalcenia catkowego
Laplace’a przyjmuje, dla rozwazanego przez nas réwnania (2.5), postaé

(2.25) %7%(9 ot ) 2(1—p 2)[61" 1]+2(1—@2)p-6,,+2(1—92)t0-

Do wyznaczania transformaty wspdlczynnika funkcyjnego g, wykorzystuje sie, zgodnie
z idea metody uéredniania poprawek funkcjonalnych [1], wyraZenie:

1
(226) an =2 f t—n ' QdQ —an—l .
: 0

Tok postepowania przy wyznaczaniu kolejnych przyblizen jest analogiczny, jak w przy-
padku przyblizenia drugiego.

3. Zastosowanie postufatu minimum calki z odchylenia do wyznaczania wartosci poczatkowych

W celu wykazania pewnych zwigzkéw pomigdzy wynikami uzyskanymi za pomoca
technik wykorzystujacych transformacje Laplace’a oraz technik postugujacych sig wy-
znaczaniem wartoéci poczatkowych z dodatkowych postulatéw, przedmiotem naszych
rozwazan bedzie ponownie rownanie rdzniczkowe (2.1) wraz z warunkami brzegowymi
(2.2), 2.3)i (2.4).

Zgodnie z idea przewodnia metody u$redniania poprawek funkcjonalnych [1, 2]
aproksymujemy réwnanie (2.1), w pierwszym przyblizeniu, nastgpujagcym réwnaniem:

1 0 at ) 2
(3.1 ‘Q‘a—Q(QE) = 2(1 —0*)q,(X),

przy czym wspolczynnik funkeyjny g, (X) okresla wyrazenie:

ot (QX)

(3.2) 4,0 =2 f

Calkujac réwnanie (2.1) dwukrotnie po zmiennej ¢ otrzymuje si¢ pierwsze przybliZenie
poszukiwanego pola temperatury:

: 1 1
(3.3) (0, X) = 7(92"‘—4‘94)q1(X)+Q12]nQ+‘]13-
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Po uwzglednieniu w réwnaniu (3.3) warunkéw brzegowych (2.3) i (2.4) znajdujemy:

(3.4 (0 %) = 5 (1090, (X) — =-(1 ~e)a (X)+ AX .

W celu wyznaczenia niewiadomej ¢, (X) podstawiamy (3.4) do wyrazZenia (3.2). Po wyko-
naniu catkowania tego ostatniego otrzymuje sie, podobnie jak w pracy [2], jedno réwnanie
rézniczkowe zwyczajne, z ktérego wyznacza si¢ ¢,(X). W omawianym przez nas przy-
padku ma ono postaé:

(3.5) g, (X)+6g,(X) = 64.
Réwnanie (3.5) daje sig fatwo catkowaé [12] i w rezultacie otrzymuje sig:
(3.6) q,(X) = A+ Cexp(—6X).

Statg catkowania C' w réwnaniu (3.6) wyznaczymy z postulatu minimum catki z od-
chylenia. Jako odchylenie przyjmujemy w naszym przypadku, podobnie jak w [2, 3],
wyrazenie:

(37) &= t(Q, O)'_tn(Qa O)

Wymieniony postulat przyjmuje zatem postac:

(3.9) [ [ 110, 0)=t, (e, 0)1dS = minimum.
s

Zalézmy ponadto, ze wyrazenie (3.8) osiaga minimum absolutne, ktére jest réwne
zeru. Uwzgledniajac w (3.8) warunek brzegowy (2.2) i wyrazenie (3.4), otrzymamy:

1
(3.9) [ 0-900- 4090w = 0

0

Po wykonaniu catkowania (3.9) otrzymuje si¢ jedno réwnanie algebraiczne, z ktérego

znajdujemy:

0)=A4+C=0=C= —4, czyli

(3.10) {(h( ) y
91(x) = A[l —exp(—~6X)].

Zatem pierwsze przyblizenie poszukiwanego pola temperatury cieczy opisuje osta-
tecznie funkcja: ‘

(3.11) ti(0, X) = to+AX + —;—[1 —exp(—éX)]H (I-0¢%H-d —92)J -

Zgodnie z ideg stosowanej metody, réwnanie (2.1) aproksymuje si¢ w drugim przy-
blizeniu réwnaniem:
1 8 ( o¢ ot
3.12 o222 = —p?) L —p2
(3.12) 2 T (9 59) 2(1 =M +2(1 —e)g2(X),

gdzie:

1
G139 0:00) = 2 [ 22 odo—g,(.
0
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Podstawiajac (3.11) do (3.12), a nastepnie catkujac dwukrotnie to ostatnie po zmiennej
g, otrzymuje si¢:

I {1 1 1 1
. 1,(0, X) = 64 —6X)| — |02 — 054
1) )= sdexn(-60)| b (Lot ot Jot et

1 1 1 1 1 |
= p2_ 6 T I ] 1, .
4 89 t36 36 e )]+(29 89 )qZ(X)+q221nQ+q23+2A(4g —169)’
lub po wykorzystaniu warunkéw brzegowych (2.3) 1 (2.4):

0%+

—_ —_ 3 —0%) — — ot 5
(3.15) 12(0, X) = 64exp( 6X)[16 (1~0M)=r (=Yt 37 (1—0

e (10 B\]+——(1— 9q(X) - (1 -)aa(X)+

1 1
+ ~§A(1 oM — 7A(l —0%)+1te+A4X.

Podstawiajgc nastepnie wyrazenie (3.11) i (3.15) do (3.13) i wykonujac przepisane catko-
wanie tego ostatniego otrzymuje sig¢ jedno réwnanie rézniczkowe zwyczajne, ktoére po
uporzadkowaniu przyjmuje postaé:

69

(3.16) az(X)+6q2(X) = _WACXP(_6X)'
Roéwnanie (3.16) daje sie tfatwo scatkowaé [11] 1 jego rozwigzanie ma postaé:
69
(3.17) g2.(X) = |Cy— 30 ——AX exp( 6X).

Stala catkowania C w réwnanint(3.17) wyznacza sig, podobnie jak dla pierwszego
przyblizenia, Zadajac spelnienia postulatu minimum calki z odchylenia. Warunek ten
przyjmuje postaé:

1.
618 {60 |1 le=e-Fre-ert 1o le=e) i (0= ¢
0

+ 20090200 ~090:0)+ - Ae~0") -+ Al 09 o = 0.

Warunek (3.18) dostarcza jednego réwnania algebraicznego, z ktérego wyznacza sig
niewiadoma ¢,(0). W naszym przypadku otrzymamy:

23
(3.19) 72(0) = —EA’
a stad
23 69

Podstawiajac (3.20) do wyrazenia (3.15) otrzymujemy ostatecznie drugie przybliZzenie
poszukiwanego pola temperatury cieczy:
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(3.21) (0, X) = to+AX+ A(l-O“)——A(l—2)+A[§(7)(I—92)+

187

- 320(

-0+ %4(1 *9")-m(1 - 8)]e><p( 6X)+

9 4
160 (1 —oMAXexp(—6X).
Ogdlnie, w n-tym przyblizeniu, aproksymuje si¢ réwnanie (2.1), w metodzie usredniania
poprawek funkcjonalnych, nastgpujacym réwnaniem:

+ ——-(l —0?)AXexp(—6X) —

32) L2 (o %) = 20Tt +20-000.00),
. przy czym:

1
329 0.(%) = of 2 odo g1 (1)

Warto tutaj wyraznie podkre§lic, ze wyraZenie (3.23) dostarcza dla kazdego przybli-
zenia tylko jednego réwnania rézniczkowego zwyczajriego, podczas gdy, np. w oryginalnej
metodzie Kantorowicza, otrzymuje si¢ w podobnym przypadku uklad réwnaf rézniczko-
wych zwyczajnych,

4, Dyskusja

Porownujac odpowiednio funkcje przyblizone: (2.16) i (3.11) oraz (2.24) i (3.21) mozna
stwierdzi¢, co nastgpuje: 1° zastosowanie poczatkowo transformacji catkowej Laplace’a
do réwnania rézniczkowego liniowego, a nastgpnie metody usredniania poprawek funkcjo-
nalnych w obrazie przeksztalcenia Laplace’a daje identyczne wyniki, jak w przypadku
zatosowania metody usredniania poprawek funkcjonalnych bez wykorzystania transfor-
macji Laplace’a, ale pod warunkiem, Ze stata catkowania (warto$¢ poczatkowa) wyznacza
sig z postulatu minimum catki z odchylenia (3.7). Innymi stowy, przeksztatcenie Laplace’a
determinuje wybér kryterium, z ktdrego jest wyznaczona stala catkowania dla danej me-
tody przyblizonej. Tak np. dla metody Galerkina lub Kantorowicza wymieniong stalg
wyznacza, w podobnych przypadkach, zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a lub po-
stulat minimum catki z kwadratu odchylenia [7, 9, 12];
2° zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a, a nastgpnic metody usredniania poprawek
funkcjonalnych lub innych metod (np. Galerkina lub Kantorowicza) utatwia wprawdzie
tok obliczen, ale jest mozliwe jedynie w przypadku zagadnienia brzegowego lub poczatko-
wego, opisanego liniowymi réwnaniami rézniczkowymi;
3° wymienione w punkcie 2° ograniczenie nie wystgpuje przy zastosowaniu techniki wy-
korzystujacej metode udredniania poprawek funkcjonalnych, gdy stala catkowania wy-
znacza si¢ z postulatu minimum catki z odchylenia (3.7);
4° stosujac metode usredniania poprawek funkcjonalnych mozna stala catkowania wy-
znaczy¢ oczywiscie z innych kryteriéw, np. z postulatu minimum catki z kwadratu odchy-
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lenia [2, 3, 12]. Przy zastosowaniu innych metod przyblizonych wykorzystano w podob-
nych przypadkach réwniez metode kollokacji na brzegu [13];

5° wybor jednego z przytoczonych kryteriéw do wyznaczania statej catkowania ma istotny
wptyw na stopien doktadnodci koficowego rozwigzania przyblizonego. Dla potwierdzenia
tego faktu przedstawiamy poniZej rozwigzanie przyblizone réwnania rdzniczkowego,
opisujacego podobny, nieizotermiczny przeptyw cieczy w rurze kotowej, o postaci:

1 0 oT oT
—_— _ = = —p2)——
(4.1) o (e 09) (! Q)axl ,
ale przy nastepujacych warunkach brzegowych:
4.2) X, 0,0<9<1=T=0,
(4.3) X, >0, p=1=>T=1,
(4.4) X, >0, @=0=>—g§=0-

Zgodnie z idea przewodnia metody usredniania poprawek funkcjonalnych, aproksy-
mujemy rownanie (4.1) nastgpujacym réwnaniem w pierwszym przyblizeniu:

1 0 oT
4.5) ?% (0 agl )= (1—-03q,(X2),
gdzie:
1 0
T,
4. = —odg.
(4.6) q:(X) 20 ax, odg

‘Calkujac rownanie (4.5) dwukrotnie po zmiennej g otrzymujemy, po uwzglednieniu wa-
runkéw brzegowych (4.3) i (4.4), pierwsze przybliZzenie pola temperatury:

1
@) T, = (1= (X0) ~ - (10D (X +1.

Podstawiajac (4.7) do (4.6) otrzymuje si¢, po wykonaniu przypisanego catkowania,
jedno réwnanie rozniczkowe zwyczajne w postaci:

1.
(4.8) ﬁql(Xl)_l_ql(XL) = 0,
ktérego catka ogdlna wynosi: ‘
(4.9) 7:.(X1) = Csexp( —.12X1,)-

Stata catkowania C; wyznaczymy, podobnie jak poprzednio, z postulatu minimum
catki z odchylenia, czyli z warunku:

(4.10) [ [ [7(e, 0)~T(e, 0)}dS = minimum.

Zaktadajac, podobnie jak poprzednio, Ze wyrazenie (4.10) jest rowne zeru, otrzymuje-
my:

1
@11) | [%60—@4)'41(0)—%(1—02>ql<0)+1]@d@ -0,
' 0

6 Mech. Teoret. i Stos. 1/80
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a stad:
(4.12) q.(0) = C; = 12.

Zatem pierwsze przyblizenie pola temperatury cieczy ma, w omawianym przez nas
zagadnieniu brzegowym, postaé:

(4.13) Ti(o, X)) = —Z—(l —o¥exp( —12X;) —3(1 —e®exp(—12X)+1.

Postepujac podobnie jak w przypadku wyznaczania pierwszego przybliZenia, otrzy-
mamy nastepujacg postaé drugiego przyblizenia pola temperatury cieczy:

619 T = | (-e)- 31—+ 05 1-e)= T -o)|.

[ 207 207
exp(—12X,)+ LW(] —@4)——10—-(1 —92)]XL(—12XL)+1.

M 1

R=0 _—
\\ \ —— —2
08 A, — 3

\
06 A \ .
:\ \\ F
VAN
oA NN\
NN
02 N
~

0 g5 010 g5 020 025 030 1 x
Pe d

Rys. 1. Rozklad bezwymiarowej temperatury cieczy wzdiuz osi rury 1 — rozwiazanie $ciste [4], 2 — wy-
razenie (4.13) 3 — wyrazenie (4.14), 4 — wyrazenie (4.15) '

W pracy [2] rozwigzano rownanie (4.1) przy identycznych warunkach brzegowych,
rowniez za pomocg metody usredniania poprawek funkcjonalnych. Do wyznaczania
wartosci poczatkowych zastosowano jednak warunek polegajacy na spelnieniu postulatu
minimum catki z kwadratu odchylenia. Otrzymano nastgpujaca postaé drugiego przybli-
zenia pola temperatury cieczy:

115 8 50 s 36985 o 26090
(4-15) T(e, X)) = lTS‘?_—(l 14 )——57(1 e )+m(1 0% 7581 ]( —02)-

6
exp(—12X,)+ [%(1 —g“)—%(l —QZ)lXJ(— 12X)+1.

Na rys. 1 poréwnano przebieg zmian bezwymiarowej temperatury cieczy w osi rury ko-
towej w/g zaleznosci (4.13) (4.14) 1 (4.15) z rozwigzaniem $cistym znalezionym w pracy [4].
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5. Przyklad liczbowy

W celu zilustrowania przeprowadzonych rozwazah oraz przeprowadzenia pewnych
poréwnan otrzymanych rozwigzafh przyblizonych z wynikami rozwigzania <cistego,
wykonano przyktad liczbowy.

Jak wiadomo, strumien ciepty na Sciance rury mozna wyznaczyé z zaleznodci [4, 5,
7]:

A Ot

e=1

Podstawiajac do (5.1) wyrazenie (3.21) otrzymamy, po prostych przeksztalceniach:

« R 1 4 - 69

Na rys. 2 poréwnano zalezno$¢ (5.2) z rozwigzaniem, znalezionym w pracy [7]. Jak
wida¢, uzyskano juz w drugim przyblizeniu wysoki stopien doktadnosci.

a6 7
q*

04 /l’"

' —1
/ I
0z

0 04 a8 72 16 1 xX

Rys. 2. Przebieg zmian wartoéci strumienia ciepla na éciance rury przy jej liniowym wzroécie tempera-
tury 1 — rozwigzanie otrzymane w pracy [7] 2 — rozwiazanie otrzymane w niniejszej pracy

Liczbé Nusselta, charakteryzujaca proces wymiany ciepla, mozna zapisaé w postaci
4,5, 7:

o6
__2_62)_ ‘
53 Nu = ———"2=—,
(53) u 5-6.
gdzie:
o Ll X)~ty 1o o 4 67

187, s o 3 o, 69, _-21_4X] (_6x
320(1"9 )+2—4(1“9 )—W(I‘QH'WU o)X 160( o)X [exp( ).

6%
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Bezwymiarowa temperature $rednia € w wyrazeniu (5.3) wyznaczono z zaleznosci:

1
- [ w(@)@1(e, X)odo
(55) @(X) — »9—.“—*__. ’

1

J w(o)odo
otrzymujac ostatecznie:

(56) 0x) = 11 +(91 253

+ K ?ﬁ + @T)—X)exp(—ﬁX)
Poniewaz bezwymiarowa temperatura $cianki rury wynosi
(5.7) Olg=1 =60, =X

zatem wyrazenie (5.3) mozna przepisa¢ w postaci:

4 69

(9 253
Iy (384+320X)CXP(—6X)

(5.8) Nu =

Graniczna warto$¢ liczby Nu wynosi
(5.9 lim Nu = 4,363636...

1 pokrywa si¢ dokladnie z wynikiem analitycznych obliczen scistych [4, 5, 7].

6. Wnioski

1° Przedstawiona w niniejszej pracy oraz w rozprawie [2] modyfikacja metody uéredniania
poprawek funkcjonalnych umozliwia rozszerzenie jej zastosowania w zagadnieniach kon-
wekcji wymuszonej i przewodzenia ciepta.
2° Zastosowanie metody usredniania poprawek funkc¢jonalnych:

a) eliminuje intuicyjny wybor postaci funkcji aproksymujacych,

b) umozliwia latwiejszy dobdr odpowiednich funkcji przyblizonych w p01ownamu
z innymi, analitycznymi metodami przyblizonymi.
3° Zastosowanie omawianej metody w obrazie przeksztalcania catkowego Laplace’a:

a) eliminuje konieczno$é, wyznaczania wartoéci poczatkowych z dodatkowych po-
stulatéw,

b) determinuje wybdr kryterium, z ktérego nalezy wyznaczy¢ wartosci poczatkowe
w przypadku niestosowania transformacji Laplace’a. Jest nim postulat minimum catki
z odchylenia.
4° W przeliczonym w p. 4 przykladzie wyzszy stopieri doktadnosci aproksymacji rozwia-
zania Scistego uzyskano przez zastosowanie do wyznaczenia wartosci poczatkowych po-
stulatu minimum calki z kwadratu odchylenia.
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Peawome

MIPUMEHEHUE METOJIA OCPENHEHUS PYHKIIMOHAJBHEIX ITOTIPABOK
B OBJIACTH ITPEOGEPA3OBAHIA JIATIJIACA

TIpennoicena pa60'ra ABJISIETCST TPOAOIMKEHHEM MOIU(DHUKALIME METOAA OCPEIHEMHS (DYHKIIHOHAIIE-
HBIX TIONPABOK, M3NOXKeHOH B pabore [2]. 3mecs mpumedeno aTor npubmKeHHbIH METOX B 00IaCTH
nipeoBpazoBanust Jlamnaca, Uro MCKINOYHIIO HeoOXOAUMOCTS ONMPENENeH s HAUaNbHbIX 3HaucHuil, Uepes
JormonuyTeNpHbie TpeboBanusa. Kpome aToro ykasaHo, UTO MPUMEHEHME METOHA OCPEAHEHMSA (DYHKIMO-
HANBHBIX NOMPaBoK B o6nacTy upeobpazoBaupst Jlannmaca ompefensier aBTOMATHUECKHH KpUTepHH 13
KOTOPOrO HAJAO0 ONPEAEUTh HAYANBHYIO BeHUHHY IIPH UCMOJIb30BAHUU 3TOr0 METOHA MHUHYSI MHTErpasb-
Hble TTPeo0Pa30BaHHUs.

B obcyxcaenHom cryuae TPeGOBANNE MUHUMYM HHTELDANla W3 OTKIIOHEHHsI SIBIISIETCSI STHUM KPHTE-
puem. IlpubmmKenmple pe3ysibTaTbl PacdeTa CPaBHEHO C TOUHBIM peIleHHeM. AHANH3 IONYyUeHHBIX
pelieHuil BO BTOPOM NPHOIMIKEHHM MTOKA3AN, YTO OHH XOPOLIO COIIACYIOTCS C TOMHBIMK DPELUEHHAMH.
Kpome Toro cpaBreHo NpubIHzKeHble PelIeH s, HaliAenbl B HacToAINej} paboTe u paboTe [2], B KOTOPLIX
NMPUMEHEHO [(Ba PA3NHUHBIX TPeGOBAHUA, & HMEHHO: MHHHMYM HHTErpPasa M3 OTKIIOHEHHS M MIHUMYM
HMHTErpaja U3 KBaapaTa OTKIIOHEHHA. Bo BTOPOM ciiyuae IOJyUeHO YIOBBIILEHHYIO TOUHOCTL 2IIPOKCHMA-
A,

Summary

APPLICATION OF LAPLACE TRANSFORM TO THE METHOD OF AVERAGING OF
FUNCTIONAL CORRECTIONS

This paper constitutes an extension of the averaging method of functional corrections discussed and
applied in [2] to a differential parabolic equation of transport phenomena. The method in consideratfon
is here used in the region of Laplace transform. The procedure makes it possible to determine the initial
values without using additional conditions. Morever it is shown that such an application of the method
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discussed determines in a natural way the condition from which the initial values are to be found when the
Laplace transform is not being employed. In the case discussed it is the condition of the minimum of integral
deviation.

It was pointed out in a numerical example that a very good accuracy of the trial solution already in the
second approximation step was obtained.

Besides, different trial solutions of the equation discussed in the paper {2] were compared when choosing
two conditions for determinating the initial values i.e. the condition of the minimum of integral deviation
and that of the minimum of integral quadratic deviation. It was pointed out that the second condition gives
a better accuracy of the trial solution with respect to the exact one,

INSTYTUT APARATURY PRZEMYSLOWEJ I ENERGETYKI
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 sierpnia 1978 roku.



