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1. Wstep

Rozpatrywane w pracach [1] i [2] uktady z asymetrycznymi watami analizowano przy
zalozeniu, ze drgania gietne w obu plaszczyznach oraz drgania podtuzne i skrgtne poszcze-
gbéinych odcinkéw linii watéw mozna opisaé niesprzgzonymi réwnaniami rézniczkowymi
czastkowymi. Uwzgledniono natomiast mozliwo$¢ sprzgzed pomigdzy tymi drganiami na
skutek podatnosci konstrukcji podpierajacych linie watéw. W szczegdlnosci istotne sa
sprzezenia pomigdzy drganiami gigtnymi. Zagadnienie to zilustrowano w niniejszej pracy
na przykladzie drgan dwupodporowego watu. Rozpatrzono réwniez zagadnienia redukeji -
i doktadnosci obliczen. '

2. Opis drgan gigtnych walu przy wymuszenlach okresowych

Obliczeniowy schemat analizowanego ukladu przedstawiono na rys. 1. Przyjeto, Ze
gléwna centralna o$ bezwladnosci walu pokrywa si¢ z osig obrotu. Wat podzielono na
dwa odcinki obliczeniowe o dtugosciach /, i /,, ktérych przekroje poprzeczne sa stale
i kolowo asymetryczne. Lokalne ruchome uklady wspStrzednych obu odcinkdw x4, X2, .
X(3 1 X3, X22, X3 Maja poczatki na osi obrotu w potowie diugosci pierwszego fozyska
i w przekroju x,, = I, oraz osie odpowiednio réwnolegle w chwili z, = 2krtw,

1y wla-- i -
f2

. ' [
X, f&w) ~ A,01,E1 {1 L) 8 A2,02,E5, i)y, ), L oo

‘ / X=X %‘}m 2
X3 X ’xn <3 12§ ) f;§

Rys. 1. Schemat obliczeniowy analizowanego ukladu. A,-pole przekroju poprzecznego pierwszego od-

cinka walu; o, — gesto§é materialu pierwszego odcinka; E, — modut Younga dia pierwszego odcinka;

(1)1, (I,), — momenty bezwladno$ci przekroju poprzecznego pierwszego odcinka; /; — dbugo§¢ pierw-

szego odcinka; f¥(x = 2, 3, 5, 6) — skupione wymuszenia zewnetrzne; f31% — stala poosiowa sita §ciska-

jaca; xyy, X2, x,3 — ortogonalny ruchomy uklad wsp6irzednych pierwszego odcinka; Xy, Xz, X3 — orto- .

gonainy njeruchomy uklad odniesienia konstrukcji podpierajacej; © — predkos¢ katowa wirowania walu;
1,2 — podpory lozyskowe
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k=0,1,2, ... do osi nieruchomego ukladu odniesienia fundamentu X, X,,X;. Osie
Xi2, Xiz(i = 1,2) sa réwnolegle do gtownych centralnych osi bezwladnosci przekroju
poprzecznego watu. Zaklada sig, ze wymuszenia zewnetrzne f,* i reakcje lozysk fi,(x =
= 2,3, 5, 6) sa sitami skupionymi, ktérych wektory przechodza przez of obrotu w prze-
kroju x,, = I, i w potowie dlugosci lozysk. Okresowe wymuszenia przedstawiono w po-
staci:

f¥ = 2(f;”(”)costh+f;”2(’)sinth) =
2.1) Y

I

bl . .
Zf;"(")exp(]uwt), H=., —v, .., —1,0,1, .. ,v...

[

Podobnie wyrazié mozna przemieszczenia i sily wewnetrzne wahi w przekrojach x;, =
= x¢€ [0, ]:

2.2) Upng = 2 uffzexp(jumt),
I
2.3 Pisa = ) Pexp(iuot), i=1,2, «=2,3,5,6.
n

W wyniku podstawienia (2.2) do jednorodnych réwnan rézniczkowych drgan gigtnych
i-tego odcinka watu oraz uwzglednienia relacji migdzy sitami p;,, i przemieszczeniami u;g,
uzyskuje sie dla usci§lonego modelu walu *? wyrazenia [2]:

(2.4) uf) = CPaf,
(2.5 [ = APaP,
gdzie:

ulp = {uia}, PP = {2}, «=2,3,56,
; o = {a®}, q=3,4,..,10, i=1,2.
Macierze Cf£>, A, tworzy si¢ z analbgicznych macierzy wyznaczonych w [2] przez odrzu-
cenie kolumn: 1-¢j, 2-ej, 11-¢j, 12-¢j oraz wierszy: 1-go i 4-go.
Warunki ciaglosci przemieszczed i réwnowagi sit w przekroju x,, = /; prowadzg do
zaleznodci [2]: '

2.6) a{® = B@a{+ FOfw»w,
Macierze B{, F{ tworzy si¢ z macierzy B{¥, F{ okre$lonych w [2], natomiast f*® jest
macierzg kolumnowa amplitud p-tych sktadowych wymuszen zewnetrzoych:

P = {f;(u)}, o=2,3,5,6.

Zgodnie z przyjeta w [1] konwencja znakéw, warunki brzegowe analizowanego walu
maja postad: '

(2.7 Pio2 = —fi2, DPros = —fiz» DPios = fis, P105'=f16,,
(2.8) P2z = f22,  Pus = faz,  Pus = —fa5, P2 = —fae.

1) Z uwzglednieniem wplywu tlumienia wewnetrznego, momentéw sit bezwladnosci obrotu, odksztal-
cefi postaciowych od sit poprzecznych i stalej sily poosiowej f$°”
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Z uwzglednieniem (2.3), (2.5) i (2.6) warunki (2.7) i (2.8) prowadzg do zaleznosci:

(2.9) B® g B — g,
w ktérej oznaczono:

B® [ AL ] B® [ 0 ]
“LB(H)_B(I;L) . . B®F® {o .2

f(u) = {f(lﬂ),f(zu)}’ fgu) {f;(”) 1"3, fi;)’f(,u) i=1,2.

Macierz A® powstaje z macierzy A¢), przez podstawienie x = 0 oraz pomnozenie pierw-
szego i drugiego wiersza przez (—1); macierz B powstaje z macierzy A¢) przez podsta-
wienie x = I, oraz pomnozenie trzeciego i czwartego wiersza przez (—1).

Amplitudy p-tych skladowych przemieszczen walu w miejscach podpér lozyskowych
zapisa¢ mozna w postaci macierzy kolumnowej

u = (U, ugP} s

ktéra zgodnie z (2.4) i (2.6) wyraza si¢ zaleZnoScia:
2.10) u® = CWa 4 C(“)fw(”)

Cy 0
C¥ = [ ] , CW = [ ] .
CEHBP g CHFL |gxa

Ogdlna zaleznoéé pomiedzy amplitudami sktadowych reakcji i przemieszczen wahu
w miejscach podpodr tozyskowych jest nast¢gpujaca [1]:
2.11) é(r) = —UDORO®,
przy czym r jest liczba uwzglednianych harmonicznych, a u® i £® oznaczaja macierze
kolumnowe:
UP = (PR 0, =Dy}

£ = (D fereh L fO) ) fe=D) 0O,
Dla analizowanego ukladu macierze U® i R® majg przy pominieciu sktadnikéw do-
tyczacych drgan podhiznych i skretnych postaé:

o fir oA
fr o M7
—— S
it o I~
| 0 ar o Asr+1) _
0 Dberrt -0

ﬁ(—r+1)ﬁ 0 1")(—r+1)ﬁ
R® —

ﬁ(r—-l).ﬁ 0 l"j(rl—)l-v[
_ DOTI 0 Jse+n
=i, M), U=, T,

5%
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1 j 00 1 50 0
A A 1{—-j 1 0 0 y y 11 Jj 1 0 0
] 5 = — .l I = = — :
=1, =3 0 0 1 =1 =~ 00 1 —j|
0 0 —j 1 : 00 j L
D® = [D""] i,j=1,2, wpu=—r, —r+1,...,0,...,r=1,r,
M dii22 (:2)3 d1(5‘2)5 dz(flz)\o
: bf;{z) _ dffgz 5#3)3 d(“) d?’,-‘%s ’

d92, d42s dds did
d“ a0, d¥ds ds
(a2, dis dij3s dif)e’]
di, dii3s dis diide
P did; A, dis d¥ls
| d§3, dfds difds dfids.

W odréznieniu od d, a2 # 1) wspotczynniki podatnosci dynamlcznej d(i‘gﬁuwzglgdmajq

wpltyw filmu olejowego w tozyskach [1}, [2].
Zaleznosci (2.9) i (2.10) mozna dla wszystkich rozpatrywanych harmonicznych napisaé

w postaci:

B(")‘a(lr) +B(r)fw(f)= f("é
2.12 — .
( ) u = C(")ai") + C(rJfW(r)’
gdzie: : .
aP = (a7, a7+, L, af®, .., a=V, a0},
e _— B
i‘w(r) — {fw( r),fw( r+ ), “',fw(O), ...,fw(' 1),fw(r)}’
Y “R(— R(~r+1 P10 Re- n
B(r) = r—B( r)J B( T ): LARE] B( )J R B(r 1)7 B(r)__I8(2r+1)
—§(~r) 0]
BG-r+D

B® = B©

Be-v

-B.(r)_ B(2r+ 1)xrd(2+1)

CF — (=1 ((=r+1 ~(0 Fr—1) 7

C(r) - |—C( ’)’ C( T ), ree C( )’ (AR ] C(r 1)’ C(r)_l8(2r+1)’
NoS) 0]
é(—r+1)

o = c®

ce-n

C(r) .
) 8C2r41)x4(2r+1)
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7 réwnan (2.11) 1 (2.12) wyznaczyé mozna nieznane macierze kolumnowe:
&’ = —(CM) 1O L YORD[E+BO(CP) " UNPRO]~ BN —

(2'1 3) _ ﬁ(.r)(c_ir))—lc_(r)]}fw(r)’

(2.14) 10 = [E+BOCY)- UPRO] [BO —BO(C)- 1€,

(2.15) u®” = —UWRO[E+BO(CH)~TUMRO]-1[Bw —BO(CO)1Em e,

przy czym E jest macierza jednostkowa.

Przemieszczenia oraz sily wewngtrzne w przekroju x pierwszego odcinka wali okre$lone

sa zgodnie z (2.1) do (2.5) zaleznosciami:

T e = e Gl e s

2. =1

— C32ar M) sinvot],

o Pz = AQa® + D [(AQaP + AR al ) cosrt +(ALa —
. . r=1

— AG"a")sinvot].

Wielkosci te oraz wymuszenia (2.1) odnosza éig do lokalnych ukladéw wspotrzednych,
wirujacych wraz z watem. Podobnie wyznacza si¢ przemieszczenia oraz sity wewnetrzne
w drugim odcinku, wyliczajac uprzednio z zalezno$ci (2.6) macierze kolumnowe a$ dla
p=—r'—r+1,...,0,...,r=1,r

3. Przyklad obliczeniowy

Do obliczedt przyjgto uproszczony model watlu, pomijajac wplyw thumienia wewnetrz-
nego, momentow sit bezwladnodci obrotu, odksztatcen postaciowych od sit poprzecznych
i stalej sity poosiowej. Konsekwencja tego uproszczenia jest mniej ztozona postaé elemen-
tow macierzy C%, A%, B®W, Bw Cw i C®. W szczegdlnosei pominigcie thimienia we-
wnetrznego walu prowadzi do identycznej postaci w/w macierzy dla = —v i u =»
»=1,2,..,r)%. Zaleinosci (2.4), (2.5), (2.6), (2.9) i (2.10) przyjmuja posta¢ [1]:

ufp = CRaf”, v = |ul,
P = ARap,
3. L g = B g e
B®g(® £ BOf Wi = fw,

) u® = C(")a(,j")—l—c("?fw(").

2) Przy uwzglednieniu thumienia w konstrukeji podpierajacej wat (inig walow) macierze podatnoéci to-
zysk dynamicznej D" i D) sa zespolone sprzezone. Przy pominigciu tiumienia w filmie olejowym tozysk,
podporach lozyskowych i w fundamencie macierze te staja sig rzeczywiste i jednakowe. Zalozenie o ideal-
nie sprezystym podparciu linii waléw prowadzi do identycznej postaci macierzy D1 dla wszystkich g.
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Wystepujace tu macierze okre§lono poniZej:
3

x* x2x1 O 0 0 0
co 0 000 x3 *2 x 1
710 000 —-3x2 —2x —-10|
3x22x 10 O 0 0 0
CR = [(C), (CHal, v #0,
cosdyx sind,x chid,x shi,x
0 0 0 0
(C,(;))i = 0 0 0 0 s
—A,sind,x Ascosd,x Ayshid,x A,¢hidsx g
0 0 0 0
), = cos A3 X sinA;x chld;x shi;x
=2 AssinAsx ~Ascosdix —AsshAdsx —A;chid;x
0 0 0 0 »
—6EI, 0 00 0 0 00
T 0 00 —6E, 0 00
¥ 0 0 00 GEI,x 2EI, 0 0f’
—6EI,x —2EI, 0 0 0 0 00

AR = [(Af),: (4], » #0,
—EILA3sind,x EI,A3cosA,x —EI,A3shd,x —EI,A3chl,x

0 0 0 0
(4D, = -
(Alx)]. 0 0 0 0 ’
EI,A3cosA,x EI,Aisind,x —EI,A3chA,x —EI,A%shA,x |
0 0 0 0
(AS")) | —EI;A3sind;x * EIsA3cosAsx —EI;A3shA;x —EI;A3chAsx
xJ2 —

—EI;A%cosA3x —EI;A3sinA;x  El;A3chAs;x EI A3shi;x |
0 0 0 0 0}
Jz‘( Ap )ﬁ %( Ap )i
A =(AD); = (o) |-, A= A, = o) |—==—1) , i=1,2.
o =0 = Go) (-G, () = (D = 0o) | 1)
Do obliczett przyjeto, Ze oba odcinki obliczeniowe sg identyczne:
=1 =1, (A2)1 = (A2)2 = 24a, (A3)1 = (A3)2 = 45, AR =4% = Ap, .
CHR=CN=CY..
Macierze B{" oraz F{® przyjmuja wowczas postac:

1000 0 000
3:.1000 000
31221 10 0 00 0
po | PP 110000
00001 000f
00003 100
0000372010
0000 B 21 1]




" cosAyl sindil 0 0 0 0 0
—sinl,l cosd,l 0 0 0 0 0
0 0 chAyl shi,l 0 0 0
B — 0 0 sha,l chi,l 0 0 0
a0 0 0 0 0 cosdsl sinizl 0
0 0 0 0 —sindzl cosdsl O
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0
[1/6EI, 0 0 0
0 0 0 —1)2EI,
0 0 0 0
o 0 0 0 0
F = 0 1/6EI, O 0 ’
0 0 1J2EI, 0
0 0 0 0
| 0 0 0 0
0 0 0 1)2E1,32 7]
—1/2EI, A3 0 0 0
0 0 0 —1/[2EI, 12
F® = 1/2EI, 23 0 0 0.
v#0 0 0 —1/2EI, A2 0
0 —1/2EI; 23 0 0
0 0 1/2EI; 22 0
0 1/2EI; 73 0 0
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chisl shijl
shisl chisl

oo OC oo

0
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Zaleznosci (2.13) do (2.15) zachowuja swa postaé, przy czym macierze B®, B, C™ i €
maja na skutek pominiecia tlumienia w wale jednakowe odpowiednie bloki:

C” = [C»,Cr-1, ., C®, ..., Cr-, " ],

B® = [[B®",Br-b, . BO® . Be-1 BO |

B® =

"B
B(r -1)

0 -

B

0

Br-»

B |
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| ¢ : 0
Cv(r —1)

C(l’) — 6(0) .

~

Ce - .
0 ¢ |

— A(y) ~ 0 = Cg') By 0
B¢ ) — [B(v) B?’)]’ B® — [B(") F(l")il, Ct ) = [C{") Bgv) s C" = C{V)F(liI) P

»=20,1,2,..,r.

Macierze 4™ i B® tworzy si¢ z macierzy AL’ analogicznie jak wystgpujace w (2.9) macie-
126 AW i B™ z macierzy A2 1 A,
Do obliczen przyjeto:
— rzad uwzglednianych harmonicznych r = 2,
— pole przekroju poprzecznego walu 4= 9 cm?,
— gesto$¢ materialu walu p = 7,85 1073 kg/em3,
— modul Younga £ = 2,1-10 N/cm?,
— gloéwne centralne momenty bezwladnoéci przekroju poprzecznego watu 7, = 12 em*
I, = %,—2,253 cm?,
— dlugos¢ obliczeniowego - odcinka watu / = 100 cm,
— predkosé katowa wirowania wahu w = 75 rad/s.
Zgodnie z twierdzeniem o wzajemno$ci prac obrano macierze podatno$ci dynamicznej
konstrukcji podpierajacej w postaci symetrycznej, przy czym pominieto wplyw thumienia.
Dia analizowanego ukladu przyjeto:

DED = P@ = g, PO HeD = PO = g, PO, HO = kD,
Wspoélczynniki d, , d> i k zmieniano w trakcie obliczen, ograniczajac sie do dwdch warian-

téw macierzy D: :
— z uwzglednieniem sprzgZzedi pomiedzy podporami tozyskowymi poprzez fundament:

D21 D22
30 0. 0 20 0 0 ~
06 0 0 ' 04 0 O
Dll - DZZ - 0 O 0,06 O > D12= D21 - O O 0,04 O >
00 0 0,03 00 0 0,02

~— z pominieciem sprzezen i)omi@dzy podporami tozyskowymi poprzez fundament:

_ _ D, 0
D"D"“[o Dn]’
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7 uwagi na symetri¢ analizowanego ukladu wyznaczano drgania jedynie pierwszego od-
cinka z zaleznodci:

uy, = wi +wilcoswt-+ePsinwi+ wPcos 2wt + vPsin 2w, o

w® = (W@}, w = {(wR}, o = W}, v=1,2, a=2,3,5,6,
(3.2 W® = COa®, W = CO(al +as-"), ’

20 = jCO(a$ —ai™).

Przykladowe wyniki obliczet wartosci amplitud poszczegolnych harmonicznych drgan:
Hyxa 1 tixa Przedstawiono na rys. 2 do rys. 6. Amplitudy harmonicznych wyznaczano
z zaleznosei (3.2), po uprzednim wyliczeniu wartosci elementéw macierzy kolumnowej
a$? zgodnie z (2.13). W wyniku obliczen stwierdzono, ze niezerowe macierze kolumnowe
a1 a§™ sa zespolone sprzezone, a macierz kolumnowa a{ jest rzeczywista.

Dla przypadku istnienia sprz¢zen pomiedzy podporami lozyskowymi poprzez funda-
ment wykonano obliczenia przy wymuszeniach momentem gnacym ¥ = 10%cos 1 50¢[Nem]
(rys. 2) oraz sifg poprzeczng f3' = 103cos150/[N] (rys. 3). Jak wynika z rys. 2 i 3, drgania

T T T L T

*10%cm]

-1

VL.

20 70 60 80 700

y

! o f
20 %0 60 80 100
xfcm]

Rys. 2. Amplitudy drgan walu w przypadku
sprzgzen pomiedzy podporami lozyskowymi po-
przez fundament przy fo¥ = 10%cos 150¢f [Ncem),
k=10"5%5d, =025, d, = 0,15, D = D4, v,
wid, w® — amplitudy- wedtug zaleznolci (3.2);
W% — amplituda drgad gietnych pierwszego od-
cinka walu w plaszczyZnie utworzonej przez osie
x11,X13 W przypadku sztywnego zamocowania
koncow wala.

Rys. 3. Amplitudy drgan walu w przypadku
sprzezeni pomiedzy podporami lozyskowymi po-

‘przez fundament przy f3’ = 103cos 150t [N], k& =

=104, d, = 0,25, d»= 0,15, D = Da. w3
w3, v{3 amplitudy wedlug zaleznoSci (3.2);
w2 — amplituda drgan gietnych pierwszego od-
cinka wati w plaszezyZnie utworzonej przez osie
X11, X1, W przypadku sztywnego zamocowania

konicow wafu.

gietne wystepuja nie tylko w plaszczyznach dzialania wymuszen, lecz takie w plaszczyz-
nach do nich prostopadtych (pomimo zaloZonego braku sprzgzen réwnan rézniczkowych,
opisujacych drgania gietne w plaszczyznach X, , X1, Oraz X,,, X, ). Przy pominieciu tiu-
mienia w ukladzie harmoniczne skladowe drgan watu o czgstosci rownej czgstosci wymuszen
sa w plaszczyZnie dzialania wymuszenia zgodne w fazie z wymuszeniem, a w plaszczyZnie
prostopadiej do plaszczyzny dzialania wymuszenia — przesunigte w fazie o m/2. W plasz-
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czyznach dzialania wymuszed pojawiajg si¢ ponadto stale skladowe przemieszczefi waky
WP 1 wi). Wystepujace przy tym sily odérodkowe sa zaniedbywalne (w analizowanych
przypadkach przyspieszenia od$rodkowe nie przekraczajg 107, przyspieszenia ziemskiego).
Przyjete wymuszenia nie wywoluja drgad gietnych o czestosci = 75rad/s (@ = a{~» =
= 0).

Przy zalozeniu braku podatnoéci filmu olejowego w tozyskach, podpdr tozyskowych
i fundamentu (D = 0) drgania gigtne wystgpuja jedynie w plaszczyznach dzialania wymu-
szen, a ich czgstoscei sa rowne czesto$ciom wymuszed. Amplitudy drgan przy D = 0 przed-
stawiono na rys. 2 i 3 liniami kreskowymi.

W celn zilustrowania wplywu pominigcia sprzgzen pomigdzy podporami na drgania
walu zastgpiono przy niezmienionych wymuszeniach macierz D, macierza blokowo dia-
gonalna Dy. Wyniki obliczes przedstawiono na rys. 41 5.

I T i I —r—‘ .

4 -

x 10-3[cm]

N (58]
T
|

-

<1021 cml]

‘D/—J
%

I

/
-1 [ —
2t v‘g) -

| ! |
20 40 60 80 100

xlcm)
Rys. 4. Amplitudy drgat walu w przypadku bra- Rys. 5. Amplitudy drgain walu w przypadku
ku sprzezen pomigdzy podporami lozyskowymi braku sprzgzen pomiedzy podporami lozysko-
poprzez fundament przy f3* = 103cos 150#[Ncrm], wymi poprzez fundament przy f3 = 103cos 150¢
k=10"% dy = 0,25, d; = 0,15, D = Ds. [N], k = 10-%, dy = 0,25, d; = 0,15, D = Da.

Transformacja harmonicznych wielkosci z ruchomego uktadu wspétrzednych do nie-
ruchomego ukladu wspétrzgdnych odniesienia fundamentu (i odwrotnie) zmienia przy
czgsto§ci wirowania watu o czgstoéci tych harmonicznych o +w. Macierze podatnosci
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dynamicznej fundamentu DO, D=2 j D@ pie wplywaja zatem na powyzsze obliczenia
(dotyczace wymuszen z czgstoscia 2w) i mogly byé zastapione blokami zerowymi. Przy
wymuszeniach zaw1erajqcych harmoniczne nieparzystych rzedéw obliczenia wymagaja
znajomosci macierzy D® § p® dla parzystych wartoéci u. .
W kolejnym wariancie obliczeniowym przyjeto wymuszenie sifa poprzeczng f Y=
= 103coswt[N] (rys. 6). Rzad uwzglednianych harmonicznych w przykladowych oblicze-
niach wynosi r = 2 i w tym przypadku wymuszenia przyjgto: k = 107%, d, = 0,25, D =
= D,. W celu zilustrowania wptywu ograniczenia analizy do harmonicznych rzgdu r = 1
wykonano réwniez obliczenia przy d, = 0 i niezmienionych pozostalych parametrach.

8 T T T T T

€101 cml

Rys. 6. Amplitudy drgan walu w przypadku po-
mini¢cia harmonicznych rzedu wyzszego od r =
= 2(d; = 0,25) i w przypadku pomini¢cia harmo-
nicznych rzedu wyzszego od r = 1 (d, = 0) przy
f¥ = 10%o0s 75t [N], k = 1074, D = Da.

Z rys. 6 wynika, Ze pominigcie wplywu wyzszych harmomcznych moze byé przyczyna
blednego wyznaczenia punktéw wezlowych i zanizenia wartosci amplitudy analizowanej
harmonicznej drgan.

4. Uwagl koncowe

Przedstawiony powyzej sposéb rozwiazania moze byé réwniez stosowany, gdy drgania
asymetrycznego watu opisuja si¢ sprzgzonymi réwnaniami rozniczkowymi. Przyktadowo,
gdy watl posiada jedna ptaszczyzne symetrii, drgania gietne w plaszczyZnie prostopadie]
do plaszczyzny symetrii i drgania skretne opisuja si¢ dwoma sprzgzonymi réwnaniami
rézniczkowymi czastkowymi czwartego rzgdu [3]. Prowadzi to m.in. do odpowiedniego
zwigkszenia wymiaréw macierzy w zaleznoéciach obliczeniowych.

W. szeregn przypadkach wymiary macierzy moga by¢ zmniejszone. Niech punktem
wyjécia do rozpatrzenia tego problemu bedzie linia waléw z asymetrycznymi odcinkami
wykonujacymi drgania gietne, skretne i podiuzne opisane niesprzgzonymi rownaniami
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rozniczkowymi czastko~wymi, podparta konstrukejg charakteryzujaca sie macierzami po-
- datnofci dynamxcznej D¥(u = ~r, —r+1,...,0, ...,r) z elementami sprzggajacymi w/w
drgania. Macierze D sa wowczas stopma 611(n — hczba }ozysk) a macierze kwadratowe
w zaleznosci analogicznej:do (2.11)
(4_1) u? = UM ROY
sq stopnia 6n(2r+1) [1].

W przypadku gdy sprzeZenia pomiedzy podporami lozyskowymi poprzez fundament
sa zaniedbywalnie male, macierze podatnosci dynamicznej staja si¢ blokowo diagonalne:

“4.2) D® = ["DW Jeu, D =0 (#), iLj=12,.,n
i zaleznos¢ (4.1) moze byc zastapiona n zalezno$ciami:
(4 3) u(r) — _U(r) R(r)f(r)

lub z uwzglednieniem ortogonalnosci macierzy kosinuséw kierunkowych migdzy osiami
nieruchomego ukladu i rachomych vkladéw wspohrzednych

(4.4) ’ 10 = —UPRMPu,
Macierze tu wystepujace maja postaé [1]:

- —r41 - 3
uf” = {uf", uimD, L u®, a0 ),

50 = {ffD, {0, O, L feD o)

uf = uwPl,  f0 = {fP}, o=1,2,..,6,
BIARIA 0]
fiy f1, 07
v - .

10 IF 11 s@r+1)
_b%"') f.[, ﬁi(;_r) I\-’Il : . T
j’)}i—r+ 1)ﬁi 13§i—r+1)ﬁ 155?” 1)1‘-1‘_

b~ofl; Bg-oit, Dg-vln
0 DRI, DRI gty

[ (De™ L (D)L : ]
(D(—r+1)) 1H (D( r+1)) 11‘_[ (D(—r+1)) 11‘_[

R =

(B B0y gL
0 . . (ﬁg_-'))qf[i . (l3§§’)‘1f1: _6(2;-+1)
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f.[i = l_ﬁ,is ﬁ:_l: ﬁi = I_I\:[Iu ﬂ:_l> f'[l - l_ﬁli’ ﬁ:——l’
‘ 1-00 . 00 O
M =10000, =101 ~jjexp(=jd),
000 0j 1
) 0 00
11; == 0 I jiexp(jéy)
0 —j 1

W,ielkoéé 8, jest katem obrotu lokalnego ruchomego ukiadu wspoirzednych, w ktérym
opisywane sa drgania watu u; w miejscu i-tego lozyska, mierzonym wzglegdem uktadu
X,, X,, X3 w kierunku wirowania walu w chwili ¢, = 2 knjw, k =0,1,2, ...

Jesli w przekroju faczacym odcinki ity oraz (i+ 1)-y dziataja sily /; = {f,} i osie lokal-
nych ukladéw wspohrzednych tych odcinkéw sa do siebie odpowiednio réwnolegle, to
wspolezynniki rozwigzan dla tych odcinkéw zwigzane sa relacja [2]:

(49 aff2y = BEay+FPf0,

a amplitudy p-tych sktadowych przemieszczen walu w miejscu i-tego tozyska wyrazaja sie
zaleznoscia [2]: .
(4.6) U = CPra®,
Na podstawie (4.4) do (4.6) mozna napisaé:

@.7). a7, = PPaf”,

gdzie P{” moze by¢ traktowana jako macierz przejécia, wigzaca wspdlczynniki rozwiazan
poszukiwanych harmonicznych dla dwéch odcinkéw sasiadujacych z podatnym lozys-
kiem w przypadku braku sprzezen pomiedzy podporami tozyskowymi poprzez fundament:

4.8) P = B ~FOUPUPCY).

Poszczegdlne macierze maja postaé:

a” = {a{=",a""0, L, al®, ., af D, af"},
: = - —r+1 0 -1
a?—?l =, {a§+r1)’ a§+’i L a1(+)1 > eens 0511 2, aﬁzl}’
- - (re1 i
B = [B&", B&rHU B L BV B iory,
O 0] i 0"
—r+1 —-r4+1
Fg r+1) Cfl r+1)
0
FO = F{® , CP = o2
Fgr—l)_ Cg—l)
(r y
| 0 F® |12@ri1yx6@r+1) | 0 CiP le@r+ 1yx1202r4 1y
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Na podstawie zaleznoéci (4.7) i wyznaczonych w [1]i [2] macierzy przéjécia (wiazacych
wspdlezynniki rozwiazan dla sgsiednich odcinkéw w przypadku wymuszen skupionych, mas
dyskretnych i skokowych zmian stalych materialowych) mozna wyrazi¢ macierze kolum-
nowe wspolczynnikdw rozwiazan dla poszczegdlnych odeinkéw w funkceji jednej niewia-
domej macierzy kolumnowej wspdlczynnikdéw rozwiazan dla wybranego j-tego odcinka
a{?, ktéra mozna wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych linii watéw. Zatem w tym przy-
padku macierze wystgpujace w zaleznosciach obliczeniowych maja w poréwnaniu z ukla-
dem wyjsciowym n-krotnie zmniejszone wymiary. Jesli ponadto macierze D~§§" sg diago-
nalne

(4.9) DY = [d¥, d8s, ..., d%s_|, D® =0 (i #J)
i spetnione sa warunki
(4.10) d%, =d¥,, d¥s =d%e, i,j=1,..,n, u= —r, —r¥l,...,r=1,r,

to drgania podhuzne, skretne i gigtne (w obu plaszczyznach) oraz ich harmoniczne ulegaja
rozprzegnigciu i moga byé liczone oddzielnie w oparciu o zalezno$é:
(@.11) S = —(@d@)u, a=1,..,6.

Przy pominigciu inercyjnych oraz dysypatywnych wiasno$ci konstrukcji podpierajacej,
wspoiczynniki podatnosci nie zalezg od czgstosei i w tym przypadku zaleznosei (4.9) - (4.11)
przyjmuja postac: _ ’
* Dy = Tdusys s duss_l, Dy =0 G#),
(4.12) guzz = &usa, 31155 = Juse, i,j=1,..,n,
fla = “(Jtiaa)—luia = —Eliaauia, o = 1, e 6.

Wielkos€ €0, jest wspOtezynnikiem sztywnoéci i-tej podpory tozyskowej (facznie z filmem

olejowym) w kierunku o« wzglgdem nieruchomego uktadw X, X,, X5 (przy czym zgodnie

z poprzednimi oznaczeniami f;, jest sita reakcji a u, przemieszczeniem watu w miejscu

i-tej podpory lozyskowej w kierunku « wzgledem ruchomego ukladu wspéirzednych).
Przyjecie do obliczen zaloZenia o braku podatnosci

(4.13) . DWW =0, pu= —r,—r+l,..,r=1,r

sprowadza zagadnienie do drgai belek dwustronnie wtwierdzonych.
W przypadku, gdy macierze D% nie zawieraja elementow sprzegajacych drgania pod-
hizne i skretne z drganiami gigtnymi, t.j. gdy

Ay = dfls =d¥s =df, =0, i #],
(4149)  dgn = dfh = dy = df, =0,
i,j——-—‘l,,,,,n, a>ﬂ=2’3>5,6a = —-r _r‘['l,--"r_‘l,r’

drgania te moga by¢ liczone oddzielnie, przy czym wzajemnie sprzezone drgania gigtne
w obu plaszczyznach moga byé wyznaczane jak powyzej w p. 2 i 3 przy pomocy réwnan
macierzowych o odpowiednio mniejszych wymiarach (w zaleznoéci (4.1) wystapig macierze
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stopnia 4n(2r+1)). Latwo stwierdzi¢ na podstawie przykladu obliczeniowego i zaleznoéci
(2.11), ze w tym przypadku istnieje dalsza mozliwoé¢ zmniejszenia wymiaréw macierzy,
gdyz w ruchomych ukiadach wspétrzednych amplitudy harmonicznych parzystych rzedéw
nie sg sprzezone z amplitudami harmonicznych rzgdéw nieparzystych. Mozna zatem (2.11)
rozdzielic na dwie zaleznosci:

u(rl_) — _U(rl)R(rl)f(rl)’

(4.15) — U REDFOD),

ur» —

w ktérych oznaczono:

u = {un g CrEn Ly 0= g0
1 - ~r2 -
fOD = {fCn flered | fe-n o}
u(rZ) = {u(—r+l), u(-—r+3), s u(r—s), u(r—-l)},
rz) __ —rt1 -r+3 -3 —1
£ = {flrtD fOred | fO-D fo-Y,
_y _
T . 0 . . o
f_[ ﬁ IIT IIT
T T
. - fIT fIT
U = , U = .
) A ’ v . .
T IIT N .
- 10 iy HT._4nrx4n(r+l)
—0 HT_4n(r+l)x4nr ‘
— o~ (—r+1) A ~(_r+1) v 0_
D II D II
f)(—r+3)f_[ 5(—r+3)ﬁ
ROL — )
-~ A ) -~ v
D(r—s)H D(r—s)H
-~ A ~ v
| 0 DC-OIL DOPII lgprxdne+1y
| Denl1 07
Derenfl Deren Ty
RC2) — ,
.~ A .,-r hd
D= DC-2I1
~ A
_0 D(r) H _N4n(r+1)x4nr

i=1,...,n.

fI = r—ﬂin-n, fI = rﬁi_Jd-ns

Jesli wymuszenia dzialajace na uklad nie zawieraja skladowych statych i harmonicznych
parzystych rzedéw, to wystarczy ograniczy¢ sig do analizy drgan o nieparzystych rzedach
harmonicznych (i odwrotnie), korzystajac z jednej z zaleznosci (4.15). Jak ukazano w p. 3,
do analizy drgafi przy wymuszeniach statych oraz przy wymuszeniach zawierajacych har-
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moniczne parzystych rzedéw (w ruchomych ukiadach wspolrzednych) wystarcza znajo.
mos$é macierzy D% dla nieparzystych wartoéci p (i odwrotnie).

Na wymiary macierzy w zaleZnosciach obliczeniowych wplywa réwniez liczba uwzgled-
nianych harmoniczaych r. Liczba ta zalezy od najwyzszego rzgdu uwzglednianej harmo-
nicznej wymuszen, od wartosci amplitud harmonicznych wymuszen, od intensywnodci
ttumienia w ukladzie oraz od pozadanej dokfadnodci obliczen. Jesli najwyzsza 'qwzgl@d_
niana harmoniczna wymuszen jest rzedu k, to wyznaczenie liczby r = r,, wymaga wyko-
nania obliczent drgan dla jednego z odcinkéw linii waléw w oparciu o zaleznosci (2.13)
i (2.16) kolejno przy r, =k, r, = k+2, ry = k+4 itd., az réznice pomiedzy wartosciami
amplitud r,, harmonicznych przy obliczeniach z liczbg r = r,, i wartoSciami amplitud tych
samych harmonicznych przy obliczeniach z liczba r = r,., (a takze wartosci amplitud
harmonicznych rzedéw wyzszych od r,) stang si¢ mniejsze od przyjetych dopuszezalnych
wartosci. Odcinek linii watéw wybrany do tych obliczen winien charakteryzowaé sie mozli-
wie najmniejszym tlumieniem fal gietnych w petli: odcinek — podpora tozyskowa — fun-
dament — podpora lozyskowa — odcinek (np. o najmniejszej odlegtosci pomiedzy pod-
porami) lub najwyzsza wartoscia amplitud dzialajagcych nan wymuszen.

Dla uzyskania nalezytej dokladnosci obliczeil celowe jest (zwlaszeza przy diugich liniach
waldw) prowadzi¢ obliczenia z mozliwie duza liczba cyfr znaczacych oraz wlasciwie wy-
bra¢ macierz kolumnowa a{”, w funkgeji ktorej wyraza si¢ pozostale macierze kolumnowe
wspolezynnikéw rozwiazan. W przypadku, gdy linia watdéw skiada sig¢ z N obliczenio-
wych odcinkdéw o jednakowych statych materiatowych i nie wystgpuja masy dyskretne,
macierz kolumnowa wspoiczynnikow rozwigzan dla u-tej skladowej drgad ostatniego
odcinka watu wyraza sie w funkcji macierzy kolumnowej wspo{czynmkow rozwigzan dla
pierwszego odcinka wahu zaleznoscig [1]:

(4.16) af® = B, af®+ B, JFPFO+BE | S FOfS+ . +FOLP,.

Wielkodei ff moga tu reprezentowaé zaréwno reakcje tozysk, jak i skupione wymuszenia
zewngtrzne, Macierze B$? |, tworzy si¢ z diagonalnych macierzy przejécia B§?; ; [2] przez
zsumowanie diugosci kolejnych odcinkéw o numerach od i do (N—1) w wykladnikach
funkeji eksponencjalnych, wystepujacych w tych macierzach. Amplituda u-tej sktadowej
drgan gietnych na korcu ostatniego odcinka linii waléw w plaszczyZnie utworzonej przez
osie xy, , Xy2 lokalnego ukladu wspdlrzednych tego odcinka wynosi {2]:

(4.17) ufft, = af3exp[(A4?+jA9) In]+affdexp[— (A4 +jA$D) vl +

+afdexp[(A¢8 —A42) In]+-afigexp[— (A48 — 24D Iy,
przy czym Iy oznacza diugo$¢ ostatniego odcinka obliczeniowego linii watdéw. Z uwzglgd-
nieniem postaci macierzy B* i F* (okreslonych zaleznosciami (2.23) i (2.24) w pracy [2])
otrzymuje si¢ na podstawie (4.16) i (4.17):
(4.18) ufl?, = alexp[(A4? +jA42) L] +aflexp[~ (242 +jA$3) L] +

+a{exp[(A43 —jA42) L1 +a{dexp[— (143 —jA42) L1+ r®,
gdzie L jest dlugoscia linii watéw, a +® reprezentuje czlony, w ktérych wykladniki funkciji

eksponencjalnych zawieraja sumy dlugosci (N—1) odcmkow, (N—2) odcinkéw itd. Ozna-
cza to, Ze jeSli gérny kres bledu, z jakim wyznaczona jest macierz a{”, wynosi 6%, to
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wéwczas gorny kres bledu, z jakim okreslane sa poszczegélne czlony zaleznosci (4.18),
nie przekracza warto$ci

(4.19) AP = 6 exp (A’ L),
gdzie Ay jest wigksza liczba spoSréd wartosci moduléw
(4.20) Ag = max (|49 +jA431, 1243 —j2421).

W ogdlnym przypadku state 2* w zaleznosci (4.18) réwniez obarczone sa bigdem, na jaki
sktadaja si¢ glownie niedokiadnodci w ustalaniu wartosci wspdtczynnikéw thumienia ma-
terialowego, momentéw bezwladnosci przekroju poprzecznego watu etc, Jesli gorny kres
bledu, z jakim okreslone sg state 44, wynosi 64, to
4.21) AR = 0P exp[(A4 + 0¢°) L]. ’
Znajomos¢ 6¢” i uwzglednienie takiej sposrédd wszystkich wystepujacych w obliczeniach
danej linii watéw wielkosci A%?, ktorej wartosc jest maksymalna, umozliwia oszacowanie
wartosci 6 zapewniajacej nie przekroczenie wartodci A¢” uznanej za dopuszczalng. Za-
leca si¢ przy tym wyzZnacza¢ z warunkéw brzegowych linii watéw macierz kolumnowa
wspolczynnikéw rozwigzan dla §rodkowego odcinka linii watéow i w funkcji tej macierzy
wyraza¢ macierze kolumnowe wspétczynnikéw rozwiazan dla pozostatych odcinkow,
gdyz wowezas wartosci (4.19), (4.21) ulegaja zmniejszeniu w wyniku zastapienia L przez
Lj2.
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Peszome

‘BRIHY)XIOEHHBIE M3TUEHEIE KOJIEBAHM A ACPIMMETPI/I‘—IECKOI‘ O BAJIA
HA TIOUATIMBOM ®YHIAMEHTE

Paccmarpusaercs uarnGusle ronebanuA BpallaIOLIErocs Baja IPH HePUORHUCCKUX BOIMYIUICHUAX.
Ananuanpyemplit aCUMMETDMUECKHH BAN YCTAHOBJIEH HA [Be MONATIMBLIC OMOPEI, IPHCOEQHMHEHELIE
X noparnmuBoMy dbymmamenty. Ui ONMMCAHMA [OBeleHyA 3TOH CHCTEMbI MCIIOJIE3YETCH 3aBHUCHMOCTH,
ONpEeREnCHbIC B NPeABLAYIUMX CTATHAX aBTOpa. IlpemcraBmsercst pesysnbTaThl UHACIIEHHBIX DAacueToB,
4 TAIGKE PACCMaTPHBACTCS POGIeMBbl PEAYKUHE K TOUHOCTH PACUETOR.

Summary
FORCED FLEXURAL VIBRATIONS OF FLEXIBLE SUPPORTED ASYMMETRICAL SHAFT

Periodically excited flexural vibrations of a rotating shaft ére considered. The analysed asymmetrical
shaft is supported on two flexible pedestals which are mounted on a flexible foundation. For the descrip-
tion of behaviour of this system the relations determined in previous author’s papers are used. The re-
sults of numerical calculations are given and problems of a reduction and accuracy of calculations are
considered,
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