MECHANIKA

TEORETY CZNA

] STOSOWANA
3, 18 (1980)

ROZWIAZANIE UPROSZCZONYCH ROWNAN STRUMIENIA SWOBCDNEGO METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

KRYSTYNA TUSTANOWSKA—KAMROWSKA (POzZNAN)

1. Wprowadzenie

W pracy przedstawiono metode rozwiazywania uproszczonych réwnan strumienia
swobodnego opisujacych wyplyw czynnika z rury prostej metoda elementéw skonczonych.
Obliczenia przeprowadzono dla obszaru w odlegtosci 4+8 z/d od wylotu rury. Do roz-
wigzywania otrzymanego z dyskretyzacji metody elementéw skoriczonych ukladu LN
rownan algebraicznych nieliniowych opracowano zmodyfikowana metode iteracyjna.
Otrzymane za pomoca tej metody wyniki pordwnano z doswiadczaliymi.

Wazniejsze oznaczenia:
Q obszar,
G brzeg obszaru,

x, ¥, z wspoOlrzedne,

u, v funkcje niewiadome,
R réwnanie,
L droga mieszania,
E element skonczony,
4 pole tréjkata,
H funkcja ksztattu,

. K macierz wspélczynnikéw,

2. Postawienie problemu i dyskretyzacja

Rozwazmy swobodny wyplyw czynnika z rury prostej (rys. 1), opisany w obszarze
osiowosymetrycznym (@, uproszczonym rownaniem ruchu strumienia swobodnego

a ., , a , G,
(la) E(ru )+W(7u'()) = —W(rL),
oraz réwnaniem ciaglosci przeplywu
il il
1b _Z v =
(1b) 3 (ru)+ o (rv) = 0,
gdzie funkcje niewiadome u(r, z) i'o(r, z) oznaczaja odpowiednio predkosci osiowg i pro-
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mienjowa czynnika, oraz na brzegu G obszaru  speiniaja warunek brzegowy I-go rodzaju
2 u(r,z) =ug, o(r,z) =19, (,2)e0,

. 2
za$ L = L(r, 2) (%) oznacza droge mieszania czynnika [1].

z

—_—
Rys. 1,

Poniewaz celem naszym jest rozwiazanie problemu numerycznie, wigc musimy go
sprowadzié do postaci dyskretnej. Uczynimy to za pomoca metody elementow skonczo-
nych (MES).

Dyskretyzacja obszaru: Nie bedziemy rozpatrywaé calego obszaru okre§lonosci funkcp
u i v z (1), lecz pewien jego fragment (w dalszym ciagu oznaczony jako Q), ktérego wy-
miary podane sa na rysunku 2, gdzie jednostka jest promien rury.

W obszarze Q ustalamy LWR, w naszym przypadku LWR = 41, dowolnie wybranych
punktow (quly). Jako elementy skoficzone przyjmujemy tréjkaty, ktore numerujemy
od 1 do LER = 59. Dla kazdego z LER tréjkatéw wypiszemy, zachowujac kierunek le-
woskretny, odpowiadajace mu wezty (LWE), stanowiace jego wierzcholki (tablica WE).
Kolejnos¢ numerowania weziéw obszaru i elementéw oraz ustalenie numeru pierwszego
wezla dla kazdego elementu w tablicy WE, zaleza od sposobu ulozenia programu. '

Zbiér wszystkich utworzonych wyzej tréjkatéw, ktéry oznaczymy przez Q, stanowi
model dyskretny obszaru Q (rys. 2).

Dyskretyzacja funkeji: Zbudowalismy model dyskretny O obszaru Q okreslonosci funkcji
u(r, z) i v(r, z). Przystgpujemy teraz .do budowy funkcji u(r, z) i v(r, z), dla ktérych ob-
szarem okre$lonosci bgdzie Q. Poniewaz, w naszym przypadku, dyskretyzacja tak funkcji
u(r, z) jak i v(r, z) bedzie przebiegata analogicznie, wiec w celu ograniczenia liczby wzo-
row (podwdine) przeprowadzimy ja tylko dla funkcji u(r, z).
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W wybranych LWR wezlach obszaru Q, wartosci funkgji u(r, z) oznaczymy przez U’,
i=1,..,LWR. Rozpatrzmy teraz dowolny element skorniczony. Bedziemy uwazali go za
obszar okreslonosci pewnej funkeji lokalnej, oznaczonej przez u‘(r, z), tego typu co
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. Rys. 2,

u(r, z). Funkcje lokalna aproksymuje si¢ na odpowiadajacym -jej elemencie funkcjami
ciagtymi, postaci
©) u(r, z) = H(r, 2)ui®+ ... FH{Ge(r, Dufips,
gdzie u§® sg wartosciami funkcji u®(r, z) w weztach elementu, za$ funkcje H{®(r, z),n =
=1 » ..., LWE, dla elementu tréjkatnego maja postacé {2, 9]
@ H®(r, z) = (a,+b,+¢,2)24, n=1i,j,k.
Stale a, b, ¢ zaleza tylko od wspolrzgdnych weztéw elementu [9], 4 jest polem trdjkata
E., za$ i, j, k oznaczaja kolejne numery jego wierzchotkow. W tym przypadku funkcja
u?)(r, z), zgodnie z (3) i (4), w kazdym elemencie E,, bedzie nastgpujaca

_ a; a; a | (U
%) uO(r,z) = ;—A[lrz] by by b [ U7} = [HY {U°).

: ¢ ¢ oo || UF

Ostateczny model dyskretny funkcji u(r, z) w obszarze 0 otrzymamy po zastosowaniu

typowego dla MES zbierania po elementach [2, 4, 9]

. LER LER
(6) u(r,z) = a(r, z) = Zu(e)(r, z) = Z H®(r,2)ul® = [H|{U},
e=1 e=1
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gdzie H(r, z) oznacza globalng aproksymacje funkcji u(r, z) w 0, a {U} jest wektorem
wartosci tej funkeji w LWR wezlach obszaru Q.

Dyskretyzacja réwnan. Niech, zgodnie z (5)
) Cu(r,z) = [HI{UY, 090,z = [H){V*}

"bedzie aproksymacja dla u i v w typowym elemencie tréjkatnym E,. Poniewaz (7) jest
tylko przyblizeniem funkcji u(r, z) i v(r, z) w kazdym elemencie skoficzonym, wigc bledy

? 2w\
RO(r,z) = (J uOH £ — v Do L rL a ——u®| | =0,

® 9 ?
( =2 guen e C o©) =
R (r, z) = 5 (rut) + > (ro®) = 0,

nie beda tozsamo$ciowo réowne zeru. Mozemy je zminimalizowaé w kazdym elemencie
metoda Galerkina [2, 4, 8, 9], dla ktorej funkcje wagowe sa réowne H 9, oraz

9) [ HO@, )R, 2)dE, = 0, i=1,2.
E,

Dla naszych rownai warunek (9), po uwzglednieniu (8), przyjmie postaé
2 0 2 _
H® (I u“m)+ @@ rL|-—u®| ||dE,= 0,
A or

(10)
f H® [i (ru’®) + —g—(rv(e))]dE =
g 0z or ¢
W tym miejscu zazwyczaj w celu obniZenia rzgdu réwnania, lub wydzielenia z rowna-
nia tych jego czegéci, ktére dziataja tylko na brzegu obszaru (umozliwia to wprowadzenie
warunkéw brzegowych II-go i IIl-go rodzaju, o ile takie sa dane), stosujemy do niego
wzo6r Greena [2, 3].
W naszym przypadku wzor ten zastosujemy do pierwszego z réownan (10). W tym
celu musimy je przeksztalci¢ do OdeWIednlC_] postaci. Wtedy, zaplsujqc ukiad (10) juz
dla catego elementu E,, mamy

[ H T [HI{UNH{U}+ [H ) [H{UH{V} +

Eq
+ [H]r LIHJ{UH){U}drdz =
() f [H]Tr(u2 cosg + (uv+L(-a_u)2) sing) das =0,
Go
f ([HI"r([HJ{U}+ [HI{V}) + [HIT[H]{V})drdz = 0,
Eq
~ gdzie H, = 0H[dr, H, = 0H/0z, G, jest brzegiem elementu E,, zas g kqtem normalnej

zewngtrznej do brzegu tréjkata.
Nie uzyliSmy w (11) symbolu (e), aby nie zaciemniaé zapisu. Nalezy Jednak pamigtac,
ze wszystkie wystepujace tam wielkoéci odnosza si¢ do elementu E,.
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Catka po G,, wystepujaca w (11), jest rowna zeru na wszystkich brzegach wewngtrz-
nych obszaru 0O [8], natomiast na brzegach elementéw pokrywajacych si¢ z G, nie bedzie-
‘my z niej korzysta¢, gdyz mamy dany warunek I-go rodzaju.

Jezeli teraz do r, z i L zastosujemy aproksymacje tego samego typu co dla funkcji nie-
wiadomych, okre§long wzorami (7), to wykoriystujqc wzor [9]

- _ alflyl -
(12) EJ‘:H,.HJH};drdz CES Sl
bedziemy mogli z latwoscig policzy¢ catki wystgpujace w (11). I tak
211
f [H]'[H]drdz = 4 121]= 4 [B],
2 12 12
. 112
' [622) @21) (212) y '
{ [H1{r} [H1{U} [H)drdz ——{U}T (221) (262) (122) | = o= —_{U3T[4],
Ee (212) (122) (226):
211
A 4
(13) [ Engymardz = £ 37| 121 | = 0078,
Ee 112

gdzie (pgs) = pr;+gqrj+sr,. Oznaczajac

1 ]
[Hr] = _2A [blbjbk] = ﬁ[b]’
(14)
- . ) [Hz] = 3a

otrzymamy z (11) uktad szesciu rownan algebraicznych, dla kazdego z LER tréjkatéw E,.
a5 OV BF U AV} B )T IBRL U BID) = 0,
[Bl{r}[cl{U} +24[BI{V}+[BI{r} [b]{V} =
ktéry zapisany bardziej przejrzyscie jest postaci
, ¢, [Aluu+b,[Alur+b,;[kluu
(16) M@ (u,v) = § ¢;[Alun+b,[Aluv+b,[klun ; = 0,
¢ [Aluu+ b [Aluv+ b [kluu
MP(u,v) = [K31{U}+ [k4]{V},
gdzie
[kl = [ {r}T[BI{ L} [b],
an [k3] = [B]{r}[l,
‘ [k4] = 24[B] + [B] {rye1.
M® i M s modelami dyskretnymi réwnad (1) w elemencie E,, a zapis symboliczny
" [4Juv nalezy rozumieé jako {U}T[4]{U}, oraz wszystkie wielkoéci wystepujace w (16)
odnoszg sig do E,. Model globalny réwnan (1) otrzymamy po zioZeniu rownan (16) dla
catego obszaru Q. Powstanie w ten sposéb LR réwnan typu

(182) : [K1UU+[K2UV = 0,
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oraz LWR rdwnan liniowych
(18b) [K31{U}+[K41{V} = 0.

Niech teraz LN = LWR-LWD bedzie ogdlng liczba wezltdw obszaru @, w ktdrych
poszukujemy wartosci funkcji u#(r, z) i ©(r, z). LWD oznacza liczbg tych weztéw obszaru
0, w ktérych znamy wartosci funkeji # i @ (warunki (2)).

Oczywiscie, liczba punktéw brzegowych, dla ktérych znamy wartosei funkcji nie musi

by¢ taka sama dla « i v. W naszym przypadku przyjmiemy jednak,.ze one s rowne, co
nie zaweza dalszych rozwazan.

Po wprowadzeniu warunkéw (2) do ukfadu (18), otrzymamy 2x LN réwnan
19 [KIJUU + [K2]UV = 0,
[K3{U}+ [K41{V} = {F}
Teraz U = (v, ..., UM 1], a macierze [K1] i [K2] sa rozmiaru (LN+1) x (LN+1).
Wykorzystujac fakt, ze macierz [K4] jest nieosobliwa ((17)), mozemy z drugiej czgsci
uktadu (19) wyznaczyé wektor {F} ’ '
(20) {V} = [K4'({F} - [K3{U}),

START

cayte) LER, LIWR,LWD, WE ,WW,ug Vo.Up |

b

| LNsLWR-1WD |

oblicz macierze K3 i K; dia rdwnania
liniowego [ 19h)

wiprowad? warunki brzegowe i umiesc
je w kolumnie LN+t macierzy K3

| obliAcz K ]

| oblicz K, =K, Ky ]

i=1 |

—

oblicz macierze K; i Kz dla réwnania
nieliniowego w wezle i (19a)

i

‘ wprowadz warunki brzegowe |
!
[ oblicz K=Ky Ky+ Ky I -

]
" zapamietaj macierz wspbtczynnikow
K dia wezta i

) G{VT_“I\I} = -'Ii +1 i
'lT
! (s10P ) '

Rys. 3 Schemat blokowy.
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a wstawiajac go do czedci pierwszej uktadu (19), otrzymamy LN réwnan nieliniowych,
kazde postaci
(210 ' [K]UU = 0,

o niewiadomych U’ i=1,..,LN.
Oczywiscie macierz [K] mozna zawsze przedstawnc jako macierz symetryczna.
Schemat blokowy programu realizujgcego opisang dyskretyzacje, ktérego wynikiem
jest uklad rownan (21), pokazano na rysunku 3. Czas jego realizacji na mc Odra 1204
wynosi, dla naszego zadania, 224 s.

3. Roiwiazanie

Uktad réwnan (21) prébowano rozwigzaé wicloma metodami (Newtona-Raphsona
(NR) [5], gradientéw sprzezonych (GW) [4], linearyzacji Steffensena (ST) [6], iteracji
prostej (IT) [4], i inne). Kazda z tych metod wymaga jednak dosy¢ dobrej znajomosei
przyblizonych wartoéci rozwigzania, co nie zawsze jest tatwe, a w wiekszosci przypadkéw
wrecz niemozliwe, Podjeto wigc probe opracowania takiej metody (lub zmodyfikowania
jednej ze znanych metod), ktéra nie zaleZzalaby od punktu startowego.

Poniewaz vkiad (21) mozna z fatwoscia zapisa¢ w postaci '

(22) a'uryt+2b"0"+¢" =0, n=1,..,LN,
gdzie
LN+1
@ =KL, b= ) KLU,
i7n
23) LN+l LN+
Z Z K" Uruj ULN+1 — 1’
taén J#"

wigc niewiadoma U” mozna prosto wyznaczy¢ z n-tego réwnania

—b"+ Y b —ac?

a'l

(24) Ur =

Pozostaje tylko problem, ktoéry ze znakéw (+ czy —) przyja¢ dla kazdej z niewiado-
mych U. Okazuje sig, ze znak ten nie jest staly w kazdej iteracji, lecz moze ulega¢ zmianie.
Jego- dobdr mozna ustalié automatyczme w programie, po wprowadzeniu pewnych wa-
runkéw dodatkowych.

Bodaj najwazniejszym z nich jest zalozenie o zbieznosci metody. Oznacza to, Ze majac
dla kazdej z niewiadomych, w kazdej iteracji po dwa pierwiastki, dobieramy ten z nich,
dla ktérego réznica z rozwigzaniem dotychczasowym jest mnicjsza.

W ten sposéb otrzymane wyniki poréwnano z do§wiadczalnymi. Wynik pokazano na
rysunku 4 i 5, gdzie punkty oznaczaja wartosci obliczone. Rysunki 6 - 10 przedstawiajg .
zachowanie si¢ rozwiazania naszego zadania w dwudziestu pierwszych iteracjach (it).
Punktem wyjsciowym byl punkt zerowy, tzn. na poczatku wszystkie U '= 0,7 =1, ..., LN.
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Rys. 5.

Rysunek 6 przedstawia $rednig kwadratowa warto$é z funkeji uktadu (21). Jezeli nasze
réwnanie zapiszemy w postaci

fi(U)=01 i=1:-"’LN:
to

Fi = 1;f?(u_:r)/LN .
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Rys. 10.

Na rysunku 7 pokazano odpowiednio blad $redni

Z (Ui, —UL)?JLN »

kolejnych przyblizen pierwiastkdw. Natomiast rysunki 8, 9, 10 przedstawiaja zachowanie‘
si¢ trzech dowolnie wybranych p1erw1astkéw vktadu (21) dla trzech metod (NR, GW,
ZM). }

. 4. Podsumowanie

Przedstawiona wyzej, na przykladzie, metoda rozwiazywania réwnan rézniczkowych,
moze by¢ wykorzystana rowniez w wiekszosci nieliniowych probleméw pola.

Wybér ksztaltu elementu oraz funkciji aproksymujacej jest dowolny i zalezy od potrzeb
i wykonawcy. Konkretna jego postaé jest wazna dopiero po przystapieniu do catkows-
nia réwnan (11).
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Ksztatt ukladu (21) zalezy tylko od charakteru réwnan wyjéciowych (1), a $ci§le od
stopnia wystepujacych w nich funkeji niewiadomych.. "

Wprowadzenie warunkéw brzegowych Il-go i IIl-go rodzaju réwniez nie nastrecza
formalnie wigkszych problemdw. Bardzigj pracochlonne bedzie jedynie wtedy ulozenie
programu.

Zmodyfikowana metoda iteracyjna (ZM) moze stuzy¢ do rozwiazywania nie tylko
rownan kwadratowych, lecz ogélnie do réwnan typu wielomianowego. Najefektywnie]
jednak mozna ja wykorzysta¢ w celu ustalania przyblizenia poczatkowego, na tyle doklad-
nego, aby mozna bylo stosowaé inne szybsze metody rozwigzywania réwnan nielinio-
wych, np. metod¢ Newtona-Raphsona.
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Peswome

PEIMEHUE YIIPOIEHHLIX YPABHEHWK OCECHMMETPUYHON
CBOBOIHO¥W CTPYH METOIOOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB

B CTaThH HpEeACcTaBIEHO METOM PelUeHHA YIPOILIEHHEIX YPaBHeH il CBOGOAHOI CTPYH 1300pasaonmx
[BHITEKAHHE LIOTOKA C NMpPAMOH TPYOhI MHETONOM KOHeuHbIX anemenTtoB (MKD). HMcudcnemus caemaHo
an oBsacTi B paccrostunil 4+ 8 z/d ot Brixoga Tpyosl. IS pelIEHHA NONYUEHOrO M3 HHCKPETHI3aLH
IMKD cuctemer LH anrefpanuecknx Henuyedubix ypaBueni paspaborano mMoAu(MUUpPOBAHHHA HTe~
PAIMOHHEBIE METOX.

ITomyuens! Py NOMOLIY STOFO METOA PesyIbTaThe CPABHEHO C IKCIEPHMEHTAIBHBIMH.

Summary

THE NUMERICAL SOLUTION OF A SIMPLIFIED FREE ROUND JET EQUATIONS USING THE
' FINITE ELEMENT METHOD

A method of numerical solution is presented of simplitjied equations of free round jet flowing from’
1 straight pipe using the finite element method (FEM). The solution is-given for the region 4--8 z/d from
r\e pipe outlet.
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A modified iteration method is proposed to solve LN algebraic nonlinear equations system obtained
from FEM discretization.

The results is compared with the experimental data.
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