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1. Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest okreslenie ksztattu optymalnych, idealnie plastycznych
pierécieni kolowych obciazonych dwoma réwnowazacymi sig¢ sitami §rednicowymi o war-
tosci 2P (rys. 1). Projekty pierscieni uzyskano w oparciu o teorig no$nosci granicznej sto-
sujac wylacznie podejécie statyczne. Na ksztalt konstrukcji optymalnej nalozono wiezy
. geometryczne polegajace na tym, Ze przekrdj poprzeczny pier§cienia w obrgbie danego

Rys. 1

kata v ma byé staly. Podobne zadanie, w ktérym zaloZono, Ze przekroj nie moze byé
mniejszy od pewnej.z géry okre§lonej wartoéci, rozwigzal W. Prager [1]. Autor ten roz-
wazal pierécien o przekroju idealnym dwuteowym (sandwiczowym) a projekt optymalny
uzyskal w oparciu o kinematyczne kryterium sformutowane w pracy [2]. Poréwnanie
. rezultatdw niniejszej pracy z rezultatami uzyskanymi przez W. Pragera ma daé odpowiedz
na pytanie, jak dalece réznica w sposobie sformulowania ograniczefi geometrycznych
w obu zadaniach wplywa na ostateczny ksztatt konstrukcji optymalnej i na wlasnosci
rozwiazania. :

2..Sily wewnetrzne

W celu uzyskania wzoréw na sily wewnetrzne wykorzystamy symetri¢ zadania i réw-
nania réwnowagi (rys. 1), Z symetrii wynika, Ze Vy = Vs a z réwnai réwnowagi sit mamy
Vo="Vs= "V, =P oraz Hy = H; = Hy = 0. Wobec powyzszego sily normalne i pop-

D Prace wykonano w ramach problemu wezlowego 05.12, koordynowanego przez IPPT PAN.,
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rzeczne mozna obliczyé korzystajac tylko z rownan réwnowagi. Wzér na moment zgina-
jacy otrzymujemy z réwnania réwnowagi momentéw (rys. 1d). W wyraZeniu tym wystg-
puje moment zginajacy w punkcie 3, ktérego warto$¢ uzalezniona jest od wlasnosci fi-
zycznych materiatu i od przekroju pierscienia jako funkcji kata «. Komplet wzoréw na sity

wewnetrzne dla 0 < a < % przedstawiaja réwnania (2.1):

T(x) = Psina
2.1) . N(a) = Pcosa
M(a) = M3+ PRcosa,

gdzie T, N i M oznaczaja odpowiednio silg poprzeczna, sitg normalna i moment zginajacy.

PoniewaZ rozwaZany piersciefi jest idealnie sztywno-plastyczny, sity wewngtrzne w ob-
. szarach uplastycznionych powigzane sa odpowiednia zaleznoscia graniczna. W dalszym
ciagu przyjeto, ze wplyw sit poprzecznych na uplastycznienie przekroju jest tak maly, ze
mozna go pominaé. Odpowiada to przyjeciu hipotezy Bernoulliego. Sita normalna w calym

pierscieniu jest nieujemna i osigga wartoéci réwne zeru w punktach 3 i 9. Zakladajac, ze
w punktach tych nastepuje uplastycznienie, sita normalna i moment zginajacy spelniaja
warunki: '

' N(o) = Pcosa
2.2) {
M(o) = ~Mp3+ PRcosa,
(2.3) | ®(M, N; M,, N,) < 0.

Indeks,,p” oznacza graniczne wartoséci sit wewnetrznych a funkcja @ przedstawia zalezno$é
graniczna. W obrebie kata y funkcja @ < 0, a w pozostatych czeéciach pierscienia @ = 0.
Zalozenie powyZsze jest naturalnym rozszerzeniem warunku optymalnosci na konstrukcje,
'w ktérych wprowadza si¢ wiezy geometryczne. W rozwazanym zadaniu (rys. 2) zakladamy
wigC, Ze w obrgbie odcinkéw 1-2, 4-5, 7-8, 10-11 pierécien jest sztywny a w pozosta-
tych pierscien jest uplastyczniony.

W dalszych paragrafach rozwazymy szczegblowo przypadki pierscienia o przekroju
dwuteowym i przekroju pelnym. .
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3. Plersclen dwuteowy

Dla idealnego przekroju dwuteowego (sandwiczowego) zalezno$é graniczna (por.
rys. 3) sklada si¢ z czterech linii prostych opisanych nastgpujacym zwizzkiem:

|M| NI
3.DH b = +——=1,
. _ M, N,
gdzie
3.2) N, = 2d0,, M, = 24Ho,.

MMy
0

1
- 7 A()
T_*::Q A
Aex) \/

W réwnaniach (3.2) o, oznacza granice plastycznoéci materiatu. W.uplastycznionych par-
tiach pierécienia wobec zaleznoéci (3.1) zachodza réwnania:

: - M(o)+N()H, jeSli M >0, N> 0
(3.3) Mo = _ M@+ N H, jesli M <0, N > 0.

Zaleznoéé (3.3) wykorzystamy wpierw do wyznaczenia momentow gramcznych w punkc1e 1
(M >0,N >0)iw punkcie 2 (M < 0,N > 0):
{ 21 = M,(B) = —M,3+PR(1+H)cosf, H= H|R

My, = My(B+y) = Mp—PR(1— H)COS(ﬁ'*"V)
Momenty grahiczne M,, i M,, sg sobie réwre, gdyZ z uwagi na zaloZong ciagloéé funkeji
pola przekroju' okre$lajg staly przekr6j pierscienia w obrebie kata y. Wykorzystujac ten
fakt, z zalezno$ci (3.4) obliczamy moment graniczny w punkcie 3, M3, oraz moment
graniczny odpowiadajacy stalemu przekrojowi pierscienia M, = My, = My,
(3.5) M,; = —M,+PR(1+H)cosf = M,+PR(1—H)cos(B+y) =

= -;—PR[(1+]7)cosﬂ+(l—E)COS(B'*"}’)]-

(3.4)

(3.6) M, = —;PR[(I+H)cosﬂ—(l-—ﬁ)cos(ﬁ+y)].

Funkcje momentéw granicznych dla 0 € a < % wyznaczono z zalezno$ci (3.3) i réw-

nan réwnowagi (2.2). Uwzgledniajac fakt, Ze na odcinku 0-1 M > 0iN > Oana odcinku
2-3M < 01N > 0 oraz wykorzystujac réwnania'(3.5) otrzymujemy:

5 Mcch, Teoret, i Stos., 1/79
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M,+ PR(14 H)(cos . —cos f), 0<
M, ﬂ<

(3.7 My(0) = _ ’
M+ PR(1—H)[cos(f+y)—cosa], f+y <a< 5

RéWnania (3.6) i (3.7) stanowia punkt wyjécia w poszukiwaniu rodziny optymalnych

projektéw pierécienia z réznymi wigzami geometrycznymi.
Objetos¢ materialu pdlek przekroju wynosi:

V=2R [ A@@da.
0

Podstawiajac w powyzszym wzorze wedlug zaleznosci (3.2),, Ze A(o) = %
. P
otrzymamy
nf2

: : 4R R 4PR?
3.8 V= —f M, (0)do = f (a)da = v,
( ) HO'p P P Up

2
gdzie a(a) = A/;I(:) = ;{;” A(x) oznacza bezwymxarowe pole przekroju péﬂ(l av bez-

wymiarowac objeto$é éwiartki piersécienia.
W przypadku, gdy wiezem geometrycznym jest kat 9, bezwymiarowe pole przekroju
pbiki a(a) wyznacza si¢ z rownan (3.7), podstawiajac w nich w miejsce M, zaleznosé (3.6):

(1+I§)éosa—-% [(1+I7)cosﬁ+(l~]7)cos(ﬂ+7’)], O0<a<p

(39) a@) = {5 [0+ H)cosp—(1-H)eos(B+7)] = a, B<as<pty
—(l—ﬁ)cosoc+—1— [(14 H)cos B+ (1—H)cos(B+9)], B+y < a< —g—

Bezwymiarowa objeto$¢ v wystepujacy w zaleznosci (3 8) otrzymano calkujac pole
przekroju a(«) okreslone wzoram1 (3.9):

n4

(B.10) v(8,9) = f ale, B, y)do = (1+H_)[sinﬂ+(%—ﬂ) cos ]+

0

+(1-H) [—-1+sin(ﬂ+y)+(%—ﬁ—y) cos(ﬂ+y)].

Problem optymalizacji mozna sformulowaé dwojako:

— Zadanie pierwotne: :
Dane jest obcigZenie graniczne 2P, znaleZé taki rozktad materialu, by objgtosé
V osiagala warto$¢ minimalng.:

— Zadanie dualne:
Dana jest objetosé materiatu ¥V, znalezé taki rozklad materiatu, by obciaZenie gra-
niczne 2P osiagato warto§é maksymalng.



OPTYMALNE PROJEKTOWANIE PLASTYCZNE PIERSCIENT 67

Oméwimy obecnie rozwigzania zadania pierwotnego. Minimum funkcji »(8, y)
bez wigzéw naloZzonych na kat y jest minimum globalnym. Minimum to uzyskano dla war-
tosci By 1 yo obliczonych z warunkéw znikania pierwszych pochodnych funkcji v(8, »)
wzgledem y i f:

) ov — 11
—_— 1 — —— 1 =
% (D (g4 T4 =0,

g; (I+H)(/3 )sinf)’+(1—1~1—)(ﬂ+y——}) sin(f+y) = 0.

Z pierwszego z réwnan (3.11) otrzymujemy, Ze

(3.11)

44

(3.12) /3+y=T lub  f+y = 0.

Wstawiajac (3.12); do (3.11), lub (3.12), do (3.11), dostajemy

(3.13) B = 7’4‘- b g =0. .
Pierwsza pochodna funkcji v jest wigc réwna zeru dla dwéch par wartosci katow f 1 y:
(3.14) ﬂ:%, y=0 oraz p=0, y=%—.

v *v v

Jezeli podstawimy,- Ze =r, to o wyborze punktu,

Y )
w ktérym funkcja dwoch zmiennych osiaga ekstremum decyduje wyrazenie 4 = sr—g?
(por. [3] str 412). Jesli A > 0, to funkcja v(8, y) w punkcie (B,, yo) ma maksimum, gdy
s < 0a minimum, gdy s > 0. Je§li 4 < 0, to (8, ¥) nie ma ani maksimum ani minimum.
W rozwazanym przypadku mamy:

2 _T

5= %3 = (1-H) _sin<ﬂ+y)+(ﬂ+y—%) cos(ﬂ+y)]
(3.15) g = a‘;;’ﬂ =

r= % = (1+H) sinﬂ-l—(ﬁ—%) cosﬂ]—i—q

Yatwo sprawdzié, ze tylko dla f, = % iy = 0 sa spelnione warunki minimum fancji

o(f, ¥). Identyczny wynik uzyskal W. Prager [1].

Poszukiwanie projektéw optymalnych przy wigzach nalozonych na kat y jest o wiele
bardziej pracochlonne. Punkty odpowiadajace optymalnym wartoéciom kata # dla ustalo-
nych wartosci kata y otrzymano stosujac metode przekrojow. Wyniki obliczen ilustruja
rysunki 4 - 7. Obliczenia numeryczne wykonano dla stosunku wysoko$ci przekroju do
$§rednicy pier§cienia wynoszacego H/R = 0,10. Interesujace jest, ze dla y = y, = 45,461°
otrzymano dwa réwnowartosciowe rozwiazania optymalne, a mianowicie dla o, = 5,45°
idla By, = 0° (por. rys. 4.5). Na rysunku 6 przedstawiono zalezno$é pola przekroju potki
od kata o dla tych rozwiazan. Dla katéw ¢ > y, optymalne pro_;ekty odpowiadaja stalej
wartosci kata f, = 0.

5*
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Tlustracja wynikéw zadania dualnego, to jest zadania maksymalizacji obcigZenia gra-
nicznego przy.stalej objetodci materiatu polek, jest rysunek 7. Przedstawia on zalezno$é
obcigzenia granicznego dla rozwigzan optymalnych od wartosci kata y. Sila P, zaznaczo-
pa narys. 7 odpowiada obcigZeniu granicznemu pierécienia o stalym przekroju, ktdérego
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objetosé jest taka sama jak objgtosé pierscieni optymalnych.
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Powrécimy jeszcze do zadania sformulowanego przez W. Pragera. Zadanie to polega
na znalezieniu optymalnych katéw B4 1y, minimalizujacych objeto$¢ w zadaniu pierwot-
nym lub maksymalizujacych obcigzenie graniczne w zadaniu dualnym, przy czym moment
graniczny w obrebie calego pierécienia nie powinien byé mniejszy od danej z géry war-
toéci M,. Oméwimy blizej zadanie pierwotne stosujac nadal podejicie statyczne, Wyjécio-

we réwnania (3.7) i (3.6) zapiszemy wpierw w postaci bezwymiarowe;.
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mg+ (1 + H) (cos a—cos B), 0<a<gp

s, La<gp+r
(3.16) a(e) = _ p p );
‘ my+(1— H)[cos(B+y)—cosa], f+y < o<
gdzie my = M,|PR. ' |
Réwnanie (3.6) pelnigce obecnie rolg¢ réwnania wigzéw ma postaé:

1 — —

(3.17) g(8,v) == [(1+ H)cosf— (1 — H)cos(f+ )]~ m, = 0.

Poszukiwanie minimum bezwymiarowej objetosci v przy wigzach (3.17) sprowadza si¢ do
badania funkcjonalu pomocniczego v":

a2

(3.18) o9 = [ a@da+ 28, ),

0

gdzie 4 jest mnoznikiem Lagrange’a przyjmujacym pewna warto$é stala.
Podstawiajac réwnania (3.17) i (3.16) do réwnania (3.18) i wykonujac przepisane cal-
kowanie otrzymujemy:

V', y) = %mx+(1+17)(8inl3—/300sﬂ)+(1 —I?)(%coss-’rsine— 1) ¥

+l{% [a +E)COS‘B—(1_—E)COSE]_ms};

gdziee = f+7.
Wariacja v” wzgledem f i ¢ prowadzi do réwnania:

(3.19) 0 = (1+In—()(,3~—%l) sinﬂéﬂ—(l—-l—i)(-g—-e—%—l) sinede =.0.

Z zaleznodci (3.19) wynikaja réwnania Eulera:
1 .
(‘30—71) SID‘BO =0
(%_EO ——;—l) singg = 0,
skad dla katéw zawartych w przedziale < 0, zs dostajemy

Bo=0 lub Bo=—-4

(3.20) |

T2

SERNE

e =0 lﬁb &y = A

‘Badajac wszystkie kombinacje Bo 1 &, okazuje sie, ze tylko jedna spelnia warunki zadania,

a mianowicie f, = %l ig = —;-— %A, Poniewaz &o = Bo+7y0, rozwigzanie optymalne
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charakteryzuje warunek:

b4
(3.21) . 2ﬂ0+'}’0 = 7.

Warunek ten uzyskat rowniez W. Prager na innej drodze [l]. Prosta (3.21) zaznaczono na
rys. 5 linia przerywana.

Tablica 1
Y 2 Ymin Mp =z M,
1.y =19,88° 2. yo = 19,888
ﬂd = 34,17° Bo = 35,06°
vo = 0,534962 2o = 0,535090
my = 0,190871 ms = 0,191634
3. y=60° 4, yo=43°
Bo=0° Bo = 23,5°
. o = 0,62555 . v = 0,60785
mso = 0,32500 ms = 0,32500

Jak widaé oba rozwazane zadania: przy naloZeniu wigzéw na kat y oraz wigzéw na
minimalny przekrdj pierécienia prowadza do réznych optymalnych katéw f,, okreslaja-
cych usytuowanie odcinka sztywnego o stalym przekroju. Dodaé nalezy, Ze rozwiazania
optymalne obu zadafi przy zaloZeniu tej samej nosno$ci granicznej pierscienia wykazujg
niewielkie réznice w objetosci materiatu a niejednokrotnie bardzo duze réznice, jeZeli
chodzi o konfiguracje przekroju na obwodzie pierscienia. W Tablicy 1 podano warto$ci
liczbowe charakteryzujace cztery rozwiazania optymalne zadania pierwotnego dla obu
postaci formulowania wiezéw geometrycznych. Warto zwrécié uwage na to, Ze w obu
zadaniach objeto$é jest monotoniczng funkcja wartoéci ograniczen (y, m,). Oznacza to, Ze
optimum wypada na brzegu obszaru dopuszczalnego wyznaczonego natozonymi wigzami
geometrycznymi.

4, PlerScien o przekroju prostokgtnym

Przedstawimy tutaj jedynie zasadnicze wyniki charakteryzujace rozwiagzania optymalne
przy wigzach nalozonych na kat y. Dla przekroju prostokatnego zaleznosé graniczna sktada
si¢ z dwéch galezi paraboli IT stopnia (rys. 8):

M (NN
(41) q)—-——M +(Tg) —-1=0.

P

Wzory na funkcje zmiany przekroju i objgtosé pierécienia uzyskano w analogiczny sposob
Jak dla pierécienia o przekroju sandwiczowym. Istotna réZnica polega na tym, ze zaleznosé
miedzy objetoscia a obciaZzeniem granicznym jest teraz nieliniowa.



72 ) A. GAWwEck; A. GARSTECKI

Przyjmujac, Ze szeroko$¢ przekroju B jest stata, funkcje wysokosci przekroju obliczono
Za pomocs nastepujacego wzoru:

1/2
{coszoz-)—% [cosa— C(p, B, y)]} , 0<a<gp

172
“4.2) h) = {coszﬂ-}-—% [cosf—C(p, B, y)]} =h, pf<a<pPry

1/2
{005205——117— [cosa—C(p, B, y)]} , B+y <a< %

e C(p, ) = 5 ploos+ s+l cosp—cos(f )+ |

p = P[(4BRoy), h(a) = H(®)/(2pR).

g=0
EA_@
% -
€ 7 Ny
+—p—+  M=8H%,
Ny =284 6,
- Rys. 8
Objetosé pierscienia obliczono z zaleznodci
nf2
“3 V(p,8,7) = 2BR [ H(2)do = 16BR*po(p, B, 7),
0

A . 1/2
4.4 v(p,ﬂ,y):f{cosza-}-%[cosoc—C(p,ﬂ,y)]} doe+

0
2 i 172
+h(p, B, Y)y+ f {COSZ(Z-—— [cosa—C(p, B, 7)]} da.
B+y P

Calki eliptyczne wystgpujace we wzorze (4.4) utrudniajg w istotny sposéb analize
funkcji »(p, f, v). Obliczenia numeryczne, ktérych zasadnicze wyniki przedstawiono na
rysunkach 9 i 10, przeprowadzono dla p = 1/304 w zadaniu pierwotnym oraz dla objgtosci
pierscienia o stalej wysoko$ci przenoszacego obciazenie graniczne p = 1/662 -+ 6 w zadaniu
duvalnym. Z zamieszczonych rysunkéw widaé, Ze rozwiazanie optymalne pierécienia o prze-
kroju prostokatnym nie zawiera istotnych réznic jakosciowych, jezeli chodzi o przebieg
i charakter wykreséw, w poréwnaniu z pierécieniem sandwiczowym. Warto jednak zwré-

ci¢ uwage na to, Ze minimum globalne dla y = 0 odpowiada katowi B, = 38° wobec 45°
w piercieniu sandwiczowym. :
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5. Uwagi koiicowe

Przytoczone przyklady optymalizacji z wiezami geometrycznymi uwidaczniaja, jak
silny jest wplyw sposobu formulowania ograniczeri na ostateczny ksztalt konstrukcji
optymalnych. Droga -réznorodnego formulowania wiezé6w mozna na przykiad uzyskaé
projekty o praktycznie takim samym koszcie (np. objetosci materiatu) i identycznym efek-
cie globalnym optymalizacji (ap. noénosci granicznej) przy réznigcej si¢ zasadniczo kon-
‘figuracji rozkladu materialu w obrebie konstrukcji (por. np. projekty 3 i 4 zestawione
w Tablicy 1). Okoliczno$é ta pozwala dokonywaé¢ dodatkowego wyboru spo§réd réwnowar-
todciowych projektéw tego rozwiazania, za ktérym przemawiaja wzgledy praktyczne (np.
prostsza technologia) lub inne cechy konstrukcji (np. zachowanie sie konstrukcji w obszarze
duzych przemieszczen).
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Wydaje sig, Ze niniejsza praca jest dobra ilustracja skutkéw pozornie nieistotnej zmiany
w sformutowaniu ograniczen. Wyniki zamieszczone w pracy zwracaja uwagg na rozleg-
Joé¢ tematyki optymalnego projektowania konstrukcji w przypadkach wprowadzanija
dodatkowych wiezbw.

Optymalizacja pierécienia przy ograniczeniu kata p prowadzi do zadania niewypukle-
go, wielomodalnego. Odnotowano nawet przypadki zadan dajacych dwa réwnowartos-
ciowe rozwigzania optymaline.
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Peswome

OIITHUMAJIbHOE TIPOEKTHPOBAHUE IIJIACTUYECKUX KOJIELL
TP TEOMETPHUUYECKHX OIPAHHYEHMISAX
B paBoTe npejcTaBicHO ONTHMANEHOE NPOEKTHPOBAHHME . IUTACTHUECKUX KOJIEU TPEIIIoaras, Yro
B 06JIaCTH JAHHOYO YIJIA pasMepPhI TIONEPEYHOTO CEUEHHA TOCTOAHNbIE. PellieHus IpUMATLHOMA B KYaIbHONR
-33/1aUM [UIA KOJIEL HMEIOINK JBYXTABPOBOE H IIPAMOYIOJIHOE CEUEHHS IT0JYUeHO IPHMEHAA CTaTHIeCKM
meToR. PeaynbTaTil HacTosnei! paGoThl cpaBHeHO ¢ pelueHueM noiaydeHsIM B. ITparepom [1], rme orpa-
"HIUEHO MMEMMaBHOE cedeHMe Koxblia. IIpnmepsl npencrasiens: B paboTe noxadyroT, uro crmocol dop-
MYIPOBAHMS OrPAHKUEHMH CHNBHO BIMAET HA DOPMY ONTHMANBHON KOHCTPYKUME ¥ HA OXHOSHAUHOCTD

peutexus.
)

Summary

OPTIMAL PLASTIC DESIGN OF RINGS WITH GEOMETRIC CONSTRAINTS

The static approach to optimal plastic design of circular rings with geometric constraints is described
in the paper. These constraints consist in an assumption that the cross —section area within the region of
a given angle is constant. Solutions of primal and dual problems for rings of sandwich and rectangular
:cross-section are presented. Final results are compared with the solution obtained by W. Prager [1] where
the minimum cross-section constraint had been imposed. Numerical exa.mples show that the form of con-
sttamt conditions strongly affect the form of optlmal structure and umqueness of solution.
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