MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2,17 (1979)

POWIERZCHNIE GRANICZNE DLA MODELU SPREZYSTO-PLASTYCZNEGO PRETA PRZY
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1. Uwagl wstepne

W spos6b-analityczny efekty geometryczne uwzglednial po raz pierwszy K. Jezex [6],
przy ocenie no$noSci sprezysto-plastycznych slupéw. W badaniach do$wiadczalnych
C. DYrRBYE i P. Lange HANSEN [3] zwrdcili uwage na wplyw tych efektéw na plastyczne
zachowanie sie konstrukcji (tuki kolowe). ,

Obecnie istnieje do§é znaczna liczba prac, w ktérych autorzy analizowali wplyw nie-
liniowosci geometrycznych. Dotycza one réznych przypadkéw konstrukeji-(ramy, belki,
plyty, powloki, a takZe tarcze i cylindry wirujace), warunkéw brzegowych i materiatéw.
Brak natomiast badan o charakterze ogolniejszym. '

Stosunkowo stabo jest opracowana teoria powierzchni granicznych na szczeblu calego
ciala (np. w przestrzeni obciazen). P. G. HopbGe i C. K. Sun [5] pomijajac efekty geome-
tryczne przy przyjeciu postulatu Druckera wykazali, dla cial idealnie sztywno-plastycznych,
twierdzenie o wypuklosci powierzchni granicznych i prostopadiosci do nich wektora
plastycznego plynigcia. G. MAIEr i D. C. DRUCKER w pracy [10] nie stawiali takich ogra-
niczen i uwzgledniali zmiany w geometrii. W tym przypadku powierzchnie graniczne -
moga by¢ wkleste i jest to na ogdl zwigzane z utrata statecznosci konstrukeji; sformutowali
oni pewne warunki (macierzowe) istnienia wklgstosci powierzchni granicznych, jedno-
znacznosci i statecznosdci ukladu.

W obecnej pracy begdziemy badaé sprezysto-plastyczne zachowanie si¢ konstrukcji -
geometrycznie nieliniowych. Wykazemy wplyw efektow geometrycznych na ksztalt i wiel-
ko$¢ powierzchni granicznych, ktore obejmujg szerszg klas¢ powierzchni, zgodnie z klasy-
fikacja nosnosci konstrukcji M. ZyczKOWwSKIEGO [15]. Dobierzemy w tym celu odpowied-
ni typ konstrukcji i wykorzystamy niektére z twierdzen MaIerA | DRUCKERA [10]. Efek-
tywne wyniki otrzymamy numeryczaie.

2. Przyjety model konstrukejl i zalozenia
!

Badania przeprowadzimy na modelu belki wspornikowej, skladajacym si¢ z czgsci
odksztaicalnej -1 wielokrotnie dluzszej czeéci sztywnej, obcigZonym silami o ustalonych
kierunkach rys. 1. W pracy [7] przedstawiono krétka analiz¢ tego typu modeli konstrukcji
uzywanych w badaniach wstepnych.
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Przyjete na rysunku zwroty P; i P, bedziemy uwazac za dodatnie. Konsekwentnie
ten sam znak otrzyma odpowiednie przemieszczenie (i odksztalcenie) wywolane dzialaniem
wylacznie sily P, lub P, (przy zatoZeniu zasady zesztywnienia).

Oznaczenia wielkosci bezwymiarowych

0o ! L

b= = P — parametry materiatlowe i koﬁstrukcyjne; 0 — gra-

nica plastycznosci, E — modul Younga,

P 3pP . .
Py = _F_Ulo , Py = —-l(*"paoz — obcigZenia,
u, = U Uy = U rzemieszczeni
I = 1 L] 2 — 3(7)/ p a,
n= N m = M ita podluzna i moment zginajacy w przekroju
=75 " FEH sifa p 2inajacy w p Ju,
ey = EEO, k= Ef L — odksztatcenie warstwy $rodkowej i krzywizna war-
Jo Oo un . .
stwy obojetne;, :
P L -
q = P,,» = arctg Pl — zastgpcze parametry obclaZenia,
. 2
o .
§ = — -— naprezenie,
)
Z , ' . ’ .
Z= g 2y 2 fwspolrzgdne przekroju preta (,,+” uplastycznienie

po stronie rozciaggania, ,,—* po stronie sciskania).

Bezwymiarowe obcigzenia zdefiniowano tak, aby osiagnigcie noénoéci sprezystej czy-
stego rozciagania oraz zginania wystapilo dla p;, = 1 i p, = 41, przy pominigciu
zmian geometrii. Odpowiednie odksztalcenia wynosza wowczas e = 11 & = 1, na-
tomiast n i m oraz u, i u, przyjeto ze speinienia zasady prac wirtualnych.

Ograniczymy si¢ do pretéw krepych w czeécei odksztatealnej i przyjmiemy linig ugiecia
w postaci luku okrggu. Wobec tego zatozymy, e sily wewnetrzne N i M sa w tej czesci
belki state, réwne odpowiednio [7] ' '

I
N = ~&~6f N(Hdd,
@n
1

i pominiemy sily poprzeczne, ktérych wplyw na wyteZenia jest tu nieznaczny. Zatem roz-

klad naprezen w czefei odksztalcalnej modelu jest niezalezny od . Pozwala to na stosunko-

wo proste przejscie w badaniach od szczebla przekroju do szczebla calego ciala.
Przyjmiemy hipotezg plaskich przekrojéow i linlowy rozkiad odksztalceti w postaci

22 ¢ =¢e+xZ, —-H<Z<H,
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gdzie &, — odksztalcenie warstwy §rodkowej oraz krzywizne warstwy obojetnej zginania
(2.3) H o= e

okreslono z definicji matych odksztalcen, po rozwinigciu w szereg.

3. Réwnania podstawowe — macierz sztywnosel geometrycznej

Podstawowe réwnania dla rozwazanego uktadu podamy w formie rozwinigtej oraz
w zapisie macierzowym. W pracy [7] przedstawiono wyprowadzenie tych réwnan dia ogél-
niejszego przypadku ze wstgpna krzywizna. Ograniczyimy sie teraz do przytoczenia odpo-
wiednich réwnafi w wielkoéciach bezwymiarowych. Dla uproszczenia zapisu bedziemy
uzywaé o zamiast k, jako jednego z parametréw odksztalcenia.
Roéwnantia przemieszczeniowe -

u =“1ﬁ+"’°sina_£(1—cosa)—l,
3.1) LT !
+pe :
u2=—§$[—:° (l—cosa)+%s1na].

Po obliczeniu N(#) i M(®) (rys. 1) i wykorzystaniu (2.1) otrzymamy warunki réwno-
wagi : “

_ psina u(l—cosa)
n = d 1+ 3(pa P

2

lxt

Rys. 1. Przyjety model konstrukcji — oznaczenia

32 m= —#[<Péina~_ﬂ(—l-¥—@)— (cosoc— Sma_)]PH‘

1 . 1—cosa
+ ;—(p [(pcos o+ _’L(_ia/‘_@)_ (sm_a.— . )] D2
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Do obliczen numerycznch szczegélnie wygodne sa zastgpcze parametry obciazenia g i w,
Wéwczas warunki (3.2) przyjmuja postaé

_ o 2u : ) sin &
(3.3) "= Zpuacosw 1M (w+ 2) 27
m= 3<pcosw {(pcos(w+a)+ - |sinfo+ o . sin {w+ 2 sin 7 (-

Roéwnania konstytutywne zapisane ogo]me
n = n(eq, k),
(34) m = m(egy, k)
mozZna wyprowadzié w oparciu o zwiazki fizyczne i warunki réwnowagi sit wewngtrznych
dla poszczegdlnych faz pracy przekroju preta [7].

Podamy teraz podstawowe rownania w zapisic MAIERA i DRUCKERA [10], ktore wy-
korzystamy do zdefiniowania macierzy geometrycznej sztywnosci konstrukcji. Beda to
trzy rodzaje réwnan, mianowicie .
réwnanie nierozdzielno$cl w formie przyrostowej
(3.5) é€ = Bdu,
gdzie € — uogdlnione odksztalcenia, P

u — uogblnione przemieszczenia,

B — macierz zgodnosci,
rownanie réwnowagl otrzymane z (3.5) przy wykorzystaniu zasady prac wirtualnych
(3.6) BT =P '
gdzie @ — uogdlnione sily wewnetrzne,

P — uogélnione obciaZenia, a BT oznacza transponowana macierz B, oraz
réwnanie konstytutywne w postaci przyrostowej
3.7 dc = Cde,
gdzie C = CT oznacza macierz sztywnosci przekrojowych [13].

Przyrosty przemieszczen mozemy zapisaé

duy = gul é 0+%—1;:(5k,
(3.8) . ¢o ;
u
bu = 52 22 e+ ‘Z 8k.

Po obliczeniu odpownedmch pochodnych z (3. l) i wykorzystdnlu 3.5) wyznaczymy ele-
menty macierzy B '

1
By, = o [pacos a+n(1+ pey) (asina+cosa—1)],
1

3p . . : .
B,, = —A;?— [pa®sin o+ (1 + ue,) (sin o — acos a)],
(3.9) ‘ | |
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gdzie oznaczono A, = u[pasina+7n(l+uey) (1 —cosa)],

A, =u [(pacos %+n(l + teg) sin -;]

Mozna nas'tQpnie sprawdzié, Ze elementy transponowanej macierzy BT W réwnaniu
(3.6) odpowiadaja wspélczynnikom przy n i m w odwréconych wzgledem p, i p, warun-
kach réwnowagi (3.2). Dowodzi to poprawnosci usrednienia uogélnionych sit wewnetrz-
nych (2.1).

Przyjmiemy liniowa zaleZno$é¢ 0B i du w postaci
(3.10) 0B"o = Gdu
i przepiszemy réwnanie (3.6) w formie przyrostowej

3.11 BTé6+Gdu = 6P,

gd21e zdefiniowana réwnaniem (3.10) macierz G jest symetryczna macierza geometrycznej
sztywnosci konstrukeji.
W (3.10) éBT zastapimy przez
BT oB”

) SBT = 2 e a0
(3.12) | _ | Den eo+ 7 ok
i podstawimy (3.5) za przyrosty odksztalcefi. Po poréwnaniu wspdlczynnikéw przy du,
po obydwu stronach kazdego z réwnan (3.10), wyznaczymy elementy macierzy G

B,, (aB“ n+ OB m)+B21(_—aB“ n+ OB, m)

o= deo  deo ok ok
o B B )
3.13
(.13) Gy, = By, (fa%:—z—m ?ezz m)+321(%n+. a?]zz m)’

Efektywne okreélenie wartosci wyznacznika G wymaga jeszcze obliczenia odpowiednich
pochodnych z (3.9). '

Warunkiem wystarczajacym statecznej pracy konstrukcji jest dodatnia polokreélonosé
macierzy geometrycznej sztywnosci [10]
(3.14) detG >0

2}
Nieréwnoéé (3.14) nie jest przy tym warunkiem koniecznym i nie pozwala na wyznacze-
nie przedziatu obciazen powodujacych utrate statecznosci. Dlatego (3.14) bedziemy sto-
sowaé jako warunek sprawdzajacy, uZywanc rownolegle innego warunku statecznosci,
ktéry podamy w dalszej CZQScl pracy.
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4. Powierzchnle graniczne w przestrzeni obclazen

Opiszemy teraz rozgraniczenia poszczegdlnych faz pracy konstrukcji. Wyznaczymy
odpowiednie powierzchnie, az do wyczerpania no$nosci preta lub rozpoczgeia procesdw
lokalnie plastycznie biernych wystepujacych po czynnych [7]. W obecncj pracy nie prze-
prowadzimy szczegblowej analizy tych procesow. .

~ Po podstawieniu odpowiednich zwiazkéw konstytutywnych (3.4) do warunkéw réwno-
wagi (3.3) i wyrugowaniu g, otrzymamy réwnanie uwiklane typu

4.1 Fleo, k,w) = 0. °

Przy wyznaczaniu powierzchni granicznych, do réwnania (4.1)' dolaczymy stosowne wa-
runki rozgraniczenia i przyjmiemy chwilowa stalo$¢ parametru

(4.2) w = const.

Z uwagi na symetrie rozwazanego uktadu wzgledem P,, obliczenia prowadzono w prze-
dziale :

. JT JT
4.3 : —-—< w0,
(43) S <ws<s

a wyniki przedstawiono graficznie w gornej polowie plaszczyzny p, —p,.

Omoéwione nastepnie powierzchnie graniczne zachowuja wazno$¢ przy dowolnych
drogach obciaZzenia w "# const, pod warunkiem nie wystapienia proceséw lokalnie pla-
stycznie biemnych. Zatozenie (4.2) spelnia wiec rolg pomocnicza i stanowi niewietkie ogra-
niczenie ogdlnosci badaf. '

Dla poczatkowych powierzchni neutralnych [15] (sprezystych [8]), odpowiednie wa-
runki rozgraniczenia majg postaé

(4.4) s(£1) = ey+hk = +1.

Na rys. 2 przedstawiono poczatkowe powierzchnie neutralne i wplyw parametréw
i, 1 i@ naich ksztalt.'Zwré6émy uwage, Ze powierzchnie neutralne na czgsci odpowia-
dajacej dodatnim wartosciom p, sa zawsze wypukle, natomiast na pozostalej czgsci wklgste.
Jest to zasadnicza réznica w stosunku do klasycznego przypadku zginania z sifa podiuina,
wynikajaca z uwzglednienia wplywu zmian geometrii. '

Dla dostatecznie duzych wartosci u, %, ¢ mozliwa jest utrata statecznodci konstrukcji
w stanie sprezystym. Podamy wzér okreslajacy warto§¢ odpowiedniej sily Eulera p,g.
Mianowicie, z dwéch rozwiazan uktadu réwnan (3.2) i (3.4), przy zalozeniup, = Oia - 0,
wybieramy blizsze zera )

2
wn[Be+n)+VBp+n?—4]

Wyboczenie wystapi w przypadku modelu preta o parametrach spelniajacych nierdwnoéci

_(4'5) PiE= —

' 3 > 2,

pie= —1
1dla takich wartosci u, 7, @ aktualny jest wzér (4.5).
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a) . .
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Rys. 2. Zaleino$¢ ksztaltu poczgtkowych powierzchni neutralnych od parametrow u, 1 i ¢

Dodajmy, ze dla ¢ = 0 (model konstrukcji bez cz¢sci sztywnej) i pominigciu zmiany

dtugosci osi preta, (4.5) przechodzi w znany zwiazek na sile krytyczna Eulera.  Réznica
2 -

wsp6iczynnikéw liczbowych (3 zamiast —7:—) jest wynikiem niestusznosci poczynionych
zalozen dla smuklego preta jednoczeSciowego.

Krzywe rozgraniczenia jednostronnego i dwustronnego uplastycznienia wyznaczymy
z tych samych formalnie warunkéw (4.4). Réznica polega na innej kolejnodei dobierania
znakéw ,,+7 i ,,—”. Dla obciazefi p, > 0 odpowiednia krzywa nie zamyka si¢ (AD),
natomiast dla p 1 < 0 pret utraci statecznoéé (CE) przed osiagnigciem stanu obustronnego
uplastycznienia, rys. 3a.

Krzywe utraty statecznosci okredlimy z warunku

dg
de ©

ktéry jest aktualny jedynie dla obcigzen prostych typu (4.2); obciazenie wyznaczone
z (4.7) przy spetnieniu réwnoséci bedziemy nazywaé no$noécia maksymalna, rys. 3b,

Na noéno$é konstrukeji ma wptyw wiele czynnikéw [14]. Omdwione powyzej zjawiska
sa wynikiem wplywu efektéw geometrycznych. Pierwsze badania statecznoéci przy uwzgled-
nieniu zmian geometrii naleza do R. HiLLA [4] i E. T. ONATA [11, 12].

Nalezy podkreslié umowno$é przyjetej definicji no$noéci, poniewaz w niektérych
przypadkach po ,,przeskoku” mozliwe jest dalsze przenoszenie obcigzenia. Réwniez
lokalne maksimum obcigZenia moze okazaé sig meanahtyczne 1 wowczas warunek typu
(4.7) bedzie niewlasciwy.

@7 >0,

% Mech, Teoret. i Stos. 2/79
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Rys. 3. Rozgraniczenie uplastycznienia jednostronnego od obustronnego i krzywe utraty statgcznosci oraz
zalezno$¢ g(x) przy obcigzeniu prostym

Poczatek procesdw plastycznie
biernych, przy obe. prostych,
dz-fdt =0 (nie badano)

Procesy czynne przy odpo-
wiednich obrigzeniach nie-
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u=0,001 \ [
p=10 \ I I
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-] / I
|

Osiggnigcie dopuszczalnego

e(1)=20

N
?
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|
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preta (elipsa)

Nosnosé maksymalna
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A
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{

Rys. 4. Komplet krzywych granicznych z pelnym opisem

1210)
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Nos$no$¢ rozdzielcza, odpowiadajaca osiagnigciu dopuszczalnego odksztatcenia w skraj-
nych wléknach preta, opiszemy warunkiem

4.8) le(£ D)l = leo k| < es.

Po raz pierwszy takie kryterium no$nosci stosowali J. DArsko i C. T. YANG [2].
Wyczerpanie klasycznej noénoéci (pelne uplastycznienie preta przez rozciaganie) wy-
znaczymy z warunku

4.9 z, = —1.

Procesy lokalnie plastycznie bierne nie pojawiaja sie jezeli wspolrzedna z, bedzie
nierosnaca, a z_ niemalejaca funkcja czasu f. Stosowne warunki zapiszemy

dz,
<
d = 0,
_dz_
dt

a odpowiednie krzywe poczatku tych proceséw bedziemy wyznaczaé ze spelnienia réwnoscei
w drugim z nich. Dodajmy, Ze w klasycznym przypadku zginania z sita podiuzng procesy
lokalnie bierne nie pojawiaja si¢ w calym obszarze obciaZen proporcjonalnie rosnacych
typu (4.2)., .

Komplet oméwionych krzywych granicznych, z pelnym opisem, przedstawiono na
rys. 4, na Ktérym zaznaczono réwniez linie stalych wartosci wspétrzednych uplastycznie-
nia przekroju preta z, = const i z_ = const. Pozwala to na oceng mozliwosci pojawienia
si¢ proces6w plastycznie biernych przy réznych drogach obciaZenia.

Poza granica poczatku proceséw lokalnie biernych, gdzie odpowiednie krzywe opisano
liniami przerywanymi, moga zachodzié procesy czynne pod warunkiem odpowiedniego
sterowania zmianami sit zewnetrznych (obcigZenia nieproste).

Poszczegdlne obszary na rys. 4 opisano znakami, ktére okreélaja ksztalt zmienionych
powierzchni neutralnych. Beda to odpowiednio pigciokaty, czworokaty i tréjkaty krzywo-
liniowe. Tego typu obszary analizowal E. CEGIELSKI [1], przy pominigciu zmian geometrii.
Woéwcezas modyfikowane powierzchnie maja ksztalt tych samych figur, lecz o bokach
prostoliniowych. ' R

Obszar obciazen, ktérym w wyniku modyfikacji odpowiadaja powierzchnie neutralne
nieobejmujace poczatku uktadu p, —p,, réwniez zalezy od udzialu efektéw geometrycz-
nych i moze redukowa¢ si¢ do zera dla dostatecznie duzych wartosci u, 1 i . Przy obcia-
zeniach @ = const nie wystapi degeneracja zmienionych powierzchni neutralnych jaka
stwierdzit J. A. Konig [9] w przypadku geometrycznie liniowym. Modyfikacja taka (do
odcinka linii prostej) moze natomiast mie¢ miejsce dla odpowiednich obciazeri nieprostych.
Szczegblowe badania zmienionych powierzchni neutralnych beda tematem oddzielnej
pracy. ,

Na rys. 5 podano przebieg zmian niektérych parametréw w funkecji kata ugigcia preta.
W pierwszym przypadku wykresy koricza si¢ w miejscu rozpoczecia proceséw lokalnie

. biernych, natomiast w drugim wystapi osiagnigcie no$no$ci maksymalnej. Dalsza czgsé
wykresow, dla proceséw sterowanych krzywizna preta, opisano liniami przerywanymi.

(4.10)
_ 50,

4%
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W przypadku konstrukeji o wigkszej smuktoéci (rys. 6) wplyw geometrycznej nielinio-
wosci jest silniejszy. Wypuklodei i wkigstosci odpowiednich krzywych sa wieksze, a utrata
stateczno$ci wystepuje przy mniejszych obcigzeniach, biorac pod uwage bezwzgledne
wartoéci. Mozna stwierdzi¢ wzrost no$noéci po stronie dodatnich p, i zmniejszenie w za-
kresie obcigzen p, < 0.

Oméwione krzywe graniczne wyznaczano numerycznie. Podobnie sprawdzano waru-
nek statecznosci Maiera i Druckera (3.14), a odpowiednie programy nie posiadaja war-
toéci poznawczych.

ltpz
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Rys. 6. Krzywe graniczne dla modelu preta o duzej smuklodei

5. Wnioski koncowe

Wplyw zmian geometrii zalezy od parametréow konstrukcyjnych i materialowych,
a jego charakter jest stabilizujacy lub destabilizujgcy. Pierwszy wystgpuje przy spelnie-
niu (3.14) i oznacza poprawienie warunkéw pracy konstrukcji. Powoduje wzrost wypuk-
lofci powierzchni granicznych, pojawienie sig procesdw lokanie plastycznie biernych
i zwigkszenie no$noéci. Destabilizujace efekty geometryczne sa przyczyna wystapienia
wklestych powierzchni granicznych, zwiazanej z tym niestateczno$ci (konstrukcyjnej)
1 zmniejszenia no$nosci.

Przytoczone uwagi wskazuja potrzebg prowadzenia dalszych badan, uwzglednienia
wzmochnienia plastycznego, ktére moze zmniejszyé wplyw oslabienia geometrycznego.
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Pegome

MPEJEJBHBIE ITOBEPXHOCTM I MOJEIH VIIPYTO-IUTACTHUECKOIO
CTEPXKHS ITPYI VUTEHKUM U3MEHEHUI FEOMETPUL

Pabora Kdcaercsi BIHAHUA H3MEHEHWi! TEOMETPHH HA Npeaeibubie yoBepxHoctd. [Toxobpan coor-
BETCTBYIOIKH THIT KOHCTPYKUMHU (prc. 1) u onpenesieds OCHOBHBIE CBOMCTBA STOTO BJIMAHMSL.
CraSmms3auuonnble reomeTprueckue sdgderrsl (QpH HCmomMero yenosus Mauepa u Jpyxicepa
(3.14)) BBI3BIBAIOT BHUIYKIIOCTE IPENENEHBIX ITOBEPXHOCTEN, BEICTYIUIEHHE IPOLIECCOB MECTHO ILIACTH-
YECKH NACCHBHBIX IPH MPOCTHIX HArPY3KAX M yBEJMUeHHE HeCyluel CrocoGHOCTH.
JecrabuanaaldoHtbie reomMerpruecke a)heKTh! BLIALIBAIOT MOABJCHHE BOTHYTBIX IPENEIHHBIK
MOBEPXHOCTEH, OTEP YCTOHUMBOCTH KOHCTPYKIMMM M YMEHBLIEHHe HecylleH CcriocOGHOCTH.
CoorBercreyiomue nosepxuocm BBIYMCIIEHE HYMEPHYECKH .

Summary

LIMIT SURFACES FOR A MODEL OF ELASTIC-PLASTIC
BAR WITH GEOMETRY CHANGES TAKEN INTO ACCOUNT

The paper is concerned with the influence of geometric effects on limit surfaces. An appropriate per-
fectly elastic — plastic structural model is chosen for discussion of the problem, and some features of
this influence on the behayiour of the structure are demonstrated.
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Stabilizing geometric effects (with Maier — Drucker’s stability condition satisfied) cause an increase
of the convexity of limit surfaces, locally passive processes occur in the course of simple loadings, an in-
crease of the maximal load carrying capacity is observed.

If destabilizing geometric effects are present, the concave limit surfaces are formed; this, as a rule,
leads to unstable behaviour and decreas of the maximal load carrying capacity of the structure.

INSTYTUT MECHANIKI
I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKA KRAKOWSKA
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