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Streszczenie

W  pracy  podano  metodę   wyznaczania  charakterystyk  probabilistycznych  rozwią zań
równań  ruchu  wahadła  podwójnego  o  zmiennej  długoś ci  poddanego  wymuszeniom  lo-
sowym.  Oparta jest  ona  na  wykorzystaniu  stochastycznego  równania  całkowego  Volterry
II- go  rodzaju,  a  nie  na  wielowymiarowej  impulsowej  funkcji  przejś cia  trudnej  do  wyzna-
czenia w  przypadku  ukł adu  równań  róż niczkowych  o  zmiennych  w  czasie  parametrach.

Wyprowadzono  wzory  na  funkcję   korelacji  oraz  korelacji  wzajemnej  rozwią zań.
Numerycznie  wyznaczono  wariancję   rozwią zań  dla  dwóch  typów  procesów  stochastycz-
nych  bę dą cych  wymuszeniami  ruchu wahadł a.

1.  Wstęp

Równania  ruchu wahadła podwójnego  o zmiennej  długoś ci poddanego  wymuszeniom
losowym  stanowią   ukł ad  dwóch nieliniowych  równań róż niczkowych  o zmiennych w cza-
sie  współ czynnikach. Przy  zał oż eniu mał ych ką tów  wychylenia  wahadła od  pionu moż na
przyją ć,  że  równania  są   liniowe.  Nawet  to  zał oż enie nie  pozwala  w  ogólnym  przypadku
na rozwią zanie rozważ anego  ukł adu równań. D latego też zwraca  się  uwagę  na wyznaczenie
charakterystyk probabilistycznych  rozwią zania przy znanych charakterystykach  wymuszeń.
W  przypadku  ukł adu  równań  liniowych  moż na  stosować  metodę   wielowymiarowej  im-
pulsowej  funkcji  przejś cia  [2—6]  trudnej  jednak  do  wyznaczenia  gdy  współczynniki  są
funkcjami  czasu.

Poszukiwane  charakterystyki  probabilistyczne  moż na  jednak  wyznaczyć  przy  wyko-
rzystaniu  stochastycznych  równań  cał kowych Volterry  II- go rodzaju,  którymi  zajmowano
się   w  [1,  14,  15].  Podstawowe  wyniki  teoretyczne  oraz  aspekty  praktyczne  wyznaczania
charakterystyk  probabilistycznych  przy  badaniu  ukł adów o  zmiennej  inercji  opisanych
równaniem róż niczkowym  n- tego  rzę du  były przedstawione  w  [7—9, 12].

Rozważ any model wahadła o zmiennej dł ugoś ci jest ukł adem dwóch liniowych równań
róż niczkowych o zmiennych w czasie współ czynnikach. Ukł ad ten zostanie sprowadzony do
dwóch równań, z których każ de zawiera  tylko jedną   ze zniiennych. D la tego ukł adu moż na
już  stosować  metodę  wyznaczania  charakterystyk  podaną   w  [7—10].  Za jej  pomocą   zo-
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staną   wyprowadzone  wzory  na  funkcję   korelacji  oraz  korelacji  wzajemnej  rozwią zań,
a na ich podstawie  wyliczona  wariancja  rozwią zań  wg algorytmów  zawartych w [11, 12,16]
dla  dwóch  typów  procesów  stochastycznych  bę dą cych  wymuszeniami.

2.  Równanie ruchu  wahadła podwójnego

Rozważ ać bę dziemy wahadło podwójne przedstawione na rys.  1. gdzie m±, m2 — masy;
I ls  l2 — długość wahadeł; <p,  f  — ką ty  wychyleń  od pionu; Mx(t,  co), M2(t,  w) — wymu-
szenia — procesy stochastyczne.

Do dalszych  rozważ ań założ ono mx,m2,l2  — constans oraz  lx  — lt(t).  Wykorzystując
równania  Lagrange'a  II- go rodzaju  otrzymano  nastę pują cy  ukł ad  równań:

m2[liy- 'l1l2s'm(f—f)+2l1l2<pcos(f—<p)  +  I ll2ycos(f—(p)

+g/2sini/ / | =

y/ / / / / / / / .

M 3(t,<»)

Pr/y  założ eniu niewielkich  wychyleń  wahadeł  od pionu ukł ad  nieliniowy  (1) moż na spro-
wadzić do postaci  liniowej:

lU  (i)h<P+2Ii<P+h<p]   -   M2.

Ukł ad  ten moż na sprowadzić  do równań 4- go rzę du, w których wystę puje  zmienna  95
lub  f.

Wystarczy  pierwsze  z równań  pomnoż yć przez  l2,  a drugie  przez  lx  oraz  odją ć  stronami
wyliczają c  y> za pomocą  <p, ć p,  łp.  Róż niczkując  tak otrzymane y> i podstawiając  do pierwsze-
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go z równań otrzymuje  się  równanie ze zmienną   tp. Aby otrzymać równanie ze  zmienną  yr
trzeba  pierwsze  z równań  ukł adu  (2) pomnoż yć przez  m2l2,  a drugie  przez  (mj +  Wj)^.
Po odję ciu  równań stronami wyliczamy  <p oraz; podstawiamy  do drugiego z nich otrzymując
równanie ze zmienną  y>.

Powyż sze  przekształ cenia  zastosowano  przy  założ eniu, że mL =  m2 = 1  [kg],  lz m

2 -   at  dla  t

M

=  1 [m],g =  9,81 l- j- J,  J ł / l S  O,

2 -   at  dla  ż <

(3)  hit)  =
1  dla  t >  _

a

otrzymując układ równań

/ i?'+ 4/ i>"  + 19,62(1+   / i)^p+39,24/^+192,47229? = - M2 ,

/ # + 2 / V  + 1 9 6 2 ( l + / ) + 3 9 2 4 / + 1 9 2 4 7 2 2 '=   2/ 1M 2+ 4/ "1

3.  Funkcją   korelacji  oraz  korelacji  wzajemnej,  rozwią zań  równań  ruchu  wahadła  podwójnego  o  zmiennej
długoś ci

Równania ukł adu (4) moż na zapisać w ogólnej  postaci:

•   (5)  aA(t)"x'+aa(t)"x  +a2(t)x+a1(t)x+ao(ł )x  -   P(t. co),

gdzie x jest odpowiednio równe <p  lub ip.
Z podstawienia

(6)  aA.(t)"x\ t,co)  =  y(t,oo)

wynika, że

Qfc—1)!  J  (A:— 1)!  aAu)

gdzie  przez x0, ić0, 'x0, 'x0  oznaczono warunki  począ tkowe  dla  (5), a k -   1, 2, 3, 4.
Wykorzystując  zależ noś ci  (6) i  (7) w równaniu  (5) moż na je  zapisać w postaci stochastycz-
nego równania całkowego Volterry  II- go  rodzaju:

t

(8)  y{t, (o) =  hit,co)-  f  Kit, u)yiu,  co)du,
o

gdzie

(9)  hit, co) =  Pit,co)-  Ia3it)x'0  + a2(t)- $0+   x'o- A + atit)-   \xo + xa- t+x'o-   - ^- \ +

L ° 2
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oraz ją dro,

(10)  K{t,  u) =

Jeś li  utworzyć  rezolwentę  R(t,  u) dla  równania  cał kowego  (8) wtedy  moż na je  przepisać
w postaci:

t

(11)  y(t,  co)  ==   h(t,  co)-  J  R(t,  u)h(u,  co)du.
o

Ta postać jest najdogodniejsza  do wyznaczenia  funkcji  korelacji procesuy(t, co). Zachodzi:

(12)  Ky(tuł 2)  =  E{[y(ti,co)~Ey(ti,eo)]-   [y(t2, co)- Ey(t2,co)]}  -   Kh(tit  h)~
h  li  ,  h  tz

-   j'jR(fi,«,Wai  ujdu!-   f  R(t2,u2)Kh(tl,u2)du2+   f  }  Rit^
0 0 . 0 0

gdzie  Kh{Ui,  u2) —  funkcja  korelacji  procesu  h(t,  co).  Wg  (7) dla  k  =  4 jest

. , . ,  ,  ,  .  ..   t*   . . . t 3  r
(1J)  X\ t$  CO)  s s  XQ- \ - XQt- }-XQ  ———r  XQ—~T  Ą -  I

2 o  J 6
0

- du.

Zakładają c,  że  warunki  począ tkowe  są   zdeterminowane,  zachodzi  wg  (9)  równość
, h)  =  KP(tlt  t2).  Ponadto

f,«\  / .  \  r  i  \  C  C '~ ")3  y(u,co)- Ey(u,co)(14)  x(t,  co)- Ex(t, co)  = J  6  •   - ii  ^ = ^  '-

czyli funkcja  korelacji dla ką tów  cp lub ip jest postaci

(15)  K^t^tz)  = Eiixit,,  w) - Ex(tl,co)]- [x(ł2,co)- Ex(t2,co)]  =

3o- uĄ yux)- U4KU2)

[7- 10].
Jeś li  w zwią zkach  (5)—(11) dopisać indeksy  „ 1 " w przypadku  rozważ ania  ich dla  ką ta  cp
i  „2"   w przypadku  f  to  wzór  na  funkcję   korelacji  wzajemnej  rozwią zań  cp  i  ip  przyjmie
postać:

( 1 6)  K^ih,  h)  =  E{[cp(t,, co)- Etp{h,  ca)]-  [tp(t2, co)- Ef(t2,  co)}}  =

0 0
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gdzie

(17)  Kyiy1(tl,t2)*E{[y,(t 1,a>)- Eyi(t1,(»)][y 2(t2,co)~Ey2(t2,a))]}  =
h  h

=  **, *,& , h)-   jRx(tuux)Khihi{ult  t^du, -   J R2{t2, u2)Khil,3{t l,u2)du2  +
o  o

+  J J  Riih,ui)- R2{t2,u2)Khihi(:u1,u2)du2dul

o o

hL(t, co)  i Ri(t, u) są   liczone  dla pierwszego  z równań  ukł adu  (4), a hz(t, w) i R2(t, u)  dla
drugiego.

4. Analiza  numeryczna

Przedstawioną   metodą   obliczono  wariancję   rozwią zań  dla ukł adu równań  (4). Wyko-
rzystano  wzory  (15) (.podstawiając  tt  = t2) i (12) oraz algorytmy  podane w [11,  16].
Funkcję   korelacji  procesu  M2(t,  co)  przyję to  w dwóch  postaciach:

(18).  Kujfu  ti) -   C - e- «*i+ *,

gdzie  C, /S > 0 oraz

(19)  Ą f,(fn  '2) =   - jEA2- cosy(,h- t2).

Wzór  (19) odpowiada  zał oż eniu, że proces  Af2(/ , a>) jest postaci

(20)  M2(t,co)  =  A(co)- cos(yt+X(co)- l2,  •

gdzie  l2  =  1 a A i 2 — nieskorelowane  zmienne  losowe  oraz  funkcja  gę stoś ci

Do dalszych rozważ ań przyję to, że stałe C =  EA2 = 1. Stosując  metody analizy kore-
lacyjnej  [3, 4] otrzymano  dla  procesów  wystę pują cych  po  prawych  stronach  równań
układu  (4) nastę pują ce  postacie funkcji  korelacji:
a) dla przypadku (18)

(21)  Kh(tl,t2)  =  KP(tlt  t2) =  JLjł .fa,  tj) =  4./ ?1( l- 2|Srf) .( l- 2^) .e- «'5+(t ) ,

oraz

(22)  ^t f .^A+i  ł i  f

/ i(?1)/ 1(/ 2)(l- 2/ 5/ !)- 39,24 1̂/ ia1)- 19,62/ 8/ 1(/ 2)(l -

- 39, 24̂

b) dla przypadku (19)

(23)  K^ih,  t2) m  L

6  Mech.  Teoret.  i  Stos. 2/ 79
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oraz

(24) =  2(cosy(/,  - t2)- [y4hi.h

N a  rysunkach  2—5  przedstawiono  wykresy  wariancji  rozwią zań  dla  ukł adu  (4)  gdy
wymuszenie  jest procesem stochastycznym  o funkcji  korelacji  typu  (18)  [13].

8- 10'4

4- 10'*

4

x

>

a - 7 ,5  '

A
Ą l5  \

1

J  f
0,6  1,2  7,8

Rys.  2

Rys.  2  i  3 przedstawiają   wariancję   a$  i  ej  przy  róż nej  szybkoś ci  zmian dł ugoś ci wahadła
(współczynnik  a we wzorze na ^  (t)).

N a  rys.  2 przyję to  a  = 0,75;  1;  1,1;  1,3;  1,5  a na rys.  3 a  =  0,7;  1;  1,5 przy jednoczesnym
założ eniu, że  /9 we wzorze  (18) wynosi  1.

Zaobserwowano,  że  szybszym  zmianom  długoś ci  wahadła  dla  począ tkowych  czasów
odpowiadają   wię ksze  wartoś ci maksimów  wariancji.  Rys.  4 i 5 przedstawiają   wpływ współ-
czynnika wystę pują cego  we wzorze na funkcję   korelacji  (18).

4- ior

2- 10'3

- 1,1

Przyję to  a  =  1 oraz  /S  =  1;  1,5;  2,7.

Wariancja  o^  jest wię ksza,  gdy  współ czynnik  /? jest wię kszy  (rys.  4)  a  dla  crj  jest  na  od-
wrót.  '
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N a rys.  6—9  przedstawiono wykresy wariancji  rozwią zań  dla ukł adu  (4), gdy  wymusze-
nie jest procesem stochastycznym  o funkcji  korelacji  postaci  (19).

110'4  -

W-

2- 10'1

ą

-

-

04- 7,5

0,6 1,2

Rys.  7

1,8

N a rys.  6 i 7 przyję to  a  =  0,7;  1;  1,5  oraz /? =  1. Szybszym zmianom długoś ci wahadła
odpowiadają   wię ksze  wartoś ci  maksimów  wariancji.  Na  rys.  8  i  9 przyję to  y  =  1;  1,5;
2,7  (na rys. 8 dodatkowo y  =  2) oraz a  — 1.

12- 10''

&- 1CT- 2- 70"'

0,5  7,2  7,8

R ys.  8

0,6  7,2  1,8

Rys.  9

Wię kszym  wartoś ciom  /9 odpowiadają   wię ksze  wartoś ci  wariancji  dla  ką ta  <p  (rys.  8)
a  dla  ką ta  y  dla począ tkowych  czasów  jest  na odwrót  (rys.  9) a powyż ej  pewnej  wartoś ci
t  tak  samo jak  w przypadku  ką ta  <p.

S.  Wnioski  koń cowe

Proponowana  metoda  wyznaczania  charakterystyk  probabilistycznych  rozwią zań
wahadła  podwójnego  o  zmiennej  dł ugoś ci  poddanego  wymuszeniom  losowym  może  być
stosowana  ł ą cznie  z  algorytmami  do  badania  stochastycznych  ukł adów  dynamicznych
o n stopniach swobody  i  o zmiennej  inercji.
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Założ enie,, że  warunki  począ tkowe  są   zdeterminowane  nie  jest  konieczne,  jednak  po-

stacie  funkcji  korelacji  i  korelacji  wzajemnej  rozwią zań  bę dą   w  tym  przypadku  znacznie

bardziej skomplikowane. Moż na  także wyprowadzić w podobny sposób jak  to przedstawio-

no  w  pracy wzory  na  funkcje  momentów  centralnych  wyż szych  rzę dów.
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B  pa6oTe  flan  MeTo«  onpeflejieHKH  npoSaGrtjniCTimeciorc  xapaKTeptfcrUK  pemeHHft  ypaBHeHtfii  RBU-
Hceń tfn  flBotaoro  ina«THHKa c nepeiweHHofi  wirtHofi  noflBep>KeHHoro  cjryiaftHbiM   BŁiHy>KfleHJteM.  MeT0«
ocHoBan  Ha HcnoJr&3OBaHtfH  croxacMMecKoro  mrrerpajiBHoro  ypaBHetaiH  BojibTeppbi  BToporo po^a,
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He  Ha  MHoroMepHoń  tfwryjrbcHOH  cbyHKijHH  nepexo# a,  TpyflHOH  flo  onpenejieHHH   JSJIH cjryMan  cMcreMbi

a4)(l)epeHUHajiŁHbix  ypaBHeHirii  o  nepeMeimbix  co  BpeiweneM   napameTpax.

HaxoflHTCH  djopmyjiw  flnn  KopejianjiH  tf  B3aMMHoił   Kopejiautfrt  pemeHHii.  lIacjieHHO

peiueHMH  fljifi   flsyx  TH H OB  eroxaenraecKJix  nponeccoB,  KOTopwe

S u m m a ry

ON  DETERMINATION OF  PROBABILISTIC  CHARACTERISTICS OF SOLUTIONS
OF  DOUBLE PENDULUM  WITH VARYIN G  LENGTH SUBJECT TO RANDOM  FORCING

A  method for  determining the probabilistic  characteristics  of  solutions  of  the double pendulum with
varying  length subject  to random forcing  is given.  The method is based  on the stochastic integral  Volterra
equation of  the second kind and not, as usually,  on the multidimensional impulse transition function which
is difficult  to determine in  the case  of  the system  of  differential  equations parameters of which change in
time.

Formulae for  the correlation function as well as the autocorrelation function of the solutions are given.
The variance  of  the  solutions  for  two  types  of  the stochastic  processes  forcing  the pendulum motion is
calculated  numerically.

INSTYTUT  MECHAN IK I   TEORETYC Z N EJ
POLITECHNIKA  Ś LĄ SKA
I  INSTYTUT MATEMATYK I
UNIWERSYTET  Ś LĄ SKI

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 15  maja  1978 r.


