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Streszczente

W pracy podano metode wyznaczania charakterystyk probabilistycznych rozwiazan
réwnan ruchu wahadia podwdjnego o zmiennej dlugoéci poddanego wymuszeniom lo-
sowym. Oparta jest ona na wykorzystaniu stochastycznego réwnania catkowego Volterry
IT-go rodzaju, a nie na wielowymiarowej impulsowej funkcji przejscia trudnej do wyzna-
czenia w przypadku ukladu réwnan rézniczkowych o zmiennych w czasie parametrach.

Wyprowadzono wzory na funkcje korelacji oraz korelacji wzajemne] rozwiazan.
Numerycznie wyznaczono wariancj¢ rozwigzan dla dwéch typdw proceséw stochastycz-
nych bedacych wymuszeniami ruchu wahadla.

1. Wstep

Roéwnania ruchu wahadta podwdjnego o zmiennej dlugosci poddanego wymuszeniom
Jlosowym stanowia ukiad dwoch nieliniowych réwnan rézniczkowych o zmiennych w cza-
sie wspélczynnikach. Przy zatozeniu malych katéw wychylenia wahadfa od pioriu mozna
przyjaé, ze rownania sa liniowe. Nawet to zaloZenie nie pozwala w ogblnym przypadku
na rozwigzanie rozwazanego ukladu réwnan. Dlatego teZz zwraca si¢ uwage na wyznaczenie
charakterystyk probabilistycznych rozwiazania przy znanych charakterystykach wymuszen. ’
W przypadku uktadu réwnan liniowych mozna stosowaé metode wielowymiarowej im-
pulsowej funkcji przejécia [2—6] trudnej jednak do wyznaczenia gdy wspé{czynniki’ sa
funkcjami czasu.

Poszukiwane charakterystyki probabilistyczne mozna jednak wyznaczyé przy wyko-
rzystaniu stochastycznych réwnan catkowych Volterry I1-go rodzaju, ktérymi zajmowano
si¢ w [1, 14, 15]. Podstawowe wyniki teoretyczne oraz aspekty praktyczne wyznaczania
charakterystyk probabilistycznych przy badaniu ukladéw o zmiennej inercji opisanych
réwnaniem rézniczkowym n-tego rzedu byly przedstawione w [7—9, 12}

Rozwazany model wahadla o zmiennej dtugosei jest uktadem dwéch liniowych réwnan
‘ rézniczkowych o zmiennych w czasie wspétezynnikach. Uktad ten zostanie sprowadzony do
dwéch réwnan, z ktérych kazde zawiera tylko jedna ze zrrilennych Dla tego ukladu mozna
juz stosowaé metode wyznaczania charakterystyk podana w [7—10]. Za jej pomoca zo-
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stana wyprowadzone wzory na funkcje korelacji oraz korelacji wzajemne;j rozwiqzzm
a na ich podstawie wyliczona wariancja rozwigzan wg algorytmow zawartych w [11 12, 16]
dla dwdch typow proceséw stochastycznych bedacych wymuszeniami.

2. Réwnanie ruchu wahadla podwdjnego

Rozwazaé bgdziemy wahadlo podwéjne przedstawione na rys. 1. gdzie m, , m; — masy;
1, I, — dtugosé wahadel; ¢, v — katy wychylen od pionu; M, (1, w), M,(1, w)_ wymu-
szenia — procesy stochastyczne.

Do dalszych rozwazan zalozono m,, m,, l, — constans oraz I, = I,(¢). Wykorzystujac
réwnania Lagrange’a [I-go rodzaju otrzymano nastgpujacy ukiad réwnan:

mjlfii7+2m11J L p+ma e+ 21, 1,(p+1 Lipcos(p— @) —1I I p2sin(p— )]+
+(my+my)glising = M, (1, ),

my (13— lllzsm(w (p)+21112<pcos(1,v @)+ Lpcos(p—)+1, L psin(y—p) +
+glysiny] = M, (1, w).

1

Rys. 1

Przy zalozeniu niewielkich wychyled wahadel od pionu ukiad nieliniowy (1) mozna spro-
wadzi¢ do postaci liniowej: .

Ifm, +my) 1 p+2(m, +m2)i1 P+ (my+m)gp+my Lyl = My,

my L [Li+ (-1 p+15+20¢+1p) = M,.

Uktad ten mozna sprowadzi¢ do réwnan 4-go rzedu, w ktdrych wystepuje zmienna ¢
Iub 9.
Wystarczy pierwsze z réwnan pomnozy¢ przez /,, a drugie przez /, oraz odjqc stronami
wyliczajac y za pomoca g, ¢, p. Rézniczkujac tak otrzymane v i podstawiajac do pierwsze-

@
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go z réwnan otrzymuje si¢ réwnanie ze zmienng ¢. Aby otrzyma¢ réwnanie ze zmienng ¢ '
trzeba pierwsze z réwnan uktadu (2) pomnozyé¢ przez m,/,, a drugie przez (m, +my)l,.
Po odjeciu réwnai stronami wyliczamy ¢ oraz podstawiamy do drugiego z nich otrzymujac
réwnanie ze zmienng .

Powyzsze przeksztalcenia zastosowano przy zaloZeniu, ze m, = m, = 1 [kg], [, =

=1 [m]: g = 9,81 [?rnz—]’ ‘MJ. = 0:

3) " L) = fm]

1
o«
1
o

otrzymujac ukiad réwnan
19 + 4l E +19,62(1+1)5+ 39,241, o+ 1924722 = ~ M,
L3 + 2005 + 19,620+ 1)+ 39,2403+ 192,47229 = 21, M, +4F, M, +19,62M,.

3. Funkcja korelacji oraz korelacjl wzajemnej, rozwigzan réwnan ruchu wahadla podwéjnego o zmiennej
dlugoscl
Roéwnania ukladu (4) mozna zapisaé w ogdlnej postaci:
(5 a ()X +a3(1)X + ax ()% +a, ()X +a, () x = P(t. w),

gdzie x jest odpowiednio réwne ¢ lub .
Z podstawienia

(6) o a, ()% (¢, ) £ y(t, )
wynika, ze
H
’ B k-1 (U=t yu,w)
4—Kky _ (A=K _ (4—k+D) 4_ RV - . ’
ORES x4 x§ I— ... —Xo =11 (.)f(k—-l)! N0 du,

gdzie przez Xo, Xo, Xo, Xo 0znaczono warunki poézatkowe dla(®,ak=1,2,34.
Wykorzystujac zaleznosci (6) i (7) w réwnaniu (5) mozna je zapisa¢ w postaci stochastycz-
nego roéwnania catkowego Volterry II-go rodzaju:

®) y(t, 0) = h(t,w)— [ K(t, i) p(u, w)du,
0
gdzie

© k(o) £ Pt w)— {as(t)'aé;+az_(t)- [Xo+ Xo-t]+ay(t)- [:'co+3&o-t+ Xor %]+

. N SN
+ao(t) * [xo+x0-t+x07+ xO'—6— }
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oraz jadro,

(1) K(t,u) = [as'(t)+a2(t)-(t—u)+a1(t)- (t_?_")z +do(t)- u)3]'. i

as(u)

Je$li utworzyé rezolwente R(?, u) dla réwnania catkowego (8) wtedy mozna je przepisaé
w postaci:

(1) ' y(t, w) = h(t, w)— f R(t, w)h(u, w)du.
0

Ta postaé jest najdogodniejsza do wyznaczenia funkcji korelacji procesu y(¢, w). Zachodzi:

(12) K (tl’tz) g E{[y(tlaw)_Ey(tl’ 60)]' [y(t2: w)'—Ey(tZa C()) } = Kll(tI’ t2)_

ty £

- fR(tl, ul)Kh(t27 ul)dul f—R(tZ) uZ)Kh(th Uz)du2+ ffR(tl’ ul)R(tZs uz)

K,,(u1 > Uy)duyduy
gdzie K,(u,, u;) — funkcja korelacji procesu A(t, w). Wg (7) dla k = 4 jest

y(u, )
a,(u) du.

{— 3
(13) Xy ) = xo-+ Kol +¥o-mm 5 +x0 : f( )

Zakladajac, Ze warunki poczatkowe sa zdeterminowane, zachodzl wg (9) rowuosé
Kh(tla t2) = KP(tl, 2) Ponadto

(14) x(t, w)— Ex(t, w) = f (’—61!)3._ y(u,w)d—(gy(u,w) .
0 4

czyli funkcja korelacji dla katéw @ lub  jest postaci

15)  Ka(tir 1) & E{[x(t, @)~ Ex(ty, )] 01~ Bx(ty, )] =

(tl —uy)®- (t—up)’
= d d .
bf b 360 ay(uy) - da(u,) Ky(uy, uz) duz du,

[7—10].
Jesli w zwigzkach (5)—(11) dopisaé indeksy ,,1”” w przypadku rozwazania ich dla kata ¢

i,2” w przypadku y to wzor na funijQ korelacji wzajemnej rozwiazaf ¢ i y przyjmie
postaé:

(16) Kqup(tl » 12) = E{[‘P(’l , w)—Ep(t,, w)I [w(t;, w)— Ewp(t,, w)]} =

1 Iy ’ ’
t—u)? (o —us)?
=ff (1 u1) (2 uz) Kylyz(ulauz)duzdul’
0 0 .

3613 (u)
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gdzie
(17) K)’l)’z(tl 3 tz) g E{Lyl(tl 3 w)_Eyl(tl ’ CU)] [y2(t2> w)“EJ’2(f2, (D)]} =

2

1
= Ky, n,(t1, t2)— le(fu uy) Ky (5 t2)duy — fRz(tz, U2) Ky 1, (815 t2) dutp +
0 0 .

Iz

+ fle(tl’ ul) Ry(t2, Uz)Khlh,(”n 1) du, du,
00 ‘

hy(t, w) 1 R(t,u) sa liczone dla pierwszego z réwnat ukiadu (4), a A,(t, w) i R,(2, u) dla
drugiego.

4. Analiza numeryczna

Przedstawiong metoda obliczono wariancje rozwigzai dla ukladu réwnan (4). Wyko-
rzystano wzory (15) (podstawiajgc f, = t,) i (12) oraz algorytmy podane w [11, 16].
Funkcie korelacji procesu M, (2, w) przyjeto w dwodch postaciach:

(18) Ky, (11, 13) = C-e—Bui+1d),
gdzie C, § > 0 oraz

1
(19) KMz(tli tz) = ?EAZ'COS’)/(tl —_ tz).

Wz6r (19) odpowiada zatoZeniu, Ze proces M,(t, w) jest postaci
(20) My(t, @) = A(@)- cos(yt+ Mw)-1y,

gdzie I, = 1 a A i 2 — nieskorelowane zmienne losowe oraz funkcja gestosci

Jalx) = 2% [H(x) —H(x— 2n)].

Do dalszych rozwazan przyjeto, Ze state C = EA? = 1. Stosujac metody analizy kore-
lacyjnej [3, 4] otrzymano dla proceséw wystgpujacych po prawych stronach réwnan
ukfadu (4) nastgpujace postacie funkceji korelacji: .

a) dla przypadku (18)

Q1) - Ki(ty, 1) = Kp(ty, 1) = K_ji,(t,, 1) = 4 P(1=2B13)- (1 =2B13)-e~ACT+D),
oraz ‘
(22) Kot bty +ai b, 410,620, (21, 12) = 4.e-Bui+1). {4/921101)1102)(1—2&%)(1“2&%)‘1‘
+ 16821, 1,1(1) 1, (12) + 96,2361 + 8821, 1, (1)) [, (12) (1 —2Bt3) — 19,6281, (1)
C(L=2BtD) + 8821, 1, (1) 1,(1,) (1 —2B12) — 39,2481, 1, (1,) — 19,6281, (2,) (1 —2p13)—
—39,2481,1,(1)}.
b) dla przypadku (19)

' 1
(23) K i, (21, 15) = ‘2‘74(305701 —12),

6 Mech. Teoret. i Stos. 2/79
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oréz
4 Kyl giyrainere,62m, (T 1) = 2{cosy(t1 —13)- [y411(tl)ll(t2)+y2(4il(tl)il (t2)—
— 9,811, (1)) + [1(£2))) +384,9444] + 2y siny (1, — 1) - [y L (1) (1) = 1, (1) (1)
+9,81(i1(t2)—i,(t1))]}

Na rysunkach 2—S5 przedstawiono wykresy wariancji rozwigzan dla ukladu (4) gdy
wymuszenie jest procesem stochastycznym o funkeji korelacji typu (18) [13].

[ra?18 o [re? o2
8107~ 107
40 - #1072

Rys. 2

Rys. 2 i 3 przedstawiaja wariancje o2 i o} przy réinej szybkosdei zmian dhugosci wahadia
(wspSiczynnik « we wzorze na I,(1)).

Na rys. 2 przyjeto « = 0,75; 1; 1,1; 1,3; 1,5anarys. 3 a = 0,7; 1; 1,5 przy jednoczesnym
zalozZeniu, ze § we wzorze (18) wynosi 1.

" Zaobserwowano, Ze szybszym zmianom dtugosci wahadla dla poczatkowych czasow
odpowiadajg wigksze wartodci maksiméw wariancji. Rys. 41 5 przedstawiaja wplyw wspot-
czynnika wystepujacego we wzorze na funkcje korelacji (18).

[ra?)A o [ra?ld o
107 8107~
21071 2107
0,6 1,2 1,8 51
Rys, 4 ' Rys. §

Przyjeto a« = 1 oraz 8 = 1;1,5; 2,7.

Wariancja o} jest wigksza, gdy wspbiczynnik § jest wigkszy (rys. 4) a dla o} jest na od-
wrot.
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Na rys. 6—9 przedstawiono wykresy wariancji rozwiazan dla uktadu (4), gdy wymusze-
nie jest procesem stochastycznym o funkcji korelacji postaci (19).

2 d*14 02
[I‘dz] 9 [" ] [
31074
2.1074}- 2107
1107 #1077~
06 12 - 18 [s]
Rys. 6 Rys. 7

Na rys. 617 przyjeto o = 0,7; 1; 1,5 oraz § = 1. Szybszym zmianom diugoéci wahadia
odpowiadaja wigksze wartosci maksimow wariancji. Na rys. 8 1 9 przyjeto y = 1; 1,5;
2,7 (na rys. 8 dodatkowo y = 2)oraz o = 1.

[rdf_]J o2 [rdﬂfoj

12:10

. 147731 Xhy ™

810° 21907 =27
/ 15

4107 1107~ 1

] ] L | ! !
0,6 12 18 [s] 06 1,2 18 [s]
Rys. 8 Rys. 9

Wigkszym wartosciom f odpowiadaja wigksze wartosci wariancji dla kata ¢ (rys. 8)
a dla kata v dla poczatkowych czaséw jest na odwrdt (rys. 9) a powyzej pewnej wartosci
t tak samo jak w przypadku kata ¢.

5. Whioski koncowe

Proponowana metoda wyznaczania charakterystyk probabilistycznych rozwiazan
wahadla podwdjnego o zmiennej dtugosci poddanego wymuszeniom losowym moze byé
stosowana acznie z algorytmami do badania stochastycznych ukladéw dynamicznych
0 n stopniach swobody i o zmiennej inercji.

6*
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Zalozenie, ze warunki poczatkowe sa zdeterminowane nie jest konieczne, jednak po-

stacie funkcji korelacji i korelacji wzajemnej rozwiazan beda w tym przypadku znacznie
bardziej skomplikowane. MoZna takZe wyprowadzi¢ w podobny sposéb jak to przedstawio-
no w pracy wzory na funkcje momentéw centralnych wyzszych rzedow.

N =

10.
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13.

14.

15.

16.
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Peswme

OB OIPENENEHMM IMPOBABMIIIMCTUUYECKHUX XAPAKTEPHCTHK
PEHNIEHMI OBOMHOI'O MASTHUKA C ITEPEMEHHOHN INIMHOM
TIOIBEPXKEHHOI'O CNIYUAWHLIM BBIHYXXIEHUSIM

B pabore nau meron onpenenesuss mpoGabHIHCTHUECKHX XAPAKTEPHCTHIK pelIeHuil YpaBHe Uit JBU-

H(EHHKST [BOHHOTO MRsTHIKA C NEPEMeRHOH [UIMHOM TOABEPKEHHOTO CAYYARHLIM BLIHY)K/ISHHAM. MeTox
OCHOB2H H2a HCIIONE30BAHWH CTOXACTUUECKOTO HHTErPajbHOr0 YpaBHEHMs Bojbreppbl BTOPOTO DO,
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2 He HA MHOTOMEDHON MMIYIbCHOH (DYHKIHM ITepeXxona, TPYTHOH 0 ONPEAEHeHUsT MIA CIOyYas CHCTEMbBI
middepeHINANbEBIX YPABHEHMA O IEPEMEHHBIX CO BPEMEHEM NApameTpax.

Haxomarcess GopmMynbr Ui KOpeNaHy M B3aMMHON Kopenaumyt pellexuit. Ypcnenno ompemeneHa
BapHaHUMsl Pellertil A ABYX THUIOB CTOXACTHWECKHX IPOLIECCOB, KOTOPbIC BLIHYMKIAIOT [BHIKEHHE
MAATHHKA.

Summary

ON DETERMINATION OF PROBABILISTIC CHARACTERISTICS OF SOLUTIONS
OF DOUBLE PENDULUM WITH VARYING LENGTH SUBIJECT TO RANDOM FORCING

A method for determining the probabilistic characteristics of solutions of the double pendulum with
varying length subject to random forcing is given. The method is based on the stochastic integral Volterra
equation of the second kind and not, as usually, on the multidimensional impulse transition function which
is difficult to determine in the case of the system of differential equations parameters of which change in
time.

Formulae for the correlation function as well as the autocorrelation function of the solutions are given.
The variance of the solutions for two types of the stochastic processes forcing the pendulum motion is
calculated numerically.
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