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1. Wstep

Praca niniejsza stanowi uogdinienie prac [I, 10, 11, 12, 13] i dotyczy rozwiazywania
metoda iteracyjng dowolnych ciat odksztatcalnych w zakresie liniowo sprezystym. Mozna
rowniez korzystaé z niej przy rozwiazywaniu réwnan z operatorami liniowymi.

Przedstawiana metoda ma wiele cech wspélnych z metoda perturbacji [2, 8] i jest
w pewnym sensie jej uogblnieniem. W metodzie perturbacji [8] wprowadza si¢ do réwnania
parametr perturbacyjny e przyjmujacy wartosci z przedziatu [0, 1]. Réwnanie operatorowe

(1.n UZ =g

przyjmuje wowczas postaé réwnania zastepczego

(1.2) Uz, =g,

a dla szczegdlnych wartosci ¢, np. ¢ = 0, otrzymujemy rownanie
(1.3) UZ =g,

ktére rozwiazuje sig proSciej, lub ktérego rozwiazanie jest znane.

Rozwijajac rozwiazanie Z, réwnania (1.2) w szereg zbiezny wzgledem poteg ¢, otrzymuje
si¢ ciag réwnan, z ktérych przy szczegdlnej wartoscl & np. & = 0, wyznacza si¢ kolejne
przyblizenia, a rozwigzaniem réwnania (1.2) jest wspomniany szereg dla ¢ = 1.

FUNG w pracy [2] przedstawia dla szczegdlnego przypadku zagadnienia teorii spre-
zystoSci metodg zaburzen przez zmiane wspélczynnika Poissona » (metoda pomyshu
WESTERGAARDA), Mozna zauwaZyé, ze wprowadzenie parametru perturbacyjnego & jako
mnoznika » zmienia warto§¢ », a tym samym zmienia operator réwnania Naviera. WESTER-
GAARD nie wprowadza w sposéb jawny wspolczynnika &, dobiera jednak taka szczegélng
warto§¢ v = m, aby rozwigzanie réwnania Naviera bylo prostsze lub znane.

W metodzie iteracji, proponowanej w niniejszej pracy, réwniez nie operuje si¢ w sposéb
jawny parametrami zaburzajacymi stan dany, lecz przyjmuje sie operator zastgpczy prostszy
(lub cialo zastepcze prostsze), zblizony swa postacia do danego, taki jednak, aby otrzymy-
wany szereg byl zbiezny. Za pomoca przyjetego operatora zastgpczego, stacjonarnego
dla procesu iteracyjnego, rozwiazuje sie ciag zagadniefl prostszych, z ktorych tworzy si¢
szereg nieskoficzony, zbiezny do rozwigzania danego.

Jedng z zalet proponowanej metody jest mozliwo$¢ przeprowadzenia oceny bledow,
jakie si¢ popetnia przy rozwigzywaniu zagadniefl teorii sprezystoéci, w przypadku ideali-
zacji ciata odksztalcalnego, gdy np. cialo niejednorodne zastgpujemy w obliczeniach
cialem jednorodnym, lub anizotropowe — cialem izotropowym, itp. -
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Ocena bledow jest tu prostsza niz np. w metodzie elementéw skoficzonych, za pomoca
ktore) oszacowanie wplywu cech sprezystosci ciala na wyniki obliczen jest mozliwe wylacznie
przez poréwnanie rozwigzan.

W opracowaniu skorzystano z zapisu operatorowego, 0znaczajac operatory wyrdznio-
nym drukiem np. i, i opierajac si¢ na stwierdzeniu, Ze «dzialaniom na operatorach w C"
odpowiadajq analogiczne dzialania na odpowiadajqcych im macierzach wedlug regul algebry
liniowej» [5). ) .

Uzywaé bedziemy prostokatnego kartezjanskiego ukladu wspétrzgdnych odniesienia;
w ukfadzie takim znika réznica migdzy kontrawariantnodcig i kowariantnoscia, w zwiazku
z czym prowadzenie przeksztalcen za pomoca rachunku tensorowego sprowadziloby sie
wylacznie do notacji tensorowej, operujacej wskaznikami, ktére tu zajmowalyby miejsce
innym wskaznikom, niezbgdnym z fizycznego punktu widzenia. W tym przypadku wygod-
niejsza bedzie notacja operatorowa i macierzowa. Skitadowe standw naprezenia i odksztat-
cenia traktowaé bedziemy jako skladowe wektordw.

2. Sformulowanie problemu

Dane jest dowolne cialo V stale odksztalcalne i sprezyste, anizotropowe lub niejedno-
rodne (rys. 1) z dowolnymi warunkami brzegowymi (trzecie podstawowe zagadnienie
brzegowe), w ktérym na powierzchni 4, dane sa obciaZenia p, a na powierzchni A, —
przemieszczenia f [6].

X3 X3

/ : )
Xy Xy

Rys. 1. Cialo dane V (uklad dany U) * Rys. 2. Cialo zastepcze V

Rozwiazanie tego zagadnienia mozna przeprowadzié za pomoca pewnego zastep -
czego ciata spregzystego v, przystajacego geometrycznie do ciata V, o iden-
tycznych jak w ciele V powierzchniach 4, i 4, ograniczajacych cialo (rys. 2). Zakladamy,
ze jest mozliwe rozwiazanie ciala zastgpczego. Bedzie to wiee z zasady cialo o prostszych
cechach fizycznych np. izotropowe i jednorodne,

Punktem wyjécia jest réwnowaznoéé obu ciat pod wzgledem pél przemieszezef, przy
wynikajqcych stad réznych polach sil. Mozna wigc stwierdzié, ze sily masowe M (znane)

* Symbole podkre§lone wezykami na rysunkach odpowiadaja symbolom pogrubionym w tekscie.
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obciazajace cialo V nie sg réwne sitom masowym M+ Z (nieznanym), obcigzajgcym ciato
zastepeze I}, oraz odpowiednio obcigzenia p (znane) na powierzchni 4, ciata V nie s3 réwne
obcigzeniom p+y (nieznanym) na powierzchni A, ciata V. Przemieszczenia f na A, nato-
miast sa sobie réwne w obu ciatach ¥ i ¥, co wynika z zalozonej réwnosci pol przemiesz-
czen.

Gdyby znane byly sity masowe Z i sity powierzchniowe Y, to przy zalozonej mozliwosci
rozwiazania ciata V mozna by obllczyc przemieszczenia U, ktére z kolei przy zaloZonej
réwnosci pdl przemieszezen ciat V' i 1% bytyby podstawa do okreslenia sit weantrznych
w ciele V. Problemem podstawowym jest tu wiec (pomijajac rozwiazanie ciata V) okre$lenie
niewiadomych sit Z i y.

Mozna zauwazy¢ analogi¢ do metody sit dla uktadéw pretowych lub dla ciat z niejedno-
rodnymi warunkami brzegowymi, w ktdrej przyjmuje si¢ uklad zastgpczy z niewiadomymi
sitami (tu odpowiednio V, M+Z, p+Yy), a nastepnie z warunkéw nierozdzielnosci (tu
U = U) okreéla sig réwnania algebraiczne lub catkowe z niewiadomymi sitami.

Réwnowazno$¢ obu uktadéw przedstawionych na rys. 11 2 pod wzgledem pél prze-
mieszczen mozna udowodnié, rozpatrujac zadanie odwrotne do sformufowanego i opierajac
sie na twierdzeniu Kirchoffa o jednoznaczno$ci rozwigzan zagadnien teorii sprezystoéci
dla ciala liniowo spre¢zystego z dodatnio okre§lona funkcja energii odksztatcenia.

Zalézmy, e znane sa sily masowe M+Z i p+y w ciele V; korzystajac np. z relacji
(2.2) obliczyé mozemy U, a nastgpnie na podstawie (2.1) okreslamy wektor U, ktdry jest
podstawa do jednoznacznego (uwagi koncowe pracy) okreélenia wektora odksztaicen e.

Wektor odksztalcenn € wyznacza jednoznacznie naprezenia ¢ w ciele V' (2.6), a te z kolei
okre$laja jednoznacznie sity masowe M | sity powierzchniowe p. Zadanie postawione jest
wiec réownieZ jednoznacznie okre§lone, a tym samym istnieje realna mozliwo$é¢ doboru sit
Z i y takich, by uklady, dany i zastepczy, byly sobie réwnowazne.

Wektor przemieszczen U w ciele ¥ mozna przedstawi¢ za pomoca tensora przemiesz-
czeniowego Greena U ciala V, w postaci rownan catkowych, w ktérych niewiadomymi
funkcjami sg sktadowe wektorow Ziy. )

Korzystajgc z zatozonej rownosci

2.1 U="0,

otrzymujemy :

2.2) U=U= [Uzav+ [Vydd— [Ptaa+ [UMav+ [Updd,
14 A A 14 A

gdzie A oznacza tensor przemieszczeniowy Greena ciala V, SB macierz oddziatywan dla
ciala V na powierzchni 4, przy obciquniu w punkcie ¥ sila masowa d(x—E), Z wektor
‘nieznanych sit masowych w ciele ¥, y wektor nieznanych sit pow1erzchmowych na po-
wierzchni A, w ciele V

Zauwazmy, ze sily masowe i powierzchniowe w cialach V i ¥ mozna przedstawié
nastepujaco:
M = — D IFWTU, M+Z = — WO FW'U.
p=HDIJWU, p+y = HOIIWU,
gdzie MW oznacza operator rézniczkowy réwnan réwnowagi, " transpdnowany operator
rézniczkowy réwnan réwnowagi, © macierz cech sprezystosci ciala ¥V, D macierz cech

(2.3)
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sprezystoéel ciata zastgpczego V, $ macierz kosinuséw kierunkowych normalnej do po-

wierzchni 4, ciata ¥V lub V.

A zatem
olox, 0 0 9/ox, 0  9/0x;5]
W = 0 0/ox, O 0/ox; 0/oxs O |,
0 0 d/ox; 0  9/dx, 0/0ox, ]
SWU=¢, 3IWU =é,
[ cos oy 0 0 cosu; O cosdas]
H = 0 cosa, O cosa; cosay O |,
| 0 0 cosa; O cosx, coso, |
| &1 | | 011 |
€22 0‘22 —1 0 0
€33 0‘33 ) = 0 l
€= lenl 7o ST 1y
Z1
&23 023 0 2‘1‘_
| €34 | | 031 |
Otrzymujemy stad po przeksztatceniach
(2.4) Z=—WO ' -DHIWTU, y=HO ' -D HIWTU.

Podstawiajac (2.4) do (2.2) otrzymamy réwniez

@5 U=~ [UWD'-DHIJWUar+ [UHD D HIFW U4+
14 A

- fq’sfdA+ fiIMdV+ fl'rpdA.

Otrzymahsmy ukiad réwnan ca}kowych z niewiadomymi sk}adowyml wektora przemiesz-
czefi U. Po obliczeniu wektora U obliczymy z (2.3) obcigZenia ciata V. Spetnione jest (2.1).
Sily wewnetrzne i odksztalcenia ciala V' obliczymy w zwykly sposéb wedtug wzoréow
(2.6) e =3WU, o=Dle.

Rozwigzanie ukladu réwnani catkowych (2.5) jest problemem ziozonym o duZym
stopniu trudnosci. Sprébujemy go rozwiaza¢, omijajac réwnania catkowe w postaci (2.5),
a korzystajac z proponowanej metody iteracji.

3. Matematyczne sformulowanie metody iteracji”

Réwnania operatorowe, przedstawione w postaci
3.1) z=Uz+g
dobrze nadaja sie do iteracyjnego rozwigzywania i sa szeroko omdwione np. w pracach
[4,7,8,9].

Stabo opracowane sa metody iteracyjne réwnan operatorowych w postaci

(3.2) Uz =g
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i nie w kazdym przypadku mozna je sprowadzi¢ do postaci (3.1), [4]. Proponowana metoda
iteracji nadaje si¢ zaréwno dla réwnan typu (3.1), jak i (3.2), bez koniecznosci sprowadzania
réwnan do postaci (3.1).

Niech dane bgdzie réwnanie operatorowe (3.2) z okre$lonymi warunkami granicznymi,
gdzie U jest operatorem liniowym, g — danym elementem przestrzeni wektorowej. Pod
pojeciem operacji rozumie¢ tu bedziemy operacje, ktéra funkcji z przyporzadkowuje
funkcje Uz, przy czym moze to by¢ operacja rézniczkowania, catkowania, przeksztalcenia
za pomoca macierzy, badz tez operacja zwiazana z jakgkolwiek metoda rozwiazywania
ciala odksztalcalnego, lub innego dowolnego obiekiu.

Zalézmy, ze przedstawienie rozwiazania réwnania (3.2) w postaci zamknigtej jest
trudne lub niemozliwe i przyjmijmy, Ze istnieje taki operator zastgpczy 1:[, za pomocg
ktérego réwnanie o postaci d

(3.3) Wi =g
jest rozwigzywalne, czyli
(3.4) ‘ z=1"1g.

Jezeli operator U jest «zblizony» do operatora U, wéwczas rozwigzanie (3.4) mozemy
traktowaé jako przyblizenie poszukiwanego wektora z, czyli z & z.

Przeprowadzmy operacje [ na wektorze Z, otrzymamy

(3.5) Uz =g,
a podstawiajac do (3.5) rozwigzanie (3.4) otrzymamy
(3.6) g = Gg,

gdzie operator G = UL,

Przedstawmy rozwigzanie z i wektor g w postaci
(3.72) z=12+Az,
(3‘7b) g= g+A1g.
Przy podstawieniu (3.7) do (3.2) otrzymamy

Wi+UAz = g+1,8,
a stad
(3.8) VA z=Ag.
Poniewaz na podstawie (3.7b):
Ag=g-g=(3-S)g, egdzie Jg=g,
otrzymamy
(3.9) Az = rg,

gdzie v = §—& jest operatorem, a J§ operatorem jednostkowym [4].
Otrzymane réwnanie (3.9) jest podobne do réwnania (3.2). Postgpujac identycznie
jak z réwnaniem (3.2) otrzymamy nastepne przyblizenie A,z oraz A,g i A,g.
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W kolejnym /-tym kroku iteracyjnym otrzymamy

(3.10a) Az =U""t"g,
(3.10b) A g =GCritlg,
(3.10c) Ag =g,
gdzie operacja 1 wyraza si¢ wzorem rekurencyjnym:
(3.11) v = (@' 'g).

W rezultacie otrzymujemy cigg wektordw A,z i w my$l (3.7) rozwiazanie mozemy przedsta-
wi¢ w postaci

L«
(3.12) 2= ) A,
‘ =3
przy czym Agz = 7.
Korzystajac z (3.10a) otrzymamy

(3.13) z=U-(g+rg+rig+ ... +rig+ ...)
b

. Y,
(3.14) z=U""! 2 v'g,

przy czym operacja 1°g = Jg = g.

Jezeli zalozymy, Ze szereg (3.13) jest jednostajnie zbiezny w obszarze rozpatrywanym
i ze wykonalne sg operacje U, fI, Ut w tym obszarze, to podstawiajac (3.13) do (3.2),
otrzymamy

Uz = W (g+rg+r2g+ ...) = Gg+Crg+Cr2g+ ... = g+A8+M 6+ ... =g,
co nalezato wykazad.

Zbiezno$¢ szeregu (3.14) zalezna jest od operatora 1, a co za tym idzie od operatora
zastepezego . Warunki, jakie spetniaé musi operator I, aby szereg (3.14) byl jedno-
stajnie zbiezny, musza by¢ rozpatrywane niezaleznie dla poszczegdlnych zagadnien fizyki
czy matematyki (zagadnienia teorii sprgzystosci, réwnania algebraiczne, rdwnania réZnicz-
kowe, réwnania catkowe).

W wiekszoéci zagadniefi nie jest mozliwe przedstawienie rozwiazania w postaci (3.14)
z powodu trudno$ci w okreéleniu operatora v. W takim przypadku rozwiazanie przepro-
wadzi¢ mozna wg algorytmu, ktéry doprowadzit do szeregu (3.14), a -1g traktowaé
jako symbol okre§lajacy rozwiazanie ukladu zastgpczego. Jako przyklady zastosowania
podanego sposobu moga postuzyé prace (1,10, 11,12, 13].

Nizej ilustruje sie¢ podana metod¢ przykladem réwnania rézniczkowego drugiego
rzgdu, w ktérym operatora r nie wyznaczamy. Zagadnienie réwnan rézniczkowych wymaga
niewatpliwie osobnego rozpatrzenia. '

Dane jest rownanie

2

d*z
7[x"2'+a22= 0’

dx dx

1

2
przy czym z(0) = 0 i <—Lz) = q. Tuta) U = (—ii + az) , 8=0.
x=0

<
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Przyjmijmy operator zastgpczy U = a2 Jdx?. Otrzymamy przy uwzglednieniu warunkoéw
poczatkowych '
=1"'g = ax

bye

oraz
= Uz = UW(ax) = a’ax, A,g=g—g¢ =1g= —alax.
W drugim kroku iteracyjnym otrzymujemy réwnanie:
UA,z = —a?ax

oraz
3

. (-1 2 2, ¥ . x?
Ajz=U1(-0d?ax) = —a a3 Ag=1U aa—ﬁ = —a’ax—a*a

x3

31
'XS

Nog=Ag—Ag=atax®, Ulz=oa*a.

3!
Postgpujac podobnie otrzymamy wedlug (3.13)
, X° x5 a (ax)®  (ax)® _
Z = ax—ao ?-}-aa 3T Ty ocx—T+ 31

. a .
wige z = — sin(ax).
N

4, Zastosowanie metody iteracyjnej do dowolnego ciala odksztalcalnego

Problem sformutowany w p. 2 rozwiazemy metoda iteracyjna zgodnie z p. 3.

Konieczne jest wprowadzenie dodatkowych symboli na nastgpujace ukfady: ciato V
z danymi warunkami brzegowymi nazwiemy uktadem danym U (rys. 1), cialo zastgpcze 1%
z okre$lonymi przez uklad U warunkami brzegowymi nazwiemy ukladem zastepczym U
(rys 3), ciato V z warunkami brzegowymi wynlkajqcyml z rozwigzania ukladu zastgpczego
U oznaczymy przez W. Niewiadome sily masowe Z i powierzchniowe y wyznaczymy
na drodze iteracyjne;j.

X3

Rys. 3. Uktad zastepczy U X
Zalozeniem podstawowym metody jest znajomo$¢ lub mozliwo$¢ rozwigzania ciata
zastgpczego obcigzonego dowolnie sitami masowymi i powierzchniowymi. Poniewaz ciato
zastepcze ma charakterystyki zblizone do charakterystyk ciala danego, mozna przypusz-
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czaé, ze obciazenie ciala zastepczego, tak jak ciala danego, da réwniez zblizone rozwigza-
nia (3.3).

W poczatkowym kroku iteracyjnym obcigzamy wigc cialo zastepcze sitami danymi p
na powierzchni 4,, danymi sitami masowymi M oraz danymi przemieszczeniami f na po-
wierzchni A4,,.

Z rozwiazania ukladu zastepczego U podobnie do (3.4) otrzymujemy: wektor naprezen
&, wektor przemieszczen @ i wektor odksztalcen €. Zalozona w p. 2 réwnowazno$§é pél

przemieszczen ciat Vi 14 daje relacjg
w

4.1 €=¢
réwnoznaczng z wymuszeniem w ciele ¥ odksztalcen e.
w !
Otrzymujemy ukiad W. Naprezenia oi obcigZzenia M i f) uktadu W obliczymy korzys-
tajac z réwnoéci (4.1), mianowicie

4.2) Do = Dé.
Przeksztalcajac (4.2) otrzymamy (patrz (3.5), (3.6)),
4.3) ¢ = Go,
gdzie

(4.4) S =D

Korzystajac z (2.3) i (4.3) otrzymujemy obciazenia ukladu W:
sity masowe

w

(4.50) M= - o = — WS,

sity powierzchniowe
(4.5b) P = Ho = $S6.

Rozwiazanie ukiadu U przedstawimy w postaci podobnej do (3.7), tj.
(4.6) U= W+4,U,

przy czym w miejsce symboli U, W, A, U w réwnaniu (4.6) mozna podstawi¢ odpowiediie
wektory odksztalcen, wowczas € = L¥+A1e, wektory przemieszczedh —u = {;+A1u,
naprezen — ¢ = 3+A16, sity masowe — M = 1\‘71+A1M, lub sily powierzchniowe —
pP= ‘I;+A1P-

Otrzymamy obciazenia uktadu 4,u w postaci

(4.7a) A:p = Hie,

(4.7b) AM = —Wrs,

@10 A,f=0,

gdzie

4.8) t=J-G, J— macierz jednostkowa.

Otrzymaliémy w ten sposéb uklad 4, U, ktdry jest cialem V' z sitami 4,p (4.7a) na
powierzchni 4,, z sitami masowymi 4, M (4.7b) i zerowymi przemieszczeniami 4;f = 0
(4.7¢) na powierzchni A4,.
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Rozwiazanie ukladu 4, U mozna przedstawié w postaci analogicznej do (4.6)
(4.9) A1U=A1W+A2U,

przy czym ukfad A, W otrzymujemy w drugim kroku iteracyjnym, podobnie do ukiadu .
W kolejnym i-tym kro'ku iteracyjnym otrzymamy :
obcigzenia ukiadu 4; U

(4.10a) Ap = 4dip = Hrd;_ 6,

(4.10b) AM =AM = — W A, 6,
rozwiazanie ukladu 4,U w postaci wektoréw naprezen ;o i odksztalcen 4;¢,
odksztalcenia w ukladzie A, W

@.11) A = Jie,
naprezenia w ukladzie 4, W,
4.12) Ao = &4,6,
obciazenia uktadu 4;W _
(4.13) AM = —WS 4,6, A;p = H54,6,
obcigzenia uktadu 4;,, U
(4.14a) divip = Hrd;a,
(4.14b) A M = - Wrd;o.
Rozwigzanie uktadu 4; U przedstawié mozemy podobnie do (4.6) i (4.9) w postaci
(4.15) AiU=A1W+/Ji+1U,
a stad wynika przedstawienie rozwigzania ukladu U w postaci nieskoficzonego szeregu:
(4.16) U:%‘Aiw.

Postaé (4.16) rozwiazania moZemy przedstawié przy wykorzystaniu (4.15) nastgpujaco:
U= U-limd4,,,U.

4.17) oo
Zwiazek (4.17) jest dowodem zbieznoséci szeregu (4.16) przy warunku
(4.18) Imd;;, U= 0.

Mozna zauwazyé, ze o wielkoéciach skladowych wektoréw obciqzen.ia Ad;p i A4M
decyduje macierz v; wzory (4.10) i (4.14). Jezeli macierz v dobierzemy tak, aby spelnione
byly nieréwnos’ci:

(4.19) [[dierpll < 11dipll, 114w ML < 1AM,

woéwczas réwniez normy wektoréw naprezenia i odksztalcenia bgda male¢ z kolejnym

krokiem iteracyjnym, co wynika wprost z (4.14) i definicji normy. Otrzymamy
[|Wr 4,4 101| < [|WrAall,

a stad

(4.20) [1disy0l] <|l4;0]|

7 Mech, Teoret. i Stosowana 1/78
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i podobnie
(4.21) |dis 1 €ll < [|di€ll.

Przy i — oo normy wektoréw zmierza¢ bgdg do zera, a tym samym skladowe odpo-
wiednich wektoréw osiagng wartoéci zerowe.

Zagadnieniem osobnym jest mozliwo$¢ spetnienia warunkéw (4.19). Moga one by¢
spelnione przy takim doborze macierzy 1, aby zachodzila nieréwnosé

(4.22) : el < 1,
wynikajaca z twierdzen zwiazanych ze zbieznoscia szeregu macierzowego.

Macierz v (4.8) okreSlona jest przez cialo zastgpcze V; zatem im blizsze bedzie ono
cialu danemu ¥, tym norma macierzy t bedzie mniejsza, a zbieznosé lepsza. Zwazajac na
mozliwo$¢ rozwigzania ciala zastgpczego ¥ dobierzemy jego charakterystyki jak naj-
prostsze, np. cialo izotropowe, jednorodne i jednospdjne. Przy z gory okre§lonym rodzaju
ciala zastepczego réZniacego sie do§¢ znacznie od ciala danego, zachodzi problem opty-
malnego doboru wartoéci charakterystyk ciala zastepczego ze wzgledu na nieréwnoéé
4.22). . :

Zagadnienie ciala zastgpczego wygodniej jest rozpatrywaé dla okre$lonego rodzaju
ciala danego (tarcze, plyty, powloki); problem ten bedzie przedmiotem osobnych opra-
cowan.

Obliczmy jeszcze obciaZzenia Z i y. Podobnie do (4.16), moZzemy utworzy¢ szereg nie-
skoficzony z ciagu rozwiazan A,U, wtedy

(423) M+Z= D 4M=M+ D AM, pty= D Ap=p+ D Aip.
1=0 f=1 i=0 i=1

Korzystajac z (4.10) otrzymamy

(4.24) Z = —ﬂ)sr(j’zl,_l&], y = ssr(ﬁ’zlz_lé),
1 i=1

lub

(4.25) Z = —QB(S‘A,&), y= ss(Zw’A.v&],
, =1 =

poniewaz A,M = ~WA;5 i 4;p = HA4,6.

5. Uwagi koncowe

Rozwazmy jeszcze zwiazane z samonaprezeniami zagadnienie jednoznacznosci roz-
wigzania. Czy narzucajac w ukladzie 4, W przemieszczenia otrzymujemy jednoznacznie
okre§lone naprezenia? Odksztalcenia niezalezne od sil zewnetrznych powoduja wysta-
pienie samonaprezen tylko wtedy, gdy nie spetniaja warunkdw nierozdzielnosci [3]. W przy-
padkach rozpatrywanych waranki nierozdzielno$ci sa zawsze spelnione, gdyz wektor od-
kszgalceﬂ narzucony w ukladzie 4, W ciatu danemu jest wziety z rozwiazania ukiadu
4;U, ktéry mozemy zawsze rozwiazaé jednoznacznie.
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Rozwigzanie w kazdym kroku iteracyjnym jest wigc jednoznaczne, a tym samym
i suma szeregu nieskonczonego — lub w rozwiazaniu przyblizonym suma cze§ciowa —
sa jednoznacznie okreslone.
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Pesome

UTEPAUMOHHLBIN METOI PACUETA ITPOM3ROJILHBIX
JIUHEWHO VIPYTUX TEJI

B paGore npencraBiien oOwMil MTEPalMOHHBLIN METON, KOTOPBIH MOXXHO NPHMEHATE KAK IPM pe-
LIEHMH TIPOM3BONBHBIX JIMHEHHO YNPYIHX TeJ, OGNajarollux NOJOKATENEHO ONpelleNneHHOR byrKumet
9Heprun aed)opMalMK, TaK M NPY PELISHAM HEKOTOPBIX MaTEMATHUYECKHX 3afad.

TIpumenuTenbHO K 3aJ{ayam TEOPHH YIPYTOCTM, METOJ COCTOHT B 3aMEHE JIAHHOIO TeJla HEKOTODLIM
(DHKTHBHELIM TENOM, IJIST KOTOPOrO PELUAeTcsT PAK KPaeBhbIX 33/1au NPH H3MEHAIOINKCS B HTEPAUMOHHOM
Tpolecce Harpyskax. DTO MPHBOAUT K 06pasoBanyio 6eCHOHEUHOro pAsia BEKTOPOB HANPSKEHWH ¥ Jle-
dopmarmuii. :

IIpepmaraeMbIil METOX IIOXOXK HA METOJ MAJOro IapaMeTpa, Tl KaK COCTOUT B HE3HAUMTEIBHOM 13-
MEHEHNH TApaMETPOB NAHHOrO TeNa (JAHHOrO ONeparTopa) M NOCHENOBaTeNFHOM peIleHrH (QHKTHBHOTO
Tena (YIPOILEHHOTO ONEpaTopa) NPH YCIOBHE CXOMAMOCTH NPHOMIDKEHHBIX pPellleHHi K TOUHOMY.

Dopmymupysl pelleHre 3a0aul TCOPUM YIPYrOCTH NPH NOMOIM GHUKTHBHOIO TeNa MOYKHO 3aMETHTh
AHAJIOTHIO C METONOM CHUI.

Summary
ITERATION METHOD OF CALCULATING ARBITRARY DEFORMABLE BODIES IN A LINEAR
ELASTIC RANGE

In the present work a certain general iteration method is described applicable to arbitrary linear elastic
bodies with a positive definite strain energy function and to some other mathematical problems. The con-
sidered iteration method, as applied to deformable bodies, consists in replacing the given body by an auxiliary

¥
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one, and then solving consecutively the auxiliary system with loads changing in the iterative procedure.
In the solution infinite series of stress and deformation vectors are constructed. A certain similarity of the
present method to the perturbation and force methods is pointed out.
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