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Wykaz wazniejszych oznaczen

a promien wewngtrzny walca,
b promien zéwnetrzny walca,
¢ cieplo wlasciwe,

Cy, Cy, C, stale,

x-t
Fo = — liczba Fouriera,
a
Jo(x), J1(x) funkcje Bessela I rodzaju, gdpowiednio rzgdu zerowego i pierwszego,

b .
k = — stosunek promienia zewngtrznego walca do wewnetrznego,
a

I = b—6(r),
m, n liczby naturalne,
q strumien cieplny na wewnetrznej powierzchni walca,
Q = 2naq
» promief,

R = promien bezwymiarowy,

"
a
S powierzchnia ograniczajgca cialo o objetosci ¥,
t czas,
T* temperatura dokladna,

T temperatura przyblizona,
T, temperatura poczatkowa,

u temperatura zewnetrznej $cianki walca,

¥V objetosé ciata,

Au—Tp) . o
w= ————— bezwymiarowa temperatura zewngtrznej $cianki walca,
qa
Yo(x), Y:(x) funkcje Bessela II rodzaju odpowiednio rzgdu zerowego i pierwszego,
(¢t) glebokosé wnikania ciepla (rys. 1),

é
n= 1 +— >
a
A(T*—To) .
0= — """ temperatura bezwymiarowa, dokladna,
qa
MT—T,) . .
= ———-= temperatura bezwymiarowa, przyblizona,
qa

A
x = —— wspoOlczynik wyrOwnania temperatury,
co

A wspdlczynnik przewodzenia ciepla,
1 dodatnie pierwiastki réwnania charakterystycznego,
o gestosé materiatu walca,
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1. Wstep

Doktadno$¢ analitycznych metod przyblizonych w znacznym stopniu zalezy od funkgji
aproksymujacej doktadne pole temperatury. Brak regut konstruowania rozwigzaf przy-
blizonych utrudnia praktyczne zastosowanie wymienionych metod. Z tych tez wzgleddw,
w ostatnich latach prowadzone sa prace nad zasadami wyboru rozwigzai przyblizonych
zapewniajacych dostateczng ich dokladnosé i eliminujacych z obliczen przypadkowo$é.

Oryginalne procedury konstruowania rozwiazan przyblizonych w metodzie KANTO-
ROWICZA prezentowane sa w pracach KERRA [1] oraz KRAJEWSKIEGO [2,3].

W niniejszej pracy przedstawiono sposéb wyboru rozwigzan przyblizonych w metodach
wykorzystujacych koncepcje glebokosci wnikania ciepla [4-8], oparty na metodzie uéred-
niania funkcjonalnych poprawek [9, 10].

Zwykle funkcja aproksymujaca doktadny nieustalony rozkiad temperatury jest wielo-
mianem drugiego stopnia wspotrzednej r [5, 10, 11] niezaleznie od tego czy rozwazane
cialo jest ptaskie, walcowe czy kuliste. Tak prosta funkcja przybliZzajaca w wielu przypad-
kach nie zapewnia dostatecznej doktadnoéci rozwigzan, dlatego tez w dotychczasowej
literaturze znane sg metody konstrukcji funkeji przyblizajacych pozwalajacych otrzymaé
rozwigzania bardziej dokladne, szczegdlnie w przypadku ciat plaskich [4, 12]. ROwniez
w przypadku ciat walcowych 1 kulistych, jak wykazal LARDNER [13, 14], paraboliczny
rozklad temperatury wymaga modyfikacji.

Zaproponowana przez LARDNERA modyfikacja, jak wykazano w dalszej czgéci pracy,
jest w wielu przypadkach zawodna. Z tych tez wzgledow przedmiotem niniejszej pracy
jest wybdr funkcji przyblizajagcych dokladne, jednowymiarowe, nieustalone pole tempe-
ratury w ciatach walcowych i kulistych.

2. Konstrukceja przyblizonego rozkiadu temperatury

Przy konstrukeji funkcji przyblizajacej doktadny rozkiad temperatury wykorzystana
zostanie metoda uéredniania funkcjonalnych poprawek [9].

Wymieniona metoda jest stosowana do przyblizonego rozwiazywania réwnan réznicz-
kowych nieustalonego przewodzenia ciepta [10]. Nalezy jednak podkreslié, ze funkcja
przyblizajaca doktadny rozklad temperatury jest parabola drugiego stopnia niezaleZnie
od ksztaltu ciata [10], co sprawia, ze dokladno$§é otrzymywanych wynikéw w przypadku
cial walcowych i kulistych nie jest zbyt duza.

W niniejszej pracy rdéwnanie przewodzenia ciepla

*
@.D div(d grad T*) = CQ%,
w oparciu o metodg funkcjonalnych poprawek przyblizono réwnaniem
, ' 1 (T
(2.2) div( grad T) = co 37 a—th-
14

Latwo zauwazy¢, ze lokalng szybko§é zmian temperatury w czasie w réwnaniu (2.1)
zastgpiono w réwnaniu (2.2) szybko$cia u$redniona po calej objetosci ciala.
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PoniewaZz $rednia szybko$¢ zmian temperatury ciala nie zalezy od wspdtrzednych
(co = const), wigc z (2.2) wynika, Ze

(2.3) div(4 grad T) = f(1r),
gdzie
1 aT

W celu wykazania zwiazku réwnania (2.2) z metoda bilansu cieplnego [4], réwnanie
(2.3) zostanie scatkowane po objgtoSci

(2.5) f div (A grad T)dV = f(t) f av.
| 4 | 4

Stosujac do przeksztalcenia lewej strony réwnania (2.5) regule Gaussa-Ostrograds-
kiego i uwzglgdniajac w (2.5) zaleZnoéé (2.4), otrzymuje si¢ réwnanie bilansu cieplnego dla
ciala o objgtosci ¥ ograniczonego powierzchnia S

(2.6) _ fnolgrad TdS = fcg%tde. .
§ v

Tak wigc rownanie (2.6) jest réwnowaZne réwnaniu (2.2) pod warunkiem, ze tempera-
tura przyblizona speinia réwnanie (2.3). Przy praktycznym rozwigzywaniu zagadnien
nieustalonego przewodzenia ciepla réwnanie (2.3) pozwala wyznaczyé funkcje przybliza-
jaca dokladny rozklad temperatury, natomiast roéwnanie (2.2) lub (2.6) — funkcje, f(2).
Nalezy podkredli¢, ze rownanie (2.3) mozZe byé stosowane do okreglania temperatury
przyblizonej w innych metodach niz oméwione wyzej metody uéredniania funkcjonalnych
poprawek i bilansu cieplnego.

Z uwagi na fakt, ze metody przyblizonego rozwiazywania réwnan rézniczkowych
wykorzystujacych gleboko$¢ wnikania ciepla stosowane sg dotychczas do réwnan jedno-
wymiarowych, wiec réwnanie (2.3) zapisane dla pola jednowymiarowego przyjmuje postaé
1 d ( T

.7 | d—r) = f(2).

Po dwukrotnym scatkowaniu po r (2.7) przy zalozeniu, ze A = const otrzymuje_sie
przy'blizony rozklad temperatury:

(2.8) T = %Cor2+ Cir+Cy, gdyn = 0 (ciala plaskie),
(2.9) T= %Cor2+ Cilnr+C, gdyn =1 (ciala walcowe),
(2.10)' T= %Coﬁ— % +C,, gdyn =2 (ciala kuliste),
gdzie

9 Mech., Teoretyczna i Stosowana 2/78
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Réwnanie (2.2) przyjmuje postac

1 9/, oT nel  (oT
(2.11) 7'“—6;—(/‘{1' 'a—r)-—- co r;"'l—ri”'_l_. r —(,Frdr,
natomiast réwnanie (2.6)
LT LoT| f aT |,
(2.12) A y Ar | = , c0—" dr.

3. Przyklad obliczeniowy

Zastosowanie przedstawionej procedury zostanie zilustrowane na przykladzie obli-
czania nieustalonego pola temperatury w nieskonczenie diugim wydrazonym walcu, kt6-
rego zewngtrzna §cianka jest izolowana cieplnie, nagrzewanym na wewngtrznej powierzchni
stalym strumieniem cieplnym. Temperatura poczatkowa walca jest stata i niezalezna od
promienia.

Pole temperatury w walcu okreflone jest rownaniem rozniczkowym przewodzenia
ciepla

3.1 -

warunkami brzegowymi

oT*
3.2 A =0,
( ) 3" r=0
oT* )
@.3) A ] A o |vea  2ma Bk
oraz warunkiem poczatkowym
(34 T*| w0 = Typ.

Wprowadzajac wspolrzedne bezwymiarowe okre§lone w wykazie oznaczen otrzymu-
je sie

o6* 1 9 a0*
@) 9F, " RIR (Rﬁ‘)
d0*
(3.6) —ER— Rk = 0
a0* |,
3.7 R |t = -1,

(3.8 0% |Fomo = 0.
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Dokladne rozwiazanie sformulowanego problemu mozna znalezé w pracach [15, 16]
a takze tatwo otrzymacd je z wyraZenia (5.5.16) pracy [17] wykorzystujac zalezno$é (5.5.19).
W niniejszej pracy przyblizone pole temperatury okre$lone zostanie za pomocg metody
bilansu cieplnego, okreslonej réwnaniem (2.12), ktére jest réwnowazne réwnaniu (2.11),
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Rys. 1. Rozklad temperatury w wydrazonym walcu nagrzewanym na wewnetrznej powierzchni stalym
strumieniem cieplnym
1 _ cylinder, 2 — izolacja cieplna, Ty i Tir — temperatura w pierwszej i drugiej fazie wnikania ciepla

Podobnie jak w innych metodach stosujacych koncepcje glgbokoéci wnikania ciepta pro-
ces wnikania ciepla podzielony zostanie na dwie fazy. Rozklad temperatury w I i II fazie
wnikania ciepla przedstawiony jest schematycznie na rys. 1. Réwnanie bilansu cieplnego
(2.12) w pierwszej fazie wnikania ciepla, zapisane w formie bezwymiarowej ma postaé

a0
(3.9 R—ai

7
1 df
l—-ml ORdR.

Uwzgledniajac warunek brzegowy (3.7) oraz warunki wynikajace z definicji glebokosci
wnikania ciepla [5], tj.

(3.10) 0)gen = O,
' 20
11 KL
(3.11) AP

rownanie (3.9) ma postaé

7
(3.12) d%f ORdR = 1.
1

9.
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Przyblizony rozkiad temperatury zapisany w formie bezwymiarowej, zgodnie z (2.9)
okre§lony jest wyraZeniem

N 1
(3.13) 0 = vy
Po wyznaczeniu stalych Cy, Cy 1 C, z warunku brzegowego (3.7) oraz warunkéw (3.10)

i (3.11) i ponownym ich podstawieniu do (3.13), przyblizony rozklad temperatury w I fa-
zie wnikania ciepla okreslony jest wyraZeniem

: 2 2.2
(3.14) - (R U

-1

CoR*+-CyIn R+ C,.

2—7]2—-+1n—z—), I<R<7y,
0=0, n<R<k.
Podstawiajac (3.14) do (3.12) i calkujac otrzymane rédwnanie rézniczkowe przy watunku
poczatkowym
| Nl Femo = 1

otrzymuje sie

4n?
(3.15) n*+1— nz” Iy = 8 F.

Dla wigkszych wartoéct 7, a wi¢c i wigkszych wartoéci liczby Fouriera, z (3.15) otrzymuje
sig

(3.16) n* ~ 8 Fo.

Temperatura wewngtrznej powierzchni rury 65 dla wigkszych warto$ci Fo wynosi

1 1 (7

Uwzgledniajac w (3.17) zaleinoéé (3.16) otrzymuje/siq ostatecznie

1 8 1
(3.18) 0, = 6|R=_, & E—ln(?Fo) = Eln (2,94F,).
Rozwigzanie dokladne dla wigkszych warto$ci Fo ma postaé [18]
(3.19 0s = %ln (2,24F0)

Poniewaz przyblizone okreélanie pola temperatury w wydrazonym walcu nagrzewanym
od wewnatrz w I fazie wnikania ciepla jest identyczne jak w przypadku pustki cylindrycz-
nej, wi¢c jest mozliwe poréwnanie otrzymanych wynikéw z podanymi przez LARDNERA
1 POHLE’A w pracy [13]. LARDNER i POHLE stosujac przyblizony rozkiad temperatury okres-
lony wyraZeniem

qa (n—R)? R
(3:20 T= =7 Gungen=ne-n "y SEST
T=0, n<R,
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otrzymali nastepujaca zalezno$¢ dla Fo(r)
(3.21)  Fo = —[(725% =965+ 36)Iny — 13n* + 369> — 327 +
' +91[144(n— DQRIny+75—1]"1.

Dla wigkszych wartoéci Fo temperatura powierzchni pustki okreslona jest zaleznoscig
(3.22) 0, = %ln (3,32 Fo).

Z poréwnania przedstawionych rozwigzan wynika, ze rozwiazanie (3.18) otrzymane
w niniejszej pracy lepiej aproksymuje rozwigzanie dokladne (3.19) w poréwnaniu z wyni-
kiem (3.22) otrzymanym przez LARDNERA i POHLE'A. Stwierdzenie to jest stuszne dla wiek-
szych wartoéci liczby Fouriera.
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Rys. 2. Rozklad tempzratury wokot pustki cylindrycznej w zaleznoéci od czasu
/ — niniejsza praca (3.14), 2 — metoda Lardnera i Pohle’a (3.20), 3 — rozwiazanie dokiadne [20]

Por6éwnanie wartosci temperatury okre§lonych wzorem (3.14) otrzymanym w niniej-
szej pracy z rozwigzaniem LARDNERA i POHLE’A (3.20) oraz rozwiagzaniem dokladnym [20]
dla mniejszych wartosci liczby Fouriera Fo, dla réznych wartoéci promienia R przedsta-
wiono na rys. 2. Z przedstawionego poréwnania wynika, ze dla mniejszych wartoéci Fo
rozwigzanie otrzymane przez LARDNERA i POHLE’A jest dokladniejsze od przedstawionego
W niniejszej pracy, '

Nalezy jednak podkreslié, Ze w miare uplywu czasu bardziej dokladne staje sie rozwia-
zanie prezentowane w pracy. Zaréwno rozwiazanie (3.14) jak i (3.20) znacznie lepiej aprok-
symujg rozwigzanie dokiadne w poréwnaniu z wynikami otrzymanymi przy zaloZeniu
parabolicznego rozkladu temperatury, o czym $wiadczy poréwnanie przeprowadzone
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w pracy [13]. Widaé to réwniez z rys. 3, gdzie poréwnano warto$ci temperatury obliczone
wedlug wzoréw (3.14) i (3.20) z temperatura okre$long parabolg drugiego stopnia [13]

1

(3.23) 0 =~m(nfR)z, <Ry,
6=0, 7n<R,

gdzie 1 okreélone jest rownaniem [13]

(3.24) 24 Fo = (n—1)*+4(n—1)=~

Nastepnie rozwazona zostanie druga faza wnikania ciepfa (rys. 1), ktéra rozpoczyna sie
z chwila gdy gleboko$é wnikania ciepla staje si¢ rowna grubosci §cianki walca, tj. gdy
n =k

Czas, po uplywie ktdrego nastepuje druga faza wnikania ciepia oznaczmy przez 1y,
a odpowiadajaca mu liczbe Fouriera przez Fo,. Wartoéci Fo, latwo wyznaczy¢ w kazdym
z rozwazanych przypadkéw podstawiajac # = k w réwnaniach (3.15), (3.21) i (3.24).
R 6wnanie bilansu cieplnego otrzymuje si¢ z réwnania (2.12) po uwzglednieniu, Ze r, = a,
r, = b oraz warunku brzegowego (3.2). Przeksztalcajac otrzymane tak réwnanie do po-
staci bezwymiarowe] otrzymuje sie

k
(3.25) d—J ORdR =1, Fo> Fo,.
, |

dF,

Podobnie jak w pierwszej fazie wnikania ciepta rozklad temperatury w II fazie przybli-
zony zostanie funkcja (3.13). Po wyznaczeniu stalych Cy, C, i C, z warunk6éw brzegowych
(3.6) i (3.7) oraz z warunku (rys. 1)

l(u—' To)
(3.26) Olr-k = _— =w
i ponownym ich podstawieniu do (3.13), rozklad temperatury okre§lony jest wyrazeniem:
1 1 k* kK Ink 1 Kk
3.27 6 =— 2_ | -
(3:27) PR T = oy Bl = g sl =

Fo> Fo,, 1<R<k.

Podstawiajac (3.27) do (3.25) i calkujac otrzymane réwnanie rézniczkowe przy wa-
runku poczatkowym

w|Fo=Fm =0
otrzymuje si¢
2(F,—F
(3.28) W = ‘%‘J—l_)', Fo = Fou,

gdzie Fo; wyznaczone z (3.15) po podstawieniu # = k wynosi

(3.29) Fo, = - k2+1)—i—ﬁ--~lnk
' =g 2 k=1
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Po podstawieniu (3.28) do (3.27) z uwzglednieniem (3. 29) pole temperatury w drugle;
fazie wnikania ciepla okre$lone jest wyraZzeniem

k2 k k2 k*—R* 1k*41  2F,
LS _ - =
(330) 0= "(R)+ k2 =1)? Ink 23D T dRe=1 Tleer
Fo = Fo,.

Dokladne rozwiazanie rozwaZanego zagadnienia ma postaé [15, 16]
(3.31) 0* = Oq+0117
gdzie

£)+ K KR K] 2
1 I ) R T g s Sl Ty s S

k2
(332) 0,= kz—~l—ln( Fo;

(333) 011 = —7 2 Cm(k)[‘lo(,um R) Yl (,um k) _Jl (,ufm k) YO(/‘»I R)] CXP('“/J'rzn FO) s

m=1

gdzie

Ty () T (o)
k) = TR k)~ T )]

a u, sa dodatnimi pierwiastkami réwnania charakterystycznego
J (k) Yy () = J1 () Yy (uk) = 0.

Z poréwnania (3.30) z (3.31) wynika, Ze rozwigzanie przyblizone w drugiej fazie wni-
kania ciepta jest identyczne z rozwigzaniem dokladnym 6, okreslajacym pole temperatury
w stanie quasi-stacjonarnym. Blad spowodowany pominieciem szeregu nieskonczonego 0,
w rozwiazaniu (3.31) dla réznych wartoéci liczb Fouriera i stosunku promienia zewngtrz-
nego do wewnetrznego walca mozna wyznaczyé z rys. 5 pracy [15]. W przypadku rury
o stosunku promienia zewngtrznego do wewngtrznego réwnym k = 5/3, maksymalna

warto$¢ (—— gi) wynosi (— ﬁ)
R=1 Oq

04
P . . . » s r 0" .
czatku drugiej fazy wnikania ciepta, tj. dla Fo = 0,073. Warto$¢ | - o szybko jed-
il |R=1

nak maleje i dla Fo = 0,2 jest praktycznie réwna zeru, czyli od tego momentu w $ciance
rury ustala si¢ quasi-stacjonarne pole temperatury. Dla pordwnania rozwazmy druga
faz¢ wnikania ciepla przy aproksymacji pola temperatury wielomianem drugiego stopnia
od r i wedtug metody LARDNERA. W pierwszym przypadku pole temperatury przyblizone
zostanie wielomianem '

(3-34) . 0 - C0R2+C[R+C2.

~ 0,085 zgodnie z praca [15] 1 wystgpuje na po-

R=1

Po wyznaczeniu statych C,, C; i C, z warunkdw brzegowych (3.6), (3.7) i (3.26) 1 po-
nownym ich podstawieniu do (3.34) otrzymuje sic
1

(3.35) 0 = oy k=R +w.
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Podstawiajac (3.35) do (3.25) i calkujgc otrzymane réwnanie rézniczkowe przy wa-
runku poczatkowym :

w‘Fo:Fol =0
otrzymuje sie
2(Fo~F
(3.36) W= (;’2_1—"‘), Fo > Fo,

gdzie Fo, wyznaczone z (3.24), po uwzglednienin, Ze #n = k, wynosi
(3.37) Fo, = %[(k—1)3+4(k—1)2].

Uwzgledniajac (3.36) w (3.35) pole temperatury w drugiej fazie wnikania ciepla okreé-
lone jest wyrazeniem

B 1 a2, 2Fo I (k=1)+4(k—1)
(3.38) H = 20=1) (k—R) taoT T R
Fo = Fo,

030 \k\ - -

AN -2 -
\\\. —————— = 3
0 '\\\\\"\ \\ e -4
AR ’ -
\\Q. \\\ k=166
0,20 \\\\ \\\ 8 -
015 \.\" \\ \\\\ 2\
\ \\- \ \\\"l%\\o
010 . Qp =

005

N W Rl 7

000 i S —
100 12 13 14 15R 16 16l8)

Rys. 3. Rozklad tempzratury w wydrazonym walcu w pierwszej i drugiej fazie wnikania ciepta dla réznych
liczb Fouriera
1 — niniejsza praca (3.14) { (3.30), 2 — metoda Lardnera i Pohle’a (3.20) i (3.43), 3 — paraboliczny rozklad temperatury (3.23)
i (3.38), 4 — rozwigzanie dokiadne (3.31)

W drugim przypadku przyblizone pole temperatury zgodnie z metoda LARDNERA ma postaé

(3.39) 0 = Cok—R)*In (%) +C,.
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Po wyznaczeniu stalych z warunkéw brzegowych (3.7) i (3.26) i ponownym ich podsta-
wieniu do (3.39) otrzymuje sie
1

. (R
(3.40) 0= (1=k)QInk+k—1) (k=R) ln(7)+w'

Podstawiajac (3.40) do (3.25) i calkujac otrzymane rév;manie rozniczkowe przy wa-
runku poczatkowym w|go-ro, = O otrzymuje sie

_ 2(Fo—Fo,)
k*—-1 7
gdzie Fo, wyznaczone z (3.21), po podstawieniu % = k, wynosi
(3.42)  Fo1 = [(72 k> —96k +36)Ink— 13k* 4+ 36k> — 32k + 9] x
x [144(1 - k)2 Ink+k~ D]
Podstawiajac (3.41) do (3.40) i uwzgl¢dniajac (3.42) otrzymuje si¢

(3.31) Fo > Fo,,

1 2Fo
(3.43) 0=( S Yo) Y- )(k R)’l( )+k2F — [(72k* — 96k +36) Ink -
— 13k*+36k%— 32k +9) [12(k*— D) (1 k) x Qlnk+k—~ 1)) 74,
Fo = Fo,.

Na rys. 3 przedstawiono pole temperatury w wydrazonym walcu o stosunku promienia
zewngtrznego do wewngtrznego k = 5/3. Czas bezwymiarowy Fo,, po ktérym nastgpuje
druga faza wnikania ciepla zalezy od funkcji przyblizajacej; dokladny rozkiad temperatury
i obliczony wedtug wzoréw (3.29), (3.37) i (3.42) dla k = 5/3 wynosi odpowiednio Fo; =
= 0,0730, Fo, = 0,0864 i Fo, = 0,0358. Z poréwnania przedstawionego na rys. 3 wynika
2e w drugiej fazie wnikania ciepla rozwigzanie przedstawione w niniejszej pracy najlepiej
aproksymuje rozwigzanie doktadne. Najmpniej dokladny jest rozklad temperatury wyzna-
czony wg metody LARDNERA,

° obliczonej dla drugiej

. . . .. 2F
Na rys. 4 i § przedstawiono pordwnanie funkcji 0.,—](2—_1

fazy wnikania ciepla wedtug wzordw (3.30), (3.38 i1 (3.43) z funkcja 0, — kz—liol' obliczong
wedtug wzoru (3.32).

Z przedstawionych rysunkéw wynika, Ze sposéb aproksymacji pola temperatury za-
proponowany w niniejszej pracy zapewnia najwigksza dokladnosé, gdyz w stanie quasi-
stacjonarnym przyblizony i doktadny rozklad temperatury sa identyczne. Nalezy podkresli¢,
ze jest to cecha bardziej ogdlna przedstawionego w pracy sposobu aproksymacji doklad-
nego pola temperatury. Identyczno$é przyblizonego pola temperatury okreslonego wg (2.3)
i dokladnego wynika stad, ze w stanie stacjonarnym funkcja f(?) jest réwna zeru i rozwia-
zanie przyblizone okre$lone wedtug (2.3) i doktadne w stanie stacjonarnym sa identyczne.
~ PowyZsze uwagi nie dotycza innych sposobow aproksymacp po]a temperatury omo-
wionych w niniejszej pracy. '
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4. Omoéwienie innych prac

Sposéb wyboru funkcji aproksymujgcej nieustalony rozklad temperatury w cialach
walcowych i kulistych przedstawit LARDNER i PoHLE [13, 14].

W wymienionych pracach przyblizony profil temperatury zaleca si¢ wybieraé w po-
staci

4.1) 7@, t) = W(r)lnr

w przypadku ciat walcowych oraz postaci

(4.2) T(r, 1) = W(r)- %

w przypadku ciat kulistych, gdzie W(r) jest wielomianem wspdirzednej r.

O ile w przypadku cial kulistych sposéb ten nie budzi zastrzezen, to w przypadku cial
walcowych nasuwaja si¢ pewne watpliwosci.

LARDNER i POHLE [13] analizujac pole temperatury wokdt pustki cylindrycznej nagrze-
wanej statym strumieniem cieplnym, aproksymowali rozklad temperatury wyraZeniem

__qi((5+a—r)2

4.3) T= A a n—_,
is—(21n 0+a ~6— a+o
a a a

a<r<€@+d), T=0 (a+d)<r
Eatwo sprawdzié, Zze wybierajac profil temperatury w postaci (4.1) z uwzglednieniem, Ze
W(I‘)=CD+C1r+C2r2

i okre$lajac wspélczynniki Co, C, i C, z warunkéw brzegowych (3.3) oraz (3.10) i (3.11)
_zapisanych w postaci wymiarowej nie otrzyma sie¢ wyrazenia (4.3). Latwo natomiast je
uzyskaé, okre§lajac rozklad temperatury wyrazeniem:

r r
@.4) T = c(x-—é) s

T=0, (a+d)<r

i okre$lajac stala C z warunku brzegowego (3.3).
Zauwazmy, ze wybdr mnoznika logarytmicznego w (4.4) nie jest jednoznaczny. W miejsce

a<r<(a+o);

lna+L6 mozna wybrac np. ln%lub In—— - (a:_ 5 , gdzie p > 1 i warunki brzegowe wynika-

Jjace 2 definicji glebokosci wnikania ciepla, tj. (3.10) i (3.11) bgda nadal spetnione.
Ponadto zachodzi pytanie, jak wybraé przyblizony rozktad temperatury w drugiej
fazie wnikania ciepta, gdy warunki brzegowe na zewnetrznej i wewnetrznej powierzchni
rury sa niejednorodne»
Oméwione tu trudnoéci potwierdza czesciowo sposéb w jaki uwzglednione zostaly
zalecenia LARDNERA i POHLE'A w pracy [19]. Poza tym dokladno$é aproksymacji pola
temperatury w II fazie wnikania ciepla jest niedostateczna.
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Problemy wyboru funkcji aproksymujacej w przypadku cial walcowych porusza réw-
niez VusaNovi¢ w pracy [7]. Autor stwierdza, ze przedstawiona przez niego metoda przy-
blizonego rozwigzywania réwnafi rézniczkowych nieustalonego przewodzenia zapewnia
dostateczna dokladno$é przy aproksymacji pola temperatury wielomianem II stopnia,
niezaleznie od ksztaltu ciala i -demonstruje to-okre§lajac nieustalone pole temperatury
w pelnym walcu ogrzewanym na powierzchni stalym strumieniem cieplnym. Na podstawié
rozwiazania tego samego problemu zostanie wykazane, Ze stwierdzenie to jest niepraw-
dziwe. _ _

Pole temperatury w walcu okreslone jest przez réwnanie rézniczkowe (3.1), warunki
brzegowe

oT
4.3 ' 1’57 N =4,
| aT
. — =0
4.4 | A el I ,

gdzie b oznacza promien zewngtrzny walca, i warunek poczatkowy
4.5) Tlizo = 0.

Réwnanie bilansu cieplnego (2.12) w I fazie wnikania ciepla, uwzgledniajac ze w roz-
wazanym przypadku r, = b—4(f) i r, = b, ma postaé

b

(4.8) % f corT(r, t)dr = bg.

Wybierajac podobnie, jak Vuianovi¢ [7] paraboliczny rozkiad temperatury
2 .
. — q,._ —_ 2=ﬁ ..._.,___b—r.) —_ < r<
4.9 T = R r-D*= (1 3 , b= <r<h,
T=0, 0<r<(b-9),
gdzie I = b— 9, podstawiajac (4.9) do (4.8) i uwzgledniajac, ze 0|~ = 0, otrzymuje si¢

xt 1{6\* 1 {6\
(4.10) = 3(3) - 52(7) :
Vuisanovi¢ [7] otrzymal natomiast nastepujaca zaleznoéé dla okfeélenia glebokosci
wnikania ciepta d(¢):

(4.11) 203‘1;'2i = 5[1 - (i;—‘l)z]-rsz (g) +2881n :_45_'
t3
W drugiej fazie wnikania ciepta réwnanie bilansu cieplnego (2.12) przyjmuje postaé
_ b
(4.12) %f corT(r, t)dr = bq.
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Przyjmujac rozklad temperatury

(4.13) T = 274’1’[(% %) +u(t)] ,

i wyznaczajac u(?) z réwnania (4.12) przy warunku poczatkowym u(¢)),=,, = O po po-
nownym podstawieniu do (4.13) otrzymuje sig

_ 2qb | ot 1 r\?
4.14) T—T[FI—F(—Z—?) —0,125],
0<r<h, L=t

Czas ¢y, po ktdrym rozpoczyna sig druga faza wnikania ciepta wyznacza sig z (4.10)
po podstawieniu § = b. W danym przypadku

b2
(4.15) t = 0,1257.

Rozwiazanie VUIANOVICA ma postaé

2 2
@.16) = T = 3;—’5[2‘7’ + (%%) —0,137], 0<r<b, > 0,137%.
Rozwiazanie dokladne [18] dla wiekszych warto$ci czasu okreSlone jest wyrazeniem (4.14),
a wiec pokrywa si¢ z rozwiazaniem przyblizonym otrzymanym,za pomocg metody bi-
lansu cieplnego.

Poréwnanie rozwiazan przyblizonych ze §cistym [20} rowniez wskazuje, Ze bardziej
dokladne jest rozwiazanie otrzymane za pomoca metody bilansu cieplnego, tak wigc
i w przypadku metody VuianowiIcA [7], nalezy zastosowaé zmodyfikowany profil tem-
peratury w ciatach walcowych i kulistych, aby otrzyma¢ dobra dokiadno$é.

Wydaje sie, 2e ksztalt paraboli drugiego stopnia i krzywej przedstawiajacej dokadny
rozklad temperatury w przypadku cial kulistych i cylindrycznych znacznie si¢ réZnia,
w zwiazku z czym niezaleznie od zastosowanej metody nalezy zmodyfikowaé przyblizony
rozklad temperatury.

5. Wnioski _

Zaproponowany sposéb konstrukcji funkcji przyblizajacej jednowymiarowe, nieusta-
lone pole temperatury uwzglednia ksztalt rozwazanego ciala.

Wykazano réwniez, Ze aproksymacja dokladnego pola temperatury wielomianem
drugiego stopnia w przypadku cial walcowych i kulistych prowadzi do znacznych bledéw.
W pordwnaniu z metoda wyboru rozwigzania przyblizonego przedstawiona przez LAwr-
DNERA | POHLE’A [13] sposéb prezentowany w niniejszej pracy zapewnia wigksza dokladno$¢
obliczenn w drugiej fazie wnikania ciepla i jest fatwy w zastosowaniu, szczegélnie przy nie-
jednorodnych warunkach brzegowych.

10 Mcch. Teorctyczna i Stosowana 2/78
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Pesome

AITIIPOKCHMAILIMS HEYCTAHOBHMBINEI'OCS TEMITEPATYPHOIO IT10OJIA
B ITMJIIMHAOPHYECKUX M CPEPHMUECKHX TEJIAX

B pabote npepnoyien meTon NOAGOpPA MPHGMMYKEHHOrO HEYCTAHOBHBLUELOCS! PACHPENENIEHYs TeM-
NepaTyphl B MWIHHAPHYECKHX H Chepudeckux Tejax. DTOT METOX IPUMEHUM U NpuOimKeHHoro pe-
WEeHHs YPAaBHEHUHA TeMJIo- W MACCONEPEHOCA ¢ IIOMOLIBIO METOMOB, HCIIONB3YIOMMX MOHSITHE IilyOWHbI
NPOHMKaHMA Tela, B xadecrse mprumepa IpUMEHEHHS METOA PACCUUTAHO PaCHpeNelieHHe TeMIIepaTypbl
B [I0JIOM IHIMHAPE A CNydas IOCTOSHHOTO TEryIoBOro IOTOKA K BHYTDEHHE CTEHKE M TENUIOM30JIH-
poBanHOH BHewHeH creHxe. VICIIONb30BaH MHTErPAJILHLIN MeTOX TerioBoro Gamamca. Ha ocHose como-
CTaBNEHUA TPHOMMIKEHHBIX PENIeHHH C TOUHLIM yCTAHOBJIEHO, YTO Opensaraemelil meroxn Gosee TOUEH,
yem meTon Jlapmepa u ITona [13], ocobenno pns Gonpmmx agadenuii Bpemeny, [JoKasaHo, UTto B CIIydae
UMITHHAPHYECKUX TeJl BAPHALMOHHBIM MeTol BysHoBuua [7], KaK M Apyrue MeTonsnl, TpeGyer momudu-
KauH napafonmMgeckoro pacnpenesesus TeMIIepaTyphl.
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Summary

APPROXIMATION OF THE TRANSIENT TEMPERATURE FIELD IN CYLINDRICAL AND
SPHERICAL BODIES

The paper presents a method for the choice of the approximate temperature distribution in the bodies
of cylindrical and spherical geometry. The method is appropriate for solving any problem governed by
diffusion — type equation with the aid of the methods using the concept of thermal boundary Jayer. Par-
ticular cases considered in this paper include the transient temperature distributions in a hollow cylinder
in the case of heat being transferred at a constant rate to the inner wall surface, while the outer wall surface
is insulated against heat losses. It is found that, for problems involving polar or spherical symmetry, Lar-
dner’s and Pohle’s methods are inappropriate because the solution does not tend to the proper form of the
steady — state solution in the limit for large time (in the second phase of heat penetration). It is shown
that Vujanovic’s variational method [7] cannot be improved to i)roduce better results with parabolic tem-
perature distribution in a cylindrical body.

INSTYTUT APARATURY PRZEMYSEOWEJ
1 ENERGETYKI POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ
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