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Wykaz waż niejszych  oznaczeń

a  promień wewnę trzny  walca,
b  promień zewnę trzny walca,
c  ciepło właś ciwe,

C0,Cy,C2  stałe,
%•  1

Fo  =  liczba  Fouriera,

J0(x),  Jx(x)  funkcje  Bessela  I  rodzaju,  odpowiednio  rzę du  zerowego  i  pierwszego,
b

k  — —  stosunek  promienia zewnę trznego walca  do wewnę trznego,
a
/ = i - < 5 ( 0,

m, n  liczby naturalne,
q  strumień cieplny  na  wewnę trznej  powierzchni  walca,

Q  =  2naq
r  promień,

M = —  promień  bezwymiarowy,
a
S  powierzchnia  ograniczają ca  ciało  o  obję toś ci  V,
t  czas,

T*  temperatura dokładna,
T  temperatura przybliż ona,

7̂   temperatura począ tkowa,
U  temperatura zewnę trznej ś cianki walca,
V  obję tość ciała,

bezwymiarowa  temperatura zewnę trznej  ś cianki  walca,
qa

Y0(x),  Yi(x)  funkcje  Bessela  I I  rodzaju  odpowiednio rzę du zerowego  i  pierwszego,
<5(/)  gł ę bokość wnikania ciepła (rys. 1),

S
V  "  1 + — ,

a
]L(T*   T ")

0* =  .•   temperatura  bezwymiarowa,  dokładna,
qa

X(T~T0)0  =  temperatura bezwymiarowa,  przybliż ona,
qa

K =  współczynik  wyrównania  temperatury,
CQ

A  współczynnik przewodzenia ciepła,
ft„,   dodatnie  pierwiastki  równania  charakterystycznego,

g  gę stość materiału walca,
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1.  Wstęp

Dokł adność analitycznych metod przybliż onych w znacznym stopniu zależy  od  funkcji
aproksymują cej  dokł adne pole  temperatury.  Brak  reguł   konstruowania  rozwią zań  przy-
bliż onych  utrudnia praktyczne  zastosowanie  wymienionych  metod. Z tych  też wzglę dów,
w  ostatnich  latach prowadzone są  prace nad zasadami  wyboru  rozwią zań  przybliż onych
zapewniają cych  dostateczną   ich dokł adność i  eliminują cych  z  obliczeń  przypadkowoś ć.

Oryginalne  procedury  konstruowania  rozwią zań  przybliż onych w  metodzie  KAN TO-
ROWICZA  prezentowane  są   w  pracach  KERRA  [1]  oraz  KRAJEWSKIEGO  [2,3].

W  niniejszej  pracy przedstawiono sposób  wyboru  rozwią zań przybliż onych w metodach
wykorzystują cych  koncepcję   gł ę bokoś ci  wnikania  ciepła  [4- 8], oparty na metodzie  uś red-
niania  funkcjonalnych  poprawek  [9,  10].

Zwykle  funkcja  aproksymują ca  dokł adny nieustalony  rozkł ad  temperatury jest  wielo-
mianem  drugiego  stopnia  współ rzę dnej  r  [5, 10, 11] niezależ nie  od tego  czy rozważ ane
ciało jest pł askie, walcowe  czy kuliste.  Tak prosta  funkcja  przybliż ają ca  w wielu  przypad-
kach  nie zapewnia  dostatecznej  dokł adnoś ci  rozwią zań,  dlatego  też w  dotychczasowej
literaturze  znane są  metody  konstrukcji  funkcji  przybliż ają cych  pozwalają cych  otrzymać
rozwią zania  bardziej  dokł adne,  szczególnie  w przypadku  ciał   pł askich  [4, 12]. Również
w  przypadku  ciał   walcowych  i  kulistych,  jak  wykazał   LARDNER  [13, 14],  paraboliczny
rozkład  temperatury  wymaga  modyfikacji.

Zaproponowana  przez  LARDNERA  modyfikacja,  jak wykazano  w dalszej  czę ś ci  pracy,
jest  w  wielu  przypadkach  zawodna.  Z tych  też wzglę dów  przedmiotem  niniejszej  pracy
jest  wybór  funkcji  przybliż ają cych  dokł adne,  jednowymiarowe,  nieustalone  pole  tempe-
ratury  w  ciałach  walcowych  i  kulistych.

2. Konstrukcja  przybliż onego  rozkł adu temperatury

Przy  konstrukcji  funkcji  przybliż ają cej  dokł adny  rozkł ad  temperatury  wykorzystana
zostanie  metoda  uś redniania  funkcjonalnych  poprawek  [9].

Wymieniona  metoda jest  stosowana  do przybliż onego  rozwią zywania  równań róż nicz-
kowych  nieustalonego  przewodzenia  ciepła  [10]. Należy  jednak  podkreś lić,  że  funkcją
przybliż ają cą   dokł adny  rozkł ad  temperatury  jest  parabola  drugiego  stopnia  niezależ nie
od  kształ tu ciała  [10], co sprawia,  że dokł adność otrzymywanych  wyników  w  przypadku
ciał   walcowych  i  kulistych  nie jest  zbyt  duż a.

W  niniejszej  pracy  równanie  przewodzenia  ciepła

(2.1)  div(A  grad  2"*) =  co—-—,
ot

w  oparciu  o  metodę   funkcjonalnych  poprawek  przybliż ono  równaniem

1  f  8T  . ..
(2.2)  div(A grad T) = cQy  J ~Jfdv-

v
Łatwo  zauważ yć,  że lokalną   szybkość  zmian  temperatury  w czasie  w  równaniu (2.1)

zastą piono  w  równaniu  (2.2) szybkoś cią   uś rednioną   po  całej  obję toś ci  ciał a.
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Ponieważ  ś rednia  szybkość  zmian  temperatury  ciała  nie zależy  od  współrzę dnych
(CQ =  const), wię c  z  (2.2)  wynika, że

(2.3)  div(2 grad  T)  = / ( / ),

gdzie

(2.4)

W  celu  wykazania  zwią zku  równania  (2.2) z metodą   bilansu  cieplnego  [4], równanie
(2.3)  zostanie  scałkowane po  obję toś ci

(2.5)  J div(A grad  T)dV  = f(t)  J  dV.
v  v

Stosując  do przekształ cenia  lewej  strony  równania  (2.5)  regułę   Gaussa- Ostrograds-
kiego i uwzglę dniając  w (2.5) zależ ność  (2.4), otrzymuje  się   równanie  bilansu  cieplnego dla
ciała  o  obję toś ci  V  ograniczonego  powierzchnią   S  i

(2.6)  J  Mgrad  7WS1 =  J CQ~dV,
s  v

Tak wię c równanie  (2.6) jest równoważ ne  równaniu  (2.2) pod warunkiem, że tempera-
tura  przybliż ona  spełnia  równanie  (2.3).  Przy  praktycznym  rozwią zywaniu  zagadnień
nieustalonego  przewodzenia  ciepła  równanie  (2.3)  pozwala  wyznaczyć  funkcję   przybliż a-
ją cą   dokładny  rozkład  temperatury,  natomiast  równanie  (2.2)  lub (2.6) — funkcję ,  f{t).
Należy  podkreś lić,  że  równanie  (2.3) może  być stosowane  do okreś lania  temperatury
przybliż onej  w innych metodach niż omówione wyż ej metody uś redniania  funkcjonalnych
poprawek  i bilansu  cieplnego.

Z  uwagi  na fakt,  że  metody  przybliż onego  rozwią zywania  równań  róż niczkowych
wykorzystują cych  gł ę bokość  wnikania  ciepła stosowane  są  dotychczas  do  równań jedno-
wymiarowych,  wię c równanie  (2.3) zapisane  dla pola jednowymiarowego  przyjmuje  postać

Po  dwukrotnym  scałkowaniu  po r  (2.7)  przy  założ eniu, że X =  const  otrzymuje, się
przybliż ony  rozkład  temperatury:

(2.8)  T m j  C0r
2  + d  r+C2,  gdy n = 0 (ciała płaskie),

(2.9)  T -   - T C0r
2  + C1lnr+   C2  gdy  w = 1  (ciała  walcowe),

(2.10)  T = \  C0r
2-   ^-   + C2,  gdy n = 2  (ciała kuliste),

gdzie

r  -

9  Mech.  Teoretyczna  i  Stosowana  2/78
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Równanie  (2.2) przyjmuje  postać

r"  8r  \M  8r ~ C e

natomiast równanie  (2.6)

(2.12)
8T
8r

' + 1  (W
l - r ?+ l  J  8t

r2

r 8T „,
cQ—rndr.

r,   J  Ot

3.  Przykł ad  obliczeniowy

Zastosowanie  przedstawionej  procedury  zostanie  zilustrowane  na  przykł adzie  obli-
czania  nieustalonego pola  temperatury w  nieskoń czenie  dł ugim wydrą ż onym  walcu,  któ-
rego zewnę trzna ś cianka jest izolowana cieplnie, nagrzewanym  na wewnę trznej powierzchni
stałym  strumieniem  cieplnym.  Temperatura począ tkowa  walca  jest  stała  i  niezależ na  od
promienia.

Pole  temperatury  w  walcu  okreś lone  jest  równaniem  róż niczkowym  przewodzenia
ciepła

(3-D

warunkami  brzegowymi

(3.2)

(3.3)

8T*

ST*

JLJLI  dT*\
=  r  8r\  8r  \ '

dr

8T*
8r

= 0,

Ina
=  - 9,

oraz  warunkiem  począ tkowym

(3.4) =  T0.

Wprowadzając  współ rzę dne  bezwymiarowe  okreś lone  w  wykazie  oznaczeń  otrzymu-
je  się

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

0d* 86*

~dR

80*
8R

86*

= 0

-   - I,
8R

0*|F O-O  =  O.
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Dokł adne  rozwią zanie  sformułowanego  problemu  moż na znaleźć  w pracach  [15,  16]
a  także ł atwo otrzymać je  z wyraż enia  (5.5.16) pracy  [17] wykorzystując  zależ ność  (5.5.19).
W  niniejszej  pracy  przybliż one  pole  temperatury  okreś lone  zostanie  za  pomocą   metody
bilansu  cieplnego,  okreś lonej  równaniem  (2.12),  które  jest  równoważ ne  równaniu  (2.11).

Rys.  1. Rozkład  temperatury  w  wydrą ż onym  walcu  nagrzewanym  na wewnę trznej  powierzchni  stałym
strumieniem cieplnym

1  cylinder,  2  izolacja  cieplna,  Ti  i  Tu  —  temperatura w pierwszej  i  drugiej  fazie  wnikania  ciepła

Podobnie  jak  w  innych metodach stosują cych  koncepcję   gł ę bokoś ci  wnikania  ciepła pro-
ces  wnikania  ciepła podzielony  zostanie  na  dwie  fazy.  Rozkł ad temperatury w  I  i  I I   fazie
wnikania  ciepła  przedstawiony  jest  schematycznie  na  rys.  1.  Równanie bilansu  cieplnego
(2.12)  w  pierwszej  fazie  wnikania  ciepł a,  zapisane  w  formie  bezwymiarowej  ma  postać

(3.9) R
8R dFo / ORdR.

Uwzglę dniając  warunek brzegowy  (3.7) oraz warunki  wynikają ce  z definicji  gł ę bokoś ci

wnikania  ciepła  [5],  t j.

(3.10)

(3.11)

równanie  (3.9)  ma  postać

(3.12)

dR =  o ,

dFo

'i

/
0RdR  = 1,
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Przybliż ony  rozkład  temperatury  zapisany  w  formie  bezwymiarowej,  zgodnie  z  (2.9)
okreś lony  jest  wyraż eniem

1
(3.13)  6 = - TC0R

2  +  C1\nR+C2.

Po wyznaczeniu stałych Co, Ct  i C2  z warunku brzegowego  (3.7) oraz warunków  (3.10)
i  (3.11)  i ponownym ich podstawieniu  do  (3.13), przybliż ony  rozkł ad temperatury w  I  fa-
zie  wnikania  ciepła  okreś lony  jest  wyraż eniem

(3.14)  0 =   - X

0 = 0,  rj^R^k.

Podstawiając  (3.14) do (3.12) i całkując otrzymane równanie róż niczkowe przy  warunku
począ tkowym

otrzymuje  się

(3.15)

Dla wię kszych  wartoś ci  t],  a wię c  i wię kszych  wartoś ci  liczby  Fouriera, z  (3.15)  otrzymuje
się

(3.16)  »?2 «8 F o.

Temperatura  wewnę trznej  powierzchni  rury  d„  dla  wię kszych  wartoś ci  Fo  wynosi

(3.17)  e.M  -

Uwzglę dniając  w  (3.17)  zależ ność  (3.16)  otrzymuje  się   ostatecznie

(3.18)  ds  = 01, ., w ylnf- j^o)  =  y l

Rozwią zanie  dokładne  dla  wię kszych  wartoś ci  Fo  ma  postać  [18]

(3.19)  6S = I ln (2, 24F o).

Ponieważ przybliż one  okreś lanie pola temperatury w wydrą ż onym  walcu  nagrzewanym
od .wewną trz  w  I  fazie  wnikania ciepła jest identyczne jak  w przypadku  pustki  cylindrycz-
nej,  wię c  jest  moż liwe  porównanie  otrzymanych  wyników  z podanymi  przez  LARDNERA

i  POHLE'A W pracy  [13]. LARDNER i  POHLE stosując  przybliż ony  rozkład temperatury okreś-
lony  wyraż eniem

(3.2o)  r- -g  g j f f A
r  = o, r\
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otrzymali  nastę pują cą   zależ ność dla Fo(rj)

(3.21)  Fo  =  -   [(72^- 96*7 + 36)^7?- 13

Dla  wię kszych  wartoś ci  Fo temperatura powierzchni  pustki  okreś lona jest  zależ noś cią

(3.22) 0s  =  i l n ( 3 , 32F o ).

Z  porównania  przedstawionych  rozwią zań  wynika,  że  rozwią zanie  (3.18)  otrzymane
w niniejszej  pracy  lepiej  aproksymuje  rozwią zanie  dokł adne (3.19)  w porównaniu z  wyni-
kiem  (3.22) otrzymanym przez  LARDNERA  i  POHLE'A.  Stwierdzenie  to jest słuszne dla wię k-
szych  wartoś ci  liczby  Fouriera.

2.0

1.6

1.2

0.6

0,4

0,0

-

-

i  /

—  —  3

. - >

1

- - -

1 1  — - •

2.0 4,0 6.0 8,0  FO 10.0

Rys. 2. Rozkład temperatury wokół  pustki cylindrycznej w zależ noś ci od czasu
1  —  niniejsza  praca (3.14), 2 —  metoda Lardnera i Pohle'a (3.20), 3 —  rozwią zanie  dokł adne [20]

Porównanie  wartoś ci  temperatury  okreś lonych  wzorem  (3.14)  otrzymanym  w  niniej-
szej pracy z rozwią zaniem  LARDNERA  i  POHLE'A  (3.20) oraz rozwią zaniem  dokładnym [20]
dla  mniejszych  wartoś ci  liczby  Fouriera F o, dla  róż nych  wartoś ci  promienia i? przedsta-
wiono  na  rys.  2.  Z przedstawionego  porównania  wynika,  że  dla  mniejszych  wartoś ci  Fo
rozwią zanie  otrzymane przez  LARDNERA  i  POHLE'A  jest dokładniejsze  od  przedstawionego
w niniejszej  pracy.

Należy jednak podkreś lić, że w miarę  upł ywu czasu bardziej  dokł adne staje  się  rozwią -
zanie prezentowane w pracy. Zarówno rozwią zanie  (3.14) jak  i  (3.20) znacznie lepiej  aprok-
symują   rozwią zanie  dokł adne  w  porównaniu  z  wynikami  otrzymanymi  przy  założ eniu
parabolicznego  rozkł adu  temperatury,  o  czym  ś wiadczy  porównanie  przeprowadzone
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w pracy  [13]. Widać to również z rys.  3, gdzie porównano wartoś ci  temperatury obliczone
według  wzorów  (3.14)  i  (3.20) z temperaturą   okreś loną   parabola  drugiego  stopnia  [13]

(3.23)  °- ^h)^-R^ l**«l>

gdzie  t] okreś lone  jest  równaniem  [13]

(3.24)  24  Fo =   ( J ? - 1 )3 + 4 ( J J - 1 )2 .

Nastę pnie rozważ ona zostanie druga faza  wnikania ciepła (rys.  1), która rozpoczyna się
z  chwilą   gdy  gł ę bokość  wnikania  ciepła  staje  się   równa  gruboś ci  ś cianki  walca,  tj.  gdy
r\  = k.

Czas,  po  upływie  którego  nastę puje  druga  faza  wnikania  ciepła  oznaczmy  przez  tlt

a  odpowiadają cą   mu liczbę  Fouriera przez F o j. Wartoś ci  Foj  łatwo wyznaczyć w każ dym
z  rozważ anych  przypadków  podstawiając  rj = k w równaniach  (3.15),  (3.21)  i  (3.24).
Równanie bilansu cieplnego otrzymuje  się  z równania  (2.12) po uwzglę dnieniu, że t\  —  a,
r2  -  b oraz  warunku  brzegowego  (3.2). Przekształcając  otrzymane  tak  równanie do po-
staci  bezwymiarowej  otrzymuje się

k

(3.25)  ~ -  |  ORdR  = 1,  Fo > F oŁ .
at0  J

Podobnie jak  w pierwszej  fazie  wnikania ciepła  rozkład temperatury w I I  fazie  przybli-
ż ony zostanie funkcją   (3.13), Po wyznaczeniu  stałych Co,  C t i C2 z warunków  brzegowych
(3.6) i  (3.7)  oraz z warunku  (rys. 1)

(3.26)  0\R=k  =   X(M~To)  = w
(jCŁ

i ponownym ich podstawieniu  do  (3.13), rozkład temperatury okreś lony jest  wyraż eniem:

n r 7 .  n_}_  1  2  k2  .  fc2lnfc  1  k2

{  '  2 k2- \  k2- l  k2- l  2k2- \

Fo  >  F ox,  1 ̂   R ^ k.

Podstawiając  (3.27)  do  (3.25) i całkując  otrzymane  równanie  róż niczkowe  przy  wa-
runku  począ tkowym

W\FO=FO1  =  0

otrzymuje  się

(3.28)  w =  ^ °  *°- V-,  F o > F oi,
fc  l

gdzie  F ox  wyznaczone z  (3.15)  po  podstawieniu  rj = k  wynosi

(3.29)  F o1= l( /
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Po  podstawieniu  (3.28)  do  (3.27)  z  uwzglę dnieniem  (3.29)  pole  temperatury  w  drugiej

fazie  wnikania  ciepła  okreś lone  jest  wyraż eniem  •

7?/   '  ( & 2 - l )2  2(A;2- 1)  4k2- \^k2

Fo  >  FOi.

Dokł adne  rozwią zanie  rozważ anego  zagadnienia  ma  postać  [15,  16]

(3.31)  0*  =   0ą+0n,

gdzie

«,„   .  k  ,  I  k\  k  ,  ,  / c i ?  A;  + l  2

(3.32)  e ^ ^ ^ l ^ j + l /   +

(3.33)  0„ =  - 7
mml

gdzie

Cm(k)  =  -
M

a  / um są  dodatnimi pierwiastkami  równania  charakterystycznego

=  0.

Z  porównania  (3.30) z  (3.31) wynika,  że  rozwią zanie  przybliż one  w drugiej  fazie  wni-
kania  ciepła jest  identyczne z  rozwią zaniem  dokł adnym  6„  okreś lają cym  pole temperatury
w stanie quasi- stacjonarnym.  Bł ąd  spowodowany  pominię ciem szeregu  nieskoń czonego 0„

w  rozwią zaniu  (3.31) dla  róż nych wartoś ci  liczb  Fouriera i stosunku promienia zewnę trz-
nego  do  wewnę trznego  walca  moż na  wyznaczyć  z  rys.  5 pracy  [15]. W przypadku  rury
o  stosunku  promienia  zewnę trznego  do  wewnę trznego  równym  k  = 5/3,  maksymalna

wartość  —£•
R= l

wynosi  |  -   —
" / i . R = l

0,085 zgodnie z pracą  [15]  i wystę puje  na po-

czą tku  drugiej  fazy  wnikania  ciepł a,  tj.  dla  Fo = 0,073.  Wartość  —
\

szybko  jed-
\

nak  maleje  i dla  Fo  =  0,2 jest  praktycznie  równa zeru, czyli  od  tego  momentu w ś ciance
rury  ustala  się  quasi- stacjonarne  pole  temperatury.  D la  porównania  rozważ my  drugą
fazę  wnikania  ciepła przy  aproksymacji  pola  temperatury wielomianem drugiego  stopnia
od  r i wedł ug metody  LARDNERA.  W pierwszym  przypadku  pole  temperatury przybliż one
zostanie wielomianem  i

(3.34)  0 = Cotf  + C^R + Ci.

Po  wyznaczeniu  stał ych Co,  C t  i  C2  z warunków  brzegowych  (3.6), (3.7) i  (3.26) i po-

nownym  ich podstawieniu  do  (3.34)  otrzymuje  się

(3- 35)  6  -   *  (lc~R)*+w.
Z\K 1)
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Podstawiając  (3.35)  do  (3.25)  i  cał kując  otrzymane  równanie  róż niczkowe  przy  wa-
runku  począ tkowym

otrzymuje  się

(3.36)

Bl  = 0

lCFb- Foj)
A: 2- l  '

gdzie  FO]  wyznaczone  z  (3.24), po  uwzglę dnieniu,  że  v\  =   k,  wynosi

(3.37)

Uwzglę dniając  (3.36) w  (3.35) pole  temperatury w drugiej  fazie  wnikania  ciepła  okreś-
lone jest  wyraż eniem

(3.38)
/ c2 - l  12  Jfc+1

Fo

1.0  1,1  1.2  1,3  W  15  R  1.6  1,6(6)

Rys.  3. Rozkład  temparatury  w wydrą ż onym walcu w pierwszej  i drugiej fazie wnikania ciepła  dla  róż nych
liczb  Fouriera

1 —  niniejsza  praca  (3.14)  i  (3.30),  2 —  metoda  Lardnera  i  Pohle'a  (3.20)  i  (3.43),  3 —  paraboliczny  rozkł ad  temperatury  (3.23)
i  (3.38),  4 —  rozwią zanie  dokł adne  (3.31)

W drugim przypadku przybliż one pole  temperatury zgodnie z metodą  LARDNERA ma postać

(3.39)  0  -   C0(k- R)Hn l~\  +   d .
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Po  wyznaczeniu  stał ych z  warunków  brzegowych  (3.7)  i  (3.26)  i ponownym  ich podsta-
wieniu  do  (3.39)  otrzymuje  się

(3.40)  0  -   77-

Podstawiając  (3.40)  do  (3.25)  i  całkują c  otrzymane  równanie  róż niczkowe  przy  wa-

runku począ tkowym  WJFC^FO!  =  0 otrzymuje  się

(3.31)  "

gdzie  F oi  wyznaczone  z  (3.21), po podstawieniu  i]  =  k,  wynosi

(3.42)  Foi  -   [(72 fc2 -   96A:+36) In A:- 13A;*+36fc2  -   32yt+ 9] x

Podstawiając (3.41) do  (3.40) i uwzglę dniając  (3.42) otrzymuje się

(3- 43)  0 = TTTMFoiL. .Ł _ iv( *- *) aW- #) +^ r- W2k2- 96k  + 36)lnkr

- I3k4+36k2- 32k+9][12(ki- l)(l- k)x(2lak+k~l)]-1,

Fo

N a  rys.  3 przedstawiono pole  temperatury w wydrą ż onym  walcu  o stosunku promienia
zewnę trznego  do  wewnę trznego  k  — 5/3.  Czas  bezwymiarowy  F ox , po  którym  nastę puje
druga  faza  wnikania  ciepła zależy od funkcji  przybliż ają cej;  dokł adny rozkł ad temperatury
i  obliczony  według wzorów  (3.29),  (3.37)  i  (3.42) dla  k  — 5/3 wynosi  odpowiednio F ox  =
=  0,0730,  F ot  =  0,0864 i  FOi = 0,0358.  Z porównania przedstawionego  na  rys.  3 wynika
że  w  drugiej  fazie  wnikania  ciepła  rozwią zanie  przedstawione  w  niniejszej  pracy  najlepiej
aproksymuje  rozwią zanie  dokł adne.  Najmniej  dokł adny jest  rozkł ad temperatury  wyzna-
czony  wg  metody  LARDNERA.

2Fo
N a  rys.  4  i  5  przedstawiono  porównanie  funkcji  6q~  73—^- obliczonej  dla  drugiej

2Fo
fazy  wnikania  ciepła wedł ug wzorów  (3.30),  (3.38 i  (3.43) z funkcją dq-   p —= -   obliczoną

wedł ug wzoru  (3.32).
Z  przedstawionych  rysunków  wynika,  że  sposób  aproksymacji  pola  temperatury  za-

proponowany  w  niniejszej  pracy  zapewnia  najwię kszą   dokł adnoś ć, gdyż  w  stanie  quasi-
stacjonarnym przybliż ony  i dokł adny rozkł ad temperatury są  identyczne. Należy podkreś lić,
że jest  to  cecha bardziej  ogólna  przedstawionego  w  pracy  sposobu  aproksymacji  dokład-
nego pola temperatury. Identyczność przybliż onego  pola temperatury okreś lonego wg (2.3)
i  dokł adnego wynika  stą d, że w stanie stacjonarnym  funkcja  f(t)  jest równa zeru  i rozwią -
zanie przybliż one  okreś lone  wedł ug  (2.3) i dokł adne w stanie stacjonarnym  są  identyczne.

Powyż sze  uwagi  nie  dotyczą   innych  sposobów  aproksymacji  pola  temperatury omó-
wionych  w  niniejszej  pracy.  ,.  .
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[258]
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4.  Omówienie innych prac

Sposób  wyboru  funkcji  aproksymują cej  nieustalony  rozkład  temperatury w ciałach
walcowych  i  kulistych  przedstawił   LARDNER  i  POHLE  [13, 14].

W  wymienionych  pracach przybliż ony  profil  temperatury  zaleca  się   wybierać  w  po-
staci

(4.1)  T{r, t) =  W(r)lnr

w  przypadku  ciał   walcowych  oraz  postaci

(4.2)  T(r,t)=W{r)- l,

w przypadku  ciał  kulistych,  gdzie  W(r) jest wielomianem współ rzę dnej r.
O  ile w przypadku  ciał  kulistych  sposób  ten nie budzi zastrzeż eń, to w przypadku  ciał

walcowych  nasuwają   się  pewne  wą tpliwoś ci.
LARDNER i POHLE  [13] analizując  pole  temperatury wokół  pustki cylindrycznej  nagrze-

wanej  stałym  strumieniem  cieplnym,  aproksymowali  rozkład  temperatury  wyraż eniem

(4.3)  T =  - .  /   \  °  - L.

T=  0,

Łatwo sprawdzić, że wybierając  profil  temperatury w postaci (4.1) z uwzglę dnieniem, że

W(r)=  Co+dr+Czr2

i  okreś lając  współczynniki  Co, Ci i C2 z warunków  brzegowych  (3.3) oraz  (3.10) i (3.11)
zapisanych w postaci  wymiarowej  nie  otrzyma się  wyraż enia  (4.3). Łatwo  natomiast je
uzyskać,  okreś lając  rozkład  temperatury  wyraż eniem:

(4.4)  r -

i  okreś lając  stałą   C z warunku  brzegowego  (3.3).
Zauważ my, że wybór mnoż nika logarytmicznego w (4.4) nie jest jednoznaczny. W miejsce

In  Fm oż na wybrać  np.  In- r-lub  In—?  ^- , gdzie p > 1 i warunki brzegowe  wynika-
a+o  o  p{a+o)

ją ce z definicji  gł ę bokoś ci wnikania ciepła, tj.  (3.10) i (3.11) bę dą  nadal spełnione.
Ponadto  zachodzi  pytanie, jak wybrać  przybliż ony  rozkład  temperatury w  drugiej

fazie  wnikania  ciepła, gdy  warunki  brzegowe  na  zewnę trznej  i wewnę trznej  powierzchni
rury  są  niejednorodne»

Omówione  tu trudnoś ci  potwierdza  czę ś ciowo  sposób  w jaki  uwzglę dnione  zostały
zalecenia  LARDNERA  i  POHLE'A  W pracy  [19].  Poza  tym  dokładność aproksymacji  pola
temperatury w I I   fazie  wnikania  ciepła jest niedostateczna.
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Problemy  wyboru  funkcji  aproksymują cej  w  przypadku  ciał   walcowych  porusza  rów-
nież VUJANOVIC  w pracy  [7]. Autor  stwierdza, że przedstawiona  przez niego metoda  przy-
bliż onego  rozwią zywania  równań  róż niczkowych  nieustalonego  przewodzenia  zapewnia
dostateczną   dokł adność przy  aproksymacji  pola  temperatury  wielomianem  I I   stopnia,
niezależ nie  od  kształ tu  ciała  i  demonstruje  to  okreś lając  nieustalone  pole  temperatury
w pełnym walcu  ogrzewanym  na powierzchni stał ym strumieniem cieplnym. N a podstawie
rozwią zania  tego  samego  problemu  zostanie  wykazane,  że  stwierdzenie  to  jest  niepraw-
dziwe.

Pole  temperatury  w  walcu  okreś lone  jest  przez  równanie  róż niczkowe  (3.1),  warunki
brzegowe

(43)

= 0,

gdzie  b  oznacza  promień  zewnę trzny  walca,  i  warunek  począ tkowy

(4.5)  r |, _0  -   0.

Równanie  bilansu  cieplnego  (2.12) w  I  fazie  wnikania  ciepł a,  uwzglę dniając  że  w  roz-
waż anym przypadku  rx  =   b — d(t)  i  r2  =  b,  ma  postać

6

(4.8) 4

Wybierając  podobnie, jak  VUJANOVIC  [7] paraboliczny  rozkł ad temperatury

gdzie  I  =  b—d,  podstawiając  (4.9)  do  (4.8)  i  uwzglę dniają c,  że  ó |,= 0  =  0, otrzymuje  się

b2  6\b]  7A\b]  '

VUJANOVIC  [7]  otrzymał   natomiast  nastę pują cą   zależ ność  dla  okreś lenia  gł ę bokoś ci
wnikania ciepła  6  (t):

4

W  drugiej  fazie  wnikania  ciepła  równanie  bilansu  cieplnego  (2.12)  przyjmuje  postać

(4.12)  - f
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Przyjmując  rozkł ad  temperatury

i  wyznaczając  u(t)  z  równania  (4.12)  przy  warunku  począ tkowym  u(t)\ ,= tl  =  0  po po-
nownym  podstawieniu  do  (4.13)  otrzymuje  się

0  < r  ^ b, t> ti.

Czas  t l t  po  którym  rozpoczyna się   druga  faza  wnikania  ciepła  wyznacza  się  z  (4.10)
po  podstawieniu  d  =   b. W danym przypadku

(4.15)  tt  =   0, 125—.

Rozwią zanie  VUJANOVICA  ma postać

(4.16)  r  = ^ [ - g - + ( ~ ) - 0 , 1 3 7 ],  O^r^b,  t> 0,137- ^-.

Rozwią zanie dokł adne  [18] dla wię kszych  wartoś ci czasu okreś lone jest wyraż eniem (4.14),
a  wię c  pokrywa  się   z  rozwią zaniem  przybliż onym  otrzymanym ,za  pomocą   metody  bi-
lansu cieplnego.

Porównanie  rozwią zań  przybliż onych  ze  ś cisłym  [20]  również  wskazuje,  że  bardziej
dokł adne  jest  rozwią zanie  otrzymane  za  pomocą   metody  bilansu  cieplnego,  tak  wię c
i  w  przypadku  metody  VUJAN OWICA  [7], należy  zastosować  zmodyfikowany  profil  tem-
peratury w  ciał ach walcowych  i kulistych, aby  otrzymać dobrą   dokł adnoś ć.

Wydaje  się ,  że  kształt paraboli  drugiego  stopnia  i krzywej  przedstawiają cej  dokładny
rozkł ad  temperatury  w  przypadku  ciał   kulistych  i  cylindrycznych  znacznie  się   róż nią,
w zwią zku  z czym  niezależ nie od  zastosowanej  metody należy zmodyfikować  przybliż ony
rozkł ad temperatury.

5.  Wnioski,

Zaproponowany  sposób  konstrukcji  funkcji  przybliż ają cej  jednowymiarowe, nieusta-
lone  pole  temperatury  uwzglę dnia  kształt  rozważ anego  ciał a.

Wykazano  również,  że  aproksymacja  dokł adnego  pola  temperatury  wielomianem
drugiego  stopnia w przypadku  ciał  walcowych  i kulistych prowadzi do znacznych bł ę dów.
W  porównaniu z  metodą   wyboru  rozwią zania  przybliż onego  przedstawioną   przez LAR-
DNERA i POHLE'A [13] sposób prezentowany w niniejszej pracy zapewnia wię kszą  dokł adność
obliczeń w drugiej  fazie  wnikania  ciepła i jest  ł atwy w zastosowaniu,  szczególnie przy nie-
jednorodnych warunkach  brzegowych.

10  Mcci).  Teoretyczna  i  Stosowana  2/78
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ypaBiieiiHH  Termo-   H Macconepeiioca  c  noMomtio  Me- roflOB,  Hcnojib3yiorqnx  nonfmie  rjiySuHbi

Tenjia.  B Ka^ecTBe npiiMepa  npHiwenenHa MeTOfla pacc^iHTano pacnpeflejiemie  TeMnepaTypti

B  nonoM   qHJiHHflpe  HJIH  cjiy^aH  nocTOHHHoro  TenjiOBoro  noTOKa K BHyTpeHHeft  CTemce H TenjioH3OJiH-

BHemneH  CTeHKe. HcnojiB3OBaH  HHTerpajibHbift  MeTOfl TenjiOBoro  6anaHCa.  H a ocHOBe  cono-

npHSjiHweiniwx  penieHHH  c  TO^HBIM  yeraHOBjieHOj  >no npefljiaraeMbift  Meioa  6ojiee  To^eHj
lieM  MeTOfl JIapflHepa  H I loji a  [13]) oco6eHHO fljiH  6ojibuiHX  3HaMeHHfi  BpeMeint. J^0Ka3aH0j  UTO B cnyiae

Ten  BapaaqHOHHWH  M M OR  ByaHOBH â  [7] 3 KBK H  flpyrne  MeTOflbi,  Tpe6yeT

pacrrpe#ejieHHJł
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S u m m a ry

APPROXIMATION  OF THE  TRANSIENT  TEMPERATURE  FIELD  IN CYLINDRICAL  AND
SPHERICAL BODIES

The paper presents a method for the choice of the approximate temperature distribution in the bodies
of  cylindrical  and  spherical  geometry.  The  method is appropriate for solving any  problem  governed by
diffusion  —•  type equation with  the aid of the methods using  the concept of thermal boundary  layer.  Par-
ticular  cases  considered  in this  paper  include the transient temperature distributions  in a hollow  cylinder
in the case of heat being transferred  at a constant rate to the inner wall surface, while the outer wall  surface
is  insulated  against  heat losses. It is found  that, for problems  involving polar or spherical symmetry,  Lar-
dner's and Pohle's methods are inappropriate because  the solution does not tend to the proper form of the
steady —  state solution in the limit for large  time  (in the second  phase of heat penetration). I t is shown
that Vujanovic's  variational  method  [7] cannot be  improved  to produce better results  with  parabolic tem-
perature  distribution  in a  cylindrical  body.

INSTYTUT APARATURY  PRZEMYSŁOWEJ
I  ENERGETYKI  POLITECH N IKI   KRAKOWSKIEJ
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