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1. Wstep

Problem propagacji fal uderzeniowych w niejednorodnych, politropowych o$rodkach
plastycznych jest ciagle aktualny i otwarty. Byl on juz rozpatrywany przez wielu autoréw.
I tak, w monografii [1] przedstawione jest rozwigzanie problemu propagacji plaskich, cy-
lindrycznych i kulistych fal uderzeniowych w suchym, niejednorodnym gruncie, modelo-
wanym gazem plastycznym [2]. Zastosowano tutaj skokowa aproksymacje niejednorod-
nosci ofrodka, przy zachowaniu stalej jego gestosci za frontem fali (gaz plastyczny). Za-
gadnienie propagacji plaskiej fali uderzeniowej w o$rodku tréjsktadnikowym ze stala ge-
stoScia w strefie obciazenia wraz z odbiciem od nieruchomej przegrody rozpatrzono
w pracy [3). W kolejnych publikacjach [4—6) podano efektywna metode konstrukcji
zamknigtych rozwigzan propagacji fal sprezysto-plastycznych typu uderzeniowego w okres-
lonej klasie o§rodkdéw niejednorodnych, ktérych ruch opisuje si¢ réwnaniem Eulera-Dar-
boux [7]. W pracach [8, 9] rozwiazano problem rozprzestrzeniania si¢ plaskich fal napre-
zenia w niejednorodnym oérodku tréjskladnikowym. Do analizy problemu wykorzystano
model oérodka podany przez LAcHOWA [10] i RACHMATULINA [11]. W modelu tym zalo-
Zono, ze wspdlczynniki objetoSciowej zawartoéci poszczegdlnych skladnikéw (powietrza,
wody i czastek mineralnych) sa liniowymi funkcjami wspétrzednej przestrzennej x (gle-
bokosci). Poza tym przyjeto, ze wypadkowa gesto$¢ osrodka i modut odciazenia zmieniaja
si¢ wedhug tego samego przepisu funkeyjnego. Przy takich uproszczeniach natury fizycz-
nej uzyskano analityczne rozwigzanie do$é ztoZzonego problemu, przy czym w [8] rozwia-
zanie skonstruowano metoda odwrotna, natomiast w [9] — metoda bezposrednia z wy-
korzystaniem konkretnego warunku brzegowego. Zastosowano tutaj metode rozwinigcia
poszczegdlnych segmentéw frontu fali uderzeniowej w szeregi Taylora [12-16], przy czym
wspdlczynniki rozwiniecia obliczono z réwnafi ruchu i warunkéw granicznych. Stosujac
analogiczna technik¢ konstrukcji rozwigzania w pracy [17] rozpatrzono problem odbicia
si¢ niestacjonarnej plaskiej fali uderzeniowej od ruchomej masywnej przegrody, umiesz-
czonej w tréjskiadnikowym, niejednorodnym o$rodku LACHOWA [10]. Odno$nie niejedno-
rodnoéci ofrodka przyjeto analogicznie ograniczenia, jak w pracach [8, 9].

Okazuje sig, ze mozna skonstruowaé zamknigte rozwigzanie problemu propagacji
niestacjonarnej fali uderzeniowej w oérodku niejednorodnym dla znacznie szerszej klasy
niejednorodnosci, niz rozpatrzono w pracach [8, 9, 17]. Problemem tym zajmiemy si¢
w niniejszej publikacji.
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Uklad pracy jest nastgpujacy. W rozdziale drugim formutujemy problem, a w trzecim
konstruujemy ogdlne jego rozwiazanie na froncie i za frontem fali, w tym i na brzegu
pOlprzestrzeni. Rozpatrzono modele cial gazowych, plynnych i statych. W rozdziale
czwartym przeanalizowano do$¢ dokladnie model ofrodka tréjskiadnikowego.

2. Sformulowanie problemu

Rozpatrzmy ruch potprzestrzeni wypelnionej niejednorodnym oS$rodkiem politropo-
wym ze stalym lub slabozmiennym oporem falowym [go(x) a(x) ~ const lub d [go(x)
a(x)/ = 0] i liniowosprezystym odcigZeniem (rys. 1). Zalozymy, Ze od powierzchni pol-
przestrzeni propaguje sie w glab o$rodka, ze zmienna predkoécia D(z), plaska fala uderze-
niowa. Poza tym przyjmiemy, ze D(¢) jest znana funkcja czasu. Wowczas rozwiazanie
problemu na froncie i za frontem fali uderzeniowej, w tym i warunek brzegowy, sa jedno-
znacznie zdeterminowane przez postaé funkcji D(z).

A
p

tgBo= Elx)

Bo

£=| uxL

Rys. 1

Na froncie fali uderzeniowej, zgodnie z prawami zachowania masy i impulsu, mamy
@n 20()D(t) = go1(X) [D(t) — 201 ()],
(22) QO(X)D(t)vm(x) = Po1(x)—po(x).

Poza tym, z politropowoéci o$rodka wynika, Ze

23) pmw=mm@ﬁﬂﬂ]1w gmm=@mwkﬂﬁ}

00(x) Po(x)
gdzie indeksem ,,0” oznaczyliémy parametry stanu o§rodka niezaburzonego przed fron-
tem fali, natomiast indeksem ,,01”> — parametry stanu na froncie fali uderzeniowej.

Cigglym ruchem oérodka za frontem fali uderzeniowej, zgodnie z przyjetymi zaloze-
niami, rzadzg nastgpujace réwnania:

1
2.4) o= ———p.,
( t 0o (x) P
(25) 'Q()Qﬁ = 1+u1x, Uyx = &

(2.6) P = Po1(¥) = E(x) [tz — 201 (x)].
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Eliminujac z (2.4), (2.5) i (2.6) funkcje v, p i o, otrzymujemy jedno ekwiwalentne réw-
nanie ruchu drugiego stopnia, w ktérym szukang funkcja jest przemieszczenie u(x, ¢).
Ma ono postaé

.7 Uy = @ (XN, oo+

El
9023 Hox QOI(X) [Po1(¥)+E' (X5 (¥) + E(x)e0, (x)],

gdzie predko§¢ propagacji zaburzen a wyraza si¢ wzorem

E(x)
2.8 a(x) = .
28) 0=}/

Z kolei réwnanie (2.7) mozna zastapi¢ rownowaznym ukltadem dwdch réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych, speinionych na charakterystykach

29) dr= Fa@dt Wb r= 3 [ ]/ 2 4o,
)V E®
0 nastgpujacej postaci:
(2.10) - dp = Fd[VeME)];  d[1VeoWEX] ~ 0.
Zwiazki rézniczkowe (2.10) po scatkowaniu przyjmuja postaé skoficzona

(2.11) p= ¢1/Qo(x)E(x)'D+C*, 00(X)E(x) ~ const.

3. Rozwiazanie ogélne problemu

W ten sposdb jednoznacznie sformutowaliémy badany problem. Przejdziemy obecnie
do skonstruowania jego rozwigzania.

W pierwszej kolejnosci okreflimy parametry stanu ofrodka na froncie fali uderzenio-
wej 0 nastgpujacym réwnaniu:

(3.1) x = g@t) = [ D(x)dv.
0

Ze zwiazkow (2.1) i (2.2) oraz (2.3), po wyeliminowaniu funkcji go, (x) i vo, (), otrzymu-
Jemy

(3.2) PO o)+ 1~ 2(6)] = a(0)
gdzie ;

 polp(0)] _ aolp1D*®)
3-3) W= @ “O= T pbel

Réwnanie (3.2) w ogdlnym przypadku jest réwnaniem przestepnym. Jego postaé za-
lezy od rodzaju funkcji ¥[z(#)]. Na przyklad dla gazu politropowego mamy

3.4 Plz(n)] = 27(1)
i réwnanie (3.2) przyjmuje wlwczas prosta postaé
(3.5) a()z7(t) = —z(t)+a(t)+1.
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Latwo wykazaé (patrz rys. 2), ze réwnanie (3.5) mozZe posiadac trzy pierwiastki rzeczy-
wiste. Jeden z nich, niezaleZnie od warto$ci predkosci propagacji frontu fali uderzeniowe;j
D(t), ma stala warto§é i wynosi z,(t) = 1. Jest to rozwiazanie trywialne, odpowiadajace
falom akustycznym. Drugi pierwiastek jest mniejszy od jednoS$ci i nie ma sensu fizycznego
(rozrzedzeniowe fale uderzeniowe w normalnym gazie politropowym nie wystepuja).
Wreszcie trzeci pierwiastek, wiekszy od jednosci, jest poszukiwanym jednoznacznym roz-

(z)

h Q)“a(f)z"! ()

e Bf2)=Z{t)rouft) 4]

o ! =

z(t3)  z(h) z(t) 2(to)
Rys. 2

wiazaniem dla fali uderzeniowej. Przy dowolnych wartoSciach wykladnika politropy y

okreslamy go na ogdét w spos6b numeryczny. W szczegdlnych przypadkach otrzymujemy
zamkniete rozwigzanie réwnania (3.5). I tak na przyklad:

(3.6) zZ(ty = a(t) dlay =1 (gazizotermiczny [18]),
(3.7 () = %lZa(t)+l+]/4ot O+1] dlay=2 oraz
I e — I A ——
(3.8) )=V~ +VE+E + Y —a—VEi+d  dlay =3,
gdzie
1 22+ 30)® Q2+3a)(3o*+3a+1) 3
‘]‘"E[“' T 3 Bk
_ 8a?—3a—1
qz - 9 T

Z kolei dla osrodka politropowego opisanego réwnaniem Taity (ptyny [19] i ciata
state [20]) mamy

001 | _ Ao =[Qo1(x) ]
@9 d)leo(x)] 20 | oo0) —1}“'
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Dalej z wzordw (2.1)-(2.3) po wykorzystaniu (3.9) otrzymujemy
(3.10) YL =[O+ Uy + () = 0,

gdzie obecnie

oo =l gy | DO

T oole(]” co(t)
20 Aolp@)] _ aj(t) 2/ _ nAo[‘P(t)]_
@11 O = el = > O = @]

Roéwnanie (3.10) posiada réwniez trzy dodatnie pierwiastki rzeczywiste (patrz rys. 3).
Warunki badanego problemu spetnia tylko pierwiastek z(¢) > 1. Podobnie jak w przypadku
gazu politropowego, pierwiastki réwnania (3.10) okre§lamy na ogdt numerycznie. Dla nie-

l/(5/)

fly)=y™"!

|
|
|
(.
|
|
o
|
|
L
lI

! L] Y
Yy(h) Iyt ult)

bly)=[8(1):1]y-B(t)

Rys. 3

ktérych szczegdlnych wartodei wykladnika n otrzymujemy rozwigzania zamknigte. Majg
one postaé

(3.12) ) =p@) dla n=1,

(3.13) y(t)=%l]/l+4ﬂ(t)—1] dla n=2 oraz

3 2 3
(3.14) () = ‘/%[ﬂ(t)+%] + ]/%[ﬂ(t)+%] + (%) +
/1 7 ]/1 717 [2V
+ ]/7[,3(:)+ﬁ] -V ﬁ(z)+2—7-J +(§) .

Predko$é ruchu of$rodka na froncie fali uderzeniowej vy, okre$lamy ze wzordw:

_ &) _ _ Polp@)]
3.15) Vo [p(0)] = D(r) o)-1, a0 = golp®]”
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lub
p i
(3.15) Vo1 [p(1)] = D(t)[l—m]-

Przejdziemy obecnie do rozvﬁqzania problemu za frontem fali uderzeniowej. Wykorzy-
stujac zwiazki na charakterystykach (2.11) (rys. 4), po przeksztalceniach otrzymujemy

016 950 = 119D by~ 0 gy [1- 20 |+
+ [1+%(();—3]P01(x2)},

I N . e L [ P

+ [1 +'%((x73_] 1)01(3‘2)},

gdzie

o)

a®’

$1
% = pt) = [ D@, 1
0

Ry

(3.18)

‘sz) dé':
I+J "

Rozwiazanie na brzegu pdlprzestrzeni otrzymujemy kiadac we wzorach (3.16)-(3.18)
x = 0. Tym samym problem zostal rozwigzany.

Iz
X2 = @tz) = f D(t)dt, t,
0

4. Propagacja fali uderzeniowej w niejednorodnym o$rodku tréjskladnikowym

Rozpatrzymy propagacje fali uderzeniowej w trédjsktadnikowym oérodku LacHOwA
[10] o nastgpujacym réwnaniu stanu:

— —1in _ ~1p2
@D e=eo(x){a1(x)[1+-7_l(g%’i] +°‘2(x)[1+12(@p—zcgp—°)] +

—~1fy3)—1

+<x3(x)[1+ Y3 (P:Po] } ’
033

gdzie ¢ jest wypadkowa gestoscia ofrodka przy cinieniu p, natomiast po(x) oznacza wy-

padkowa gesto$¢ przy ci$nieniu atomosferycznym p,. Poza tym g,, g,, 03 sa ggstosciami

wihadciwymi, ¢y, ¢,, ¢; — predkosciami propagacji dzwieku, 1, y,, ¥a — wykladnikami

politrop, oy, o,, oz — wspolczynnikami objetosciowych zawartosci dla poszczegdlnych

skladnikéw: powietrza, wody i kwarcu.

Zgodnie z zaloZzeniami modelu Lachowa mamy

4.2) 00(x) = a1 (X)g1+ o2 (x)02 + at3(x)0s,
4.3 oy (x)+ o (x) 4+ ez (x) = 1.
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Dodatkowo przyjmiemy, ze oy (x), ¢»(x) 1 os(x) sa liniowymi funkcjami zmiennej x:
ay(x) = ao (1 +b1x); by <0; |byx| <1,
4.4 oa(x) = ga(l+b2x); by >0; 0 <oy(x) < ap(x) <1,
aa(x) = 1—ogr— oo — (to1 51 + o2 b2)x.

W takim przypadku gesto$é poczatkowa go(x) réwniez w sposéb liniowy zalezy od
glebokoéci x i ma postaé

(4.5) 00(x) = o)1 +kx); k>0,
gdzie
00(0) = 0101+ %9202+ (1 —0toy — p2)03,
1
4.6) k = ——1[0t0101b1+ 0920202 — (g1 b1 + 002 52)03].
20(0)
Poza tym zalozymy, ze modut liniowego obcigZenia E(x) wynosi
“.7 E(x) = EQ)(1+kx),

natomiast front fali uderzeniowej jest linig prosta o postaci
4.8) x = @(t) = Dot, D, = const.

Wéwcezas charakterystyki (3.18) w strefie odciaZenia sa liniami prostymi o nastepuja-
cych réwnaniach: ‘

X D, ao X
. —_—= _ _ - t —,
(49) i+ Qo (1+ ao)tl’ i ao+ Dy ( +ao)
* _ (- Do G (X
f 70—‘ (1 ao)tz, = ao— Dy (t ao),
gdzie
(4.10) a, = VE©)/0, 0).

W celu wprowadzenia obliczenn liczbowych przyjmujemy nastgpujace wartosci dla
poszczegdlnych parametrdw:

(4.11) oy = 0,129 kg/m3;  p, = 100 kg/m?;  gs = 265 kg/m?
c, =33:102m/s; ¢ = 1,5-103m/s;
c3 = 4,5-10°m/s; a, = 10*m/s;
yi=14; 9y,=7; y3=3; po=2981-10* N/m?;
doy = 0,02; o0, = 0,40; b, = —10"¢1/m; b, =2,1078 1/m.

Z wzordéw (2.1) i (2.2) oraz réwnania stanu (4.1), po prostych przeksztatceniach otrzy-
mujemy

3

Por(®)=po Pilpos (x)=pol |
@B e —1—2 “‘“"‘{I‘T} -
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Jest to przestgpne réwnanie, z ktérego w sposéb numeryczny okreslamy funkeje po, (x).
Z wykonanych obliczen liczbowych wynika (patrz rys. 5), Ze ci$nienie po,(x) dla przy-
jetych danych jest funkcja zblizona do linii prostej

(4.13) Do (%) = po,(0) (1-4x); A>0,
f .
X2, 1
xt x=p(l)
Xy, by
Lo
Rys. 4
gdzie

3

B Sy l yi[pm<0)—po:|]“’”}
@1 pu@ = pot @D~ J aO[I= 5, =]

i=1

Warto§¢ wspdtczynnika A wynika z liniowej aproksymacji funkcji po,(x) (patrz rys. 5).
Predkoé¢ na froncie fali moZna teraz wyrazi¢ wzorem

Pos(0) (1= Ax)~po

15 =
“.15) Yo1() = = () Doll+ k%)
Wprowadzajac wyrazenia (4.8), (4.9) i (4.13) do wzoréw (3.16) i (3.17) otrzymamy
o 2a2 Di+ad} )
(416) p(x, t) —pOI(O)[I—ﬂ.(ag_D(Z) Dot—mx’
oraz

P01 (0) 1 { a, [ Do [ a+ D} ag Dy ]}
4.17 =0 1% | - —2—2 x|
@IT) o6 1) = = Oag T+kx | Do I~ 7or@ )~ a3=D2 “' > @3—D7 *

Kladac w wyraZeniach (4.16) i (4.17) x = 0, otrzymamy odpowiednio ci$nienie dzia-
lajace na powierzchnie pélprzestrzeni (warunek brzegowy) generujace prostoliniowa fale
uderzeniowg x = Dyt oraz predko$¢ przemieszezania si¢ tej powierzchni:

a3 — D}

(4.18) 20, 1) = Pol(o)ll - l—zi—Do t] ,

oraz

P01(0) {ao [ Po ] aj+D} }
4.19 0,) = —" L —1}1— -1 te.
( ) v(0, ) 00(0)as 1 D, Po1(0) ay— D} o
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[ /m? 107 1t ooy 1)
30+

25
20

15

b=-10"%1/m

10

Rys. §

Wyprowadzone wzory otrzymaliSmy przy zalozeniu, Ze dfpo(x)a(x)] = 00(0)as k = 0.
Nie korzystajac z tego zaloZenia rozwigzanie problemu mozna skonstruowaé za pomoca
funkcji Riemanna [8]. Wéwczas ciSnienie na brzegu wyraza si¢ skomplikowanym wzorem
o nastgpujacej postaci:

(4.20) 2O, 1) = p +p.()+ps(2),
gdzie
a2
P1 = Pox(o)(l—D—%) >
B A ak ( }.) ao(a3—D2) 1 '
P2 ""’°1(0)[‘TD_3+ %)~ m %agDgi4ag—Dy T

¢

1
+ kay Dy t+ap+D )]’

5 O A+l ( . ]/AcAv
= 296, (0) (24, — 4 {—2+ ]/—+ A4, Ty \aesn -
D3 Po1(0)(24, 2) A, AgA, 2]/A6 R

s/ ) el e LR Va2

_ﬁ+(__1__i) AeAv_P+Q( As +]/E)_
XY "\4Y-Q Y 9] R \y4,p %L1
_ AgA1S[P—(A6—1)]=PY(246S— A7) 4+ AsSQQY +47) — A:Y[Ao(4s — 1S~ 0]

- — +
Y(PY+AgA7S) V4, P Y(A,Y+SQ)Y 46 470
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Y+AgS ( ]/ PY ]/A7Y)} As {2X+A7(
+ — F——"\arct ——— —arct + — ctg —_ —
Yy AsSY 8V dc4rs & SQ Au \ XY/ 4% l/
P\ 2 A,  (A¢—DX~P_ /A,  2R—(Ag+1)4,
- t . 4 o M T kel BV ik B Mt delill
arc g]/ Y) Yyt xr T X+ p) 0 " T Ry440 |

(Ag—DR+(4s+1)P AV[(Ag—1DX—-0]-X0Q2V+ Ag A, _
AsRY 4, P X(XQ+A4,V)Y A5 4,0

PV (2X—A;)— A1 X[As P—(4s— 1) V] A6X+V( ]/ X0
arctg —
X(AsArX+PV)Y A, P X]/AGXV 4

A X
—aI‘Ctg T s

= (dg—1)1+4,,
= (As—1)t+AsA4,,
= (As— D+ (46 +1) 45,

As
X = t+74—,
As
Y= t+A7+74—,
As  t—A4,
S = A, As
As
V= Agt+(dg+ 1A+ =2,
Ay
(a3~ D?) 2 a3
Ar = 2D 4z ~ 'k D*’
A\ ao(aZ—D?)
Ay = — (1+?)—°2"D—2, Ay = kao D
ao+D 2
A5 = ao'—'.D, Aﬁ = %D, A7 = kao .

W celu zbadania efektywnosci i dokladnoéci przedstawionej w niniejszej pracy metody,
poréwnano wyniki liczbowe uzyskane za pomoca obydwéch wzordw, tj. (4.18) i (4.20).
Okazuje sig, Ze wyniki te z doéé duza dokladnoécia pokrywaja si¢ (wystgpuja réznice na
czwartym miejscu po przecinku) i na wykresach sa nierozréznialne (patrz rys. 6). Ze wzoru
(4.18) i z liczbowych wynikéw uzyskanych za pomoca wzoru (4.20) wynika, Ze przyjetym
zalozeniom odnoénie niejednorodnosci oérodka predkoéci propagacji fali uderzeniowej
odpowiada liniowa zmiana cifnienia na powierzchni pélprzestrzeni (rys. 6). Wniosek
ten ma kapitalne znaczenie praktyczne. Daje bowiem praktyczne wskazoéwki jak naleZy
postgpowaé w problemach oddzialywania fal naprezenia na obiekty fortyfikacyjne, umiesz-
czone w mniejednorodnych gruntach wieloskladnikowych.
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—~

[s]
010

Rys. 6
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Pezwome

O HEKOTOPOM 3AMKHYTOM PENIEHMM 3AIOAYM O PACIIPOCTPAHEHUU
TIJIOCKOM Y IOAPHOM BOJIHBI B HEOOHOPOIHON ITOJIMTPOITHONI CPENE
C JUHENHO-VIIPYTOM PA3IPY3KOU

B paboTte npeAcTaBieHo 3aMKHYTOE pelleHHe 333Ul 0 PACHPOCTPAHEHMH HECTAUUOHAPHOM IIOCKOH
YAApHOH BOJIHLI B HEOAHOPOMHON MOJIMTPONHON CPefe ¢ IOCTOSIHHBLIM K CIaGoNepeMeHHbIM BOJIHOBBIM
conpoTBieHMem (g X KOHCT). Pemenue nocrpoeno obparHeim meTomom. [TonyweHn! samMuuyTbie $op-
MyIB! A1l TApaMeTPOB COCTOSHMA MCCIeAyemoil cpearl Ha (dbponTe ¥ 3a (pOHTOM BoJHbI. Paccmorpenst
NpHMEPbl KOHKPETHBIX IOJMTPONHBIX cped. I1oCTPOeHHOE pellleHHe, KPOME HENOCPeCTREHHOr0 NpaK-
THYECKOrO 3HAUEHHS, H3-34 AHAIHTHUECKOTO XaPAKTEPa SBJIAETCA XOPOLLIMM TECTOM 17 MPHOIHIKEHHBIX
METOJI0B.

Summary

ON A CERTAIN IN CLOSED-FORM SOLUTION OF THE PROBLEM OF PROPAGATION OF
A PLANE SHOCK WAVE IN A NONHOMOGENEOUS PLASTIC POLYTROPIC MEDIUM .
Problem of propagation of a non-stationary plane shock wave in a inhomogeneous polytropic medium
with the constant or slightly variable wave resistance (pa & const) was solved in the presented paper. The
solution was constructed by the reciprocal method. The closed formulae were obtained defining the state
parameters of the medium investigated at the wave front and behind the front. The examples of real poly-
tropic media were analysed. The constructed solution, in addition to direct practical meaning, represents,
in view of its closed form, a good test for the approximate methods.
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