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1.  Wprowadzenie

Jak  wiadomo,  w  liniowych  dysypacyjnych  ukł adach drgają cych  rozwią zania  ustalone
są  jednoznacznie okreś lone przez parametry ukł adu i harmoniczne wymuszenie zewnę trzne.
Ustalona  odpowiedź  ukł adu jest  odpowiedzią   harmoniczną  o czę stoś ci  siły  wymuszają cej,
gdyż  inne  skł adowe  odpowiadają ce  drganiom  swobodnym  są   wytłumiane  z  upływem
czasu.  >

Istotną   cechą   nieliniowych  ukł adów  drgają cych  wzbudzanych  siłami harmonicznymi
jest moż liwość  istnienia kilku  statecznych rozwią zań  ustalonych —  zależ nie od  warunków
począ tkowych.  Ustalona  odpowiedź  ukł adu  moż e-   zatem  zawierać  oprócz  składowej
o  czę stoś ci  siły  wymuszają cej  inne  skł adowe  harmoniczne, o  innych  czę stoś ciach  i  zna-
cznie wię kszych amplitudach. Jako przypadki  szczególne wymienić tu moż emy nastę pują ce
typy  odpowiedzi:

—  w  odpowiedzi  ukł adu  dominuje  skł adowa  o  czę stoś ci  wymuszenia;  odpowiedź
ta wystę puje zarówno w otoczeniu rezonansów głównych, tzn. gdy czę stość wymuszenia jest
w pobliżu jednej  z czę stoś ci  własnych ukł adu, jak  i  z dala  od nich,

—  w  odpowiedzi  ukł adu  dominuje  skł adowa  o  czę stoś ci  bę dą cej  wielokrotnoś cią
(ultraharmoniczne)  lub  podwielokrotnoś cią   (subharmoniczne)  czę stoś ci  wymuszenia,

—  odpowiedź prawie- periodyczną,  w której  oprócz składowej  o czę stoś ci  wymuszenia
wystą pi  kilka  skł adowych  harmonicznych  o  czę stoś ciach  niewspółmiernych.

Periodyczne odpowiedzi:  subharmoniczną   i ultraharmoniczną  oraz odpowiedź prawie-
periodyczną   okreś la  się   terminem  rezonanse poboczne.  Rezonanse periodyczne  wystę pują
zarówno  w  ukł adach  o  jednym,  jak  i  o  wielu  stopniach  swobody,  natomiast  rezonanse
prawie- periodyczne mogą  wystą pić  tylko w ukł adach o wię cej niż jednym stopniu swobody.

Zadanie  zbadania  warunków,  dla  których  ukł ad nieliniowy  realizuje  tę   lub  inną   od-
powiedź  ustaloną,  rozwinę ły  się   w  ostatnich latach w  osobną   gał ąź teorii  drgań,  przybie-
rają c  nazwę   obszarów przycią gania  [1, 2, 3, 4].  Znaczne  zainteresowanie  tymi  problema-
mi  wynika  zarówno  z  naukowo- poznawczego  charakteru  tego  zadania, jak  i  z  potrzeby
znajomoś ci  tych  zagadnień,  w  zastosowaniach  inż ynierskich.  Wią że  się   to  z  faktem,  że
w  zakresach  czę stoś ci  wymuszenia,  w  których  teoria  liniowa  przewiduje  drgania harmo-
niczne  o mał ych amplitudach, mogą - przy  pewnych  warunkach począ tkowych,  bą dź przy-

• ' Praca wyróż niona II  nagrodą  na konkursie zorganizowanym przez Oddział  Łódzki PTMTS w ro-
ku  1977.  '
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padkowych  impulsach  sił , bą dź  skokowych  zmianach sztywnoś ci,  mas  czy  amplitud  wy-
muszenia,  pojawić  się   drgania  o  innych  czę stoś ciach  i  znacznych  amplitudach. Zadanie
wyznaczania  obszarów  przycią gania  polega  na wyznaczeniu  obszarów  warunków  począ t-
kowych,  przy  których po  pewnym  stanie przejś ciowym  ustala  się   drganie  odpowiadają ce
danemu typowi  rezonansu pobocznego  lub  drganie harmoniczne.

Teoria periodycznych rezonansów pobocznych w ukł adach o jednym  stopniu  swobody
i  zwią zanych  z  nimi  obszarów  przycią gania  jest  stosunkowo  dobrze  znana  [3,]. Teoria
rezonansów  pobocznych  w  układach o  wielu  stopniach  swobody  jest  jeszcze  słabo  roz-
winię ta, a zagadnienie obszarów  przycią gania  rezonansów prawie- periodycznych  nie było
dotychczas  rozważ ane.

Zadaniem  niniejszej  pracy  jest  zbadanie, czy  impulsy  sił  przyłoż one przypadkowo  do
układu  wymuszanego  siłą   harmoniczną   mogą   spowodować  zmianę   odpowiedzi  ukł adu
z odpowiedzi  harmonicznej o małej  amplitudzie  (z dala  od  głównego  rezonansu), do  od-
powiedzi  odpowiadają cej  rezonansowi  pobocznemu  —  ze  znaczną   amplitudą   drgań.
Przyję to  założ enie, że efektem  impulsów  sił  przyłoż onych w chwili  t0  są  począ tkowe prę d-
koś ci, przy  zerowych przemieszczeni ach począ tkowych  ukł adu.  Odpowiedzi  na  to pytanie
szukano na drodze obliczeń teoretycznych, wykorzystując  przybliż one metody analityczne,
oraz  za  pomocą   maszyn  analogowych  wraz  z  urzą dzeniami  pomiarowo- rejestrują cymi.
Teoretyczne  rozwią zanie  zadania  dla  przypadku  rezonansu prawie- periodycznego  (dwu-
czę stoś ciowego) okazało się  bardzo złoż one i wymagało opracowania specjalnego  algorytmu
numerycznego. Przy badaniu tego  zagadnienia  za  pomocą  maszyn  analogowych  udało  się
opracować  specjalny  ukł ad  pomiarowo- rejestrują cy,  pozwalają cy  na  automatyczne  wyz-
naczanie  obszarów  przycią gania  na  płaszczyź nie  prę dkoś ci  począ tkowych  (na  rejestra-
torze  X-  Y).

2.  Ogólne  równania  ruchu  układu

Rozważ my  nieliniowy,  holonomiczny, dysypacyjny  ukł ad  drgają cy  o n  stopniach swo-
body,  którego  równania  ruchu przyję to  w postaci
(2.1)  Aq+Cq+f(q)  + cp(q, q)- Pcosvt  =   0,

gdzie  A  s  [a ik]  oznacza  macierz  bezwładnoś ci,  kwadratowa,  symetryczna,  dodatnio
okreś lona,  C  =  [cik]  macierz  sztywnoś ci,  kwadratowa,  symetryczna,  dodatnio  okreś loną,
zaś  q =  col[q{, q- i,  ...,  qn]  współ rzę dne  uogólnione, / ,  <p, P  macierze  kolumnowe  repre-
zentują ce:  nieliniową   czę ść sił  sprę ż ystych,  tł umienia i  amplitud sił   wymuszają cych.

Zakładamy,  że  nieliniowy  układ  zachowawczy  posiada energię  potencjalną, dodatnio
okreś loną,  a  siły  sprę ż yste  bę dą ce  odpowiednimi  jej  pochodnymi  czą stkowymi  są   nie-
parzystymi  analitycznymi  funkcjami  swych  argumentów  i  przedstawiane  są   za  pomocą
skoń czonych  szeregów  Taylora:

F(0,  ...,0)  =  0,

V(qx,  ..., q„)   =   V(- qx,  ...,  r- qn),

V  >  0  dla  qi  nie  wszystkich  równych  zeru,

8V
. . . , q „ ) ,  i  =   1 , 2,  . . . , «.
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,-
Energia  kinetyczna  ukł adu  jest  formą  kwadratową  wzglę dem  £1,  . . . , $„,  dodatnio

okreś loną

•   •   T=~qrAq.

Funkcje  (q, q) przedstawiają ce  siły  tł umienia  speł niają  warunki:

<pt(0   0 , 0 ,  . . . , 0 ) = 0,
i,   •  • • ,%, 0,  ...,0)  =  0,

i  >  0  dla  qt  nie  wszystkich  równych  zeru.

Przyjmuje  się,  że moż na je  przedstawić  w postaci  skoń czonych szeregów  Taylora.
Równania  (2.1)  opisują  zarówno  drgania  ukł adów,  których  modele  mechaniczne są

modelami  o  masach  skupionych,  jak  i  drgania  ukł adów  o  cią gł ym  rozkł adzie mas, jeś li
odpowiedź  przedstawimy  w  postaci  skoń czonego  szeregu:

*   "
u(r,  t)=  £wi(.r)qt(t),

gdzie  ip(r) oznacza  liniowo  niezależ ne  funkcje  wektora  r.

3.  Badanie  rezonansów  pobocznych  za  pomocą  kombinowanej  metody  Ritza —  uś redniania

Do  obliczeń  teoretycznych  wykorzystał em  przybliż oną  metodę  Ritza — uś redniania
(R—A)  [7], Metoda  ta pozwala  badać zarówno  stany  ustalone, jak  i  nieustalone, a  więc
i  obszary  przycią gania.  W  pierwszym  etapie  rozpatruje  się  tu  drgania  swobodne  ukł adu
zachowawczego  nieliniowego, dla którego równania ruchu zapiszemy w postaci

(3.1)  eic  & m$i+£  cikqk+fi(qi   qn)  =   0 ,  / =   1 , 2 , . . . , «.
k= l

Ogólne rozwią zanie  ukł adu  zachowawczego  (3.1) zakł adamy w pierwszym  przybliż eniu
w  formie

(3.2)  qt(t)  =   2 J a s b i s c o s a ) s t ,  i = l ,  2 ,  . . . , «,

i  ż ą damy,  aby  nieznane  cos,bis  w  rozwią zaniu  (3.2)  speł niały  zależ noś ci  (wykorzystana
uogólniona metoda Ritza  lub procedura bilansu harmonicznych)

T

lim  —  I   stc(t)cosmstdt  =  0,  i, s  =  1, 2,  ..., n,
T- tmT  - T  J

gdzie  eic(t)  pozostał oś ci  równań  (3.1) po  podstawieniu  przybliż onego  rozwią zania  (3.2).
Otrzymujemy  w  ten  sposób  ukł ad  nieliniowych  równań  algebraicznych  z niewiadomymi

8*
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c5s,biS.  Rozwią zanie,  moż liwe  na  ogól  tylko  na  drodze  numerycznej,  daje'nam  szukane
współ czynniki —  «sprzę ż one»  nieliniowe  czę stoś ci  i  postacie  wł asne, jako  funkcje  wszyst-
kich  amplitud  at,...,a„:

ć os  =  c55(ai,  ..., a„),

bis  =  bls(ai,  ...,a„),  i,  s  =  1, 2,  . . . , «;  bls  =   1.

W  drugim etapie metody R—A  rozwią zania  ogólnego  ukł adu  (2.1) poszukujemy  w pos-
taci

(3.3)  qt  =   ^asbisco&6s  +  CiCosvt,  i =   1 , 2, . . . , «,  •
s= l

s  =  1,2,  ..., / > ,/ ><  n,

gdzie 0S =   (5st+<j) s, i stosujemy  procedurę metody uś redniania  [3]. Zgodnie z  tą  procedurą
otrzymujemy  równania:

(3.4a)  4JT "  - JiT r̂  l i m  T

r  n

(3.4b)  ^ -   =   . .1

/ T -   lim 4-   f  y
0  f = 1

gdzie

Mss  = J?iriibl,   s=  1,2,  . . . , / ?,

A/ i  = / i [ a i 6 1 1c o s01 + C1cos?'?, . . . ,a

»  - / < [«!*ucosd1}  ...,a„b„ scosds].

Ponieważ  rozpatrujemy  zakresy  czę stoś ci  z  dala  od  gł ównych  rezonansów,  przyjmuje
się,  że  amplitudy  Ct  speł niają  równania:

(3.5)  - miCtv
2+  2clkCt  =  P„  i  =1,2,...,  n.

Rezonans poboczny  otrzymujemy,  wtedy  gdy  w  rozwią zaniu  (3.3) chociaż jedna  z am-
plitud as  nie jest równa zeru, tj. das\dt  ^  0 dla as  #  0.  Wartoś ci  amplitud  as  — as(v),  s —
=  1, 2,  ...,p,  otrzymamy z równań  (3.4a) dla  stanu  ustalonego:

(3.6a)  •   ^=D,(a1,a2>...ap,<l>)~0

oraz'z  dodatkowego  równania:

(3.6b)  $t  =   - L £  (us+Aa>s)ns~v  = 0
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gdzie  Acos  oznacza  poprawki  czę stoś ci  poszczególnych  harmonicznych  w  (3.3)

p

(3.7) <t>  = ~ ]?W«s.

Ostatnia  z  równoś ci  (3.7)  wynika  z  faktu  że  rezonanse  poboczne  mogą  pojawić  się
tylko  w  tyGh  przypadkach,  dla  których  speł niona jest  relacja

p

1  V  v

(3.8) V = Z ' N 2J  "S C°55

s- l

gdzie  cus =   COJ+Ą COJ,  a  iV =  1, 2, 3, ..., «5  =  0  ± 1, ± 2, ..., —liczby  cał kowite  odpo-
wiednio  dobrane, do  formy  funkcji  nieliniowych.

Ostatecznie  rozwią zanie  odpowiadają ce  rezonansom  pobocznym  bę dzie  nastę pują ce:

(3.9)  qi =  2J  «s6iscos[(cos + Aa)s) f+ ^ o s] + Cjcos}»r,  /  =  1, 2,  ...,n.
s=l  .  *

Relacja  (3.8)  nie  precyzuje  jeszcze  typu  rezonansu,  tj.  jakie  wartoś ci  przybierają  licz-
by  ns  przy  danym typie nieliniowoś ci.  Udało się wykazać,  że wyznaczenie wszystkich kom-
binacji  liczb  ns,  t j. wszystkich  typów  rezonansów  pobocznych, moż na sprowadzić  do sto-
sunkowo  prostej  procedury,  mianowicie:  weź my  nieliniowe  funkcje  reprezentują ce  siły
sprę ż yste  oraz siły tł umienia wystę pują ce  w uś rednionych równaniach (3.4) i,  podstawiając
rozwią zanie  (3.3),  rozwiń my  je  na  uogólniony  szereg  Fouriera:

(3.10)  + J ^ l . m,  ». COSK0X+ ...  +mpdp+m,,vt)+

•••   +mpdp+mvvt)+pfcosvt+gls)smvt,

gdzieJjj1oznaczają  sumy  po  wszystkich  m l 5  ..., mp  =  0,  + 1, ±2,  ...  za  wyją tkiem  przy-

padku,  kiedy  jedna  z  wartoś ci  m  =  1,  a  pozostałe  są  równe  zeru.

Warunkiem  koniecznym  istnienia  niezerowych  amplitud  as  (w  stanie  ustalonym), jest
znikanie czł onów z sin0s w  (3.4a). Ponieważ dla ukł adów dysypacyjnych  gf)  '*£  0, więc aby
speł nić ten warunek  musimy  znaleźć taką  kombinację współ czynników mit  m2,  ...,mp,  m,
w  wyraż eniacti*cos(m101 +  ...  +mp0p+mvvt)  lub  sin (mx01+   ...  +mp6p+mvvt)!  aby  uzys-
kać  dodatkowe  czł ony  z  sin0a,  tzn.  jeś li  speł nimy  warunek:

(3.11)

Równość (3.11) bę dzie speł niona jeś li mię dzy v a czę stoś ciami cós — ddjdt,  s  =  1,2,  ...,p,

zajdzie  relacja  (3.7), przy  n±,  n2,  ...,ns  wynikają cych  z  m1}  ..., tnp  w  rozwinię ciu  (3.10).
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W  rezultacie  uzyskamy  dodatkowe  człony z sin0.„  a  rozwinię cie  (3.10) moż na  przedstawić

nastę pują co:

n  p

J W A/ i + r t  -   Pf+  X  [(/ )is)+ ^?)cos0i + tós)+ ^?)sineJ]+ wyż sze harmoniczne.

Równania  (3.6a)  przedstawiają   się   teraz  nastę pują co:

(3.12)  SS^+ SS? -   P.  s=   hX...,p.

Postę powanie  takie  pozwala  wykryć wszystkie kombinacje  liczb  ns  w  (3.8)  dla  danego
typu  funkcji  nieliniowych,  a  wię c  wszystkie  typy  rezonansów  pobocznych.

Należy  zaznaczyć,  że  nie  są   to  warunki  dostateczne,  gdyż  z  istnienia  dodatkowych
wyrazów gf<? nie wynika  jeszcze  istnienie  rezonansów  pobocznych.  Równość  (3.12)  bę dzie
spełniona  tylko  wtedy,  gdy  g(

s

s)  i  g&'  bę dą   róż nych  znaków.

4.  Rezonanse  poboczne  w  ukł adzie  o  dwóch  stopniach  swobody

Szczegółowe  obliczenia  teoretyczne  i  badania  analogowe  wykonano  dla  pewnego  typu
ukł adu  nieliniowego  o  dwóch  stopniach  swobody,  zł oż onego  z  dwóch  mas  poł ą czonych
wię zią   sprę ż ystą   typu  Duffinga,  w  przypadku  wystę powania  liniowego  tł umienia,  wzbu-
dzanego  siłą   harmoniczną   o  stałej  amplitudzie.  Równania  ruchu  takiego  ukł adu są   nastę-
pują ce:

(4.1)

=   0.

Wprowadzając  bezwymiarowy  czas  T =   '\ / 'k12jm2  t równania ruchu przybierają   postać:

i  —  r  COSVT
dr2

(4.2).

gdzie

y  =   m2/ m1}  %2 =   k^y\k2,  p  =  / J,/ k12,

I  = 7]/ k 1 2lm2l  v  =   v\rm2jk12,  P  =   rPjml  \ / m2/ k12.t

W obecnej pracy rozważ am zagadnienie rezonansów pobocznych wystę pują cych  w pew-
nych  obszarach  czę stoś ci  v,  w  których  moż liwe  jest  stateczne  rozwią zanie  harmoniczne
o  czę stoś ci  siły  wymuszają cej:

?1  =

q2  -
jak  również  stateczne  rozwią zanie  odpowiadają ce  rezonansom  pobocznym,  które  w  pier-
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wszym  przybliż eniu  zakł adamy  w  postaci:

(4.4)

395

8,0

Rys.  1

Pcos^T

Rys.  2
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Metodyka  przedstawiona  w  rozdz. 3 pozwoliła wykryć, że dla  rozważ anego  pizykł adu
moż liwe  są   nastę pują ce  rezonanse  poboczne:  rezonanse  prawie- periodyczne  2wł   + co2,
2a>2 + ft>i! <x>i + a>2>  oraz  rezonanse  periodyczne  subharmoniczne:  3ct>i  i  3ca2  [1].

Szczegółowe  obliczenia  wykonano  dla  przykł adu  liczbowego  scharakteryzowanego
danymi:  m01  =  0,915,  coo2  =  1,645,  y  =  0,279,  x2  =  2,27,  (ii  =  0,02,  / uP2  =  1.

Charakterystyki  amplitudowo- czę stoś ciowe  ax  =  a^iy)  znalezione  za  pomocą   metody
Ritza — uś redniania  według  wzorów  (3.6)  dla  wymienionych  rezonansów  pobocznych
dokazano  na  rys.  1.  Widzimy,  że  w  pewnych  przedział ach czę stoś ci  v,  moż emy  zależ nie
od  warunków  począ tkowych  otrzymać  trzy  róż ne  typy  odpowiedzi  ustalonej.  N p.  przy
czę stoś ci  v =  4,65  mamy:

—  odpowiedź  prawie- periodyczną   typu  v  =   2a>1+co2,

—  odpowiedź  prawie- periodyczną   typu  v  =   2a)2 + co1,

—  odpowiedź  harmoniczną   o  czę stoś ci  siły  wymuszają cej.
Przebiegi  czasowe  ^ I ( T )  i  q2(x)  charakterystyczne  dla  odpowiedzi  prawie- periodycznych
pokazane  są   na  rys.  2.

Aby  znaleźć  odpowiedź  na  pytanie,  które  z  trzech  moż liwych  statecznych  rozwią zań
bę dzie generowane przez ukł ad, musimy wyznaczyć  obszary  przycią gania  każ dego  z nich.

5.  Wyznaczanie  Obszarów  przycią gania  za  pomocą   metody  R —  A  i  procedury  numerycznej

Zadanie  wyznaczania  obszarów  przycią gania  rezonansów  pobocznych  sprowadza  się
w  ogólnym  przypadku  do  scał kowania  równań  (3.6).

W  przypadku  rezonansów  periodycznych  równania  (3.6)  przybierają   postać:

(5.1)  - J- = 2>i(a,fl, ^= D2{a,$).

Zadanie jest  dwuparametrowe  (a, (/>), a  obszarów  przycią gania  poszukujemy  na płasz-
czyź nie  Hayashiego,  tj.  płaszczyź nie  tak  dobranej,  aby  stanom  ustalonym  odpowiadały
punkty  osobliwe  równań  (5.1). Separatrysę,  czyli  krzywą   rozdzielają cą   obszary  o  róż nym
charakterze  odpowiedzi, znajdziemy  przez numeryczne scał kowanie równań  (5.1) w  ujem-
nym czasie  [3], z warunkami począ tkowymi z najbliż szego  są siedztwa  niestatecznego punktu
osobliwego.

Metoda  ta  stosowana  była  efektywnie  do  wyznaczania  obszarów  przycią gania  rezo-
nansów  periodycznych,  gdy  zagadnienie  było  dwuwymiarowe,  a  separatrysa  lini ą   płaską.

W  obecnej  pracy  podję to  próbę   wyznaczenia  obszarów  przycią gania  rezonansów
prawie- periodycznych  dwuczę stoś ciowych,  a  wię c  rozwią zania  zagadnienia  okreś lonego
trzema  parametrami  (fli,a2,<\>).   Równania  (3.6)  są   teraz  nastę pują ce:

dcii

(5- 2)  • ^jrT2>a(fli.fl»,0 ,

D{aa<$)
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,  Ponieważ  zagadnienie  jest  trzyparametrowe,  zaistniała  konieczność  uogólnienia  zna-
nych dotąd metod wyznaczania  obszarów  przycią gania  i wyboru  odpowiedniej przestrzeni
trójwymiarowej,  takiej  aby  stanom  ustalonym  odpowiadały  punkty  osobliwe  równań
(5.2),  a  w  której  separatrysa  jest  powierzchnią.  Przestrzenią   spełniają cą   te warunki  może
być  trójwymiarowa  przestrzeń  kartezjań ska  o  współ rzę dnych

(5.3)  («!, a2cos<j(>,a2sin</>).

D la wyznaczenia separatrysy  w przypadku  rezonansów periodycznych wystarczyło  zna-
lezienie  dwóch  krzywych  cał kowych  zdą ż ają cych  z  obu  stron  do  niestatecznego  punktu
osobliwego  przy  i  -> co.

Zadanie  komplikuje  się   bardzo  w  przypadku  rezonansów  prawie- periodycznych.  Se-
paratrysa  jest  teraz  powierzchnią   wyznaczoną   przez  nieskoń czoną   ilość  trajektorii  zdą ż a-
ją cych  do  niestatecznego  punktu  osobliwego  przy  t  -»  co.  Moż emy  ją   zatem  wyznaczyć
tylko  w sposób  przybliż ony.  Aby  to uczynić, musimy znaleźć wiele  trajektorii  leż ą cych na
niej, i opierając się  na nich, wyznaczyć  separatrysę. W tym celu należy scałkować numerycz-
nie w  ujemnym  czasie  równania  (5.2), z warunkami  począ tkowymi  z najbliż szego  są siedz-
twa  niestatecznego  punktu  osobliwego.

N a  rys.  3  pokazane  są-   obszary  przycią gania  rezonansu  prawie- periodycznego  v =
=  2o>i + có2  (obszar  zakreskowany),  na  płaszczyź nie  (a2cos(j>, a2sin</>) dla  ustalonej  war-
toś ci ax  =  0,20  i czę stoś ci  wymuszenia  v =  3,83. Należy dodać, że dla maleją cych  wartoś ci
amplitudy  ax  obszary  przycią gania  tego  rezonansu  zmniejszają   się   i  poniż ej  aL  — 0,14
wszystkie  warunki  począ tkowe  prowadzą   do  rozwią zania  harmonicznego  o  czę stoś ci  siły
wymuszają cej  v.

Zgodnie z postawionym  zadaniem, mając  okreś lone obszary  przycią gania  w przestrzeni
(5.3),  przejdziemy  nastę pnie  do  znalezienia  ich  w  przestrzeni  warunków  począ tkowych.

9  Mech. Teoret. i  Stos.  3/78
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Dla rozważ anego ukł adu o dwóch stopniach swobody  istnieją   cztery warunki począ tkowe  —

dwa  na  przemieszczenia:

q2(0)  =
(5.4)

i  dwa  na  prę dkoś ci:

(5.5)

Jeś li w wyraż eniach  (5.4) i  (5.5) podstawimy  parametry dla stanu ustalonego  (lub z jego
najbliż szego  są siedztwa),  to  w  czterowymiarowej  przestrzeni  warunków  począ tkowych
[#i(0)> (72(0), #i(0)» #2(0)]  znajdziemy  obszary  przycią gania  badanego  pobocznego  rezo-
nansu  prawie- periodycznego  2W1 +  OJ2.

W  obecnej  pracy  postawiono  pytanie,  czy  na  płaszczyź nie  [# i(0), ć /2(0)] są   obszary
przycią gania  tego  rezonansu przy  zał oż eniu, że przemieszczenia mas w  chwili  począ tkowej
są   równe  zeru,  tzn.:

a1cos(l)1+a2cos(j>2 + Ci  =  0,
(5.6)  _  _

a1Z ) 2 1c o s 1̂ + fl2&22cos<p2 + C 2  =  0,  ,

Taki  przypadek  może  być  interpretowany  fizycznie  jako  efekt  przył oż enia  w  chwili
począ tkowej  do  mas  ukł adu  impulsów  sił .

Wykorzystując  poprzednio  uzyskane  wyniki —  rys.  3,  wyznaczymy  obszary  przycią-
gania  na  płaszczyź nie  [# i(0), q2(0)].  Każ dy  punkt  leż ą cy  na  separatrysie  okreś lony  jest
przez trzy parametry a1 ;  az,  <f>.  Poza tym dla  tego typu  rezonansu prawdziwy jest  zwią zek:

(5.7)  0  =  2

1,0

0 , 5 -

- 0.5

- 1,0
- 1,0 - 0 .5 0,5 1.0

Rys.  4

Aby  wię c  istniały  obszary  przycią gania  na płaszczyź nie prę dkoś ci  począ tkowych  przy
zerowych  przemieszczeniach począ tkowych,  musi  być  równocześ nie  z  (5.7) speł niony wa-
runek  (5.6). Punkty, dla  których  speł niona jest  równość  (5.7) przy  równocześ nie  spełnio-
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nym warunku  (5.6), zostały  znalezione numerycznie. Nastę pnie  wyznaczono  odpowiednie
obszary  przycią gania  na  podstawie  wzorów  (5.5).

Rys.  4 przedstawia  obszary  przycią gania  pobocznego rezonansu prawie- periodycznego
v  =  2o)1 + w2

  n a  pł aszczyź nie prę dkoś ci  począ tkowych,  przy  zerowych przemieszczeniach
mas  ukł adu  w  chwili  począ tkowej.

6.  Wyznaczenie  obszarów  przycią gania  za  pomocą   maszyn  analogowych  i  automatycznego  ukł adu

pomiarowo- rejestrują cego

Wobec  pracochł onnoś ci  i  małej  efektywnoś ci  metod  numerycznych  w  wyznaczaniu
obszarów  przycią gania  na  płaszczyź nie  prę dkoś ci  począ tkowych  — szczególnie  dla  przy-
padku  rezonansów prawie- periodycznych, jak  również w celu porównania wyników teore-
tycznych z doś wiadczalnymi, zadanie to rozwią zano ma maszynie analogowej  MEDA 41TC,
modelując  ś cisłe  równania  ruchu  (4.2).

Mogą   one być  badane w  sposób  tradycyjny.  Oznacza to  rę czne wprowadzanie  nastaw
na  wszystkie  potencjometry,  ś ledzenie  rozwią zania  na  ekranie  oscyloskopu,  nanoszenie
punktów  o  współ rzę dnych, których  wartoś ci  odpowiadają   rozwią zaniom  rezonansowym.
Obszary  przycią gania  interesują cego  nas  rezonansu  pobocznego  moż na  znaleźć  (jeś li
istnieją ),  zagę szczając  odpowiednio  punktami  płaszczyznę   [# i(0), #2(0)].

Opisana  powyż ej  metodyka  wyznaczania  obszarów  przycią gania,  aczkolwiek  jest
znacznie  szybsza  od  cyfrowej,  jednak  także  zajmuje  dosyć  dużo  czasu.  Dlatego  też  dla
ograniczenia  do  minimum czynnoś ci  manualnych w  czasie  prowadzenia  badań  i  zmniej-
szenia  ich  pracochł onnoś ci,  opracowany  został   specjalny  ukł ad  pomiarowo- rejestrują cy,
który  automatycznie wyznacza  obszary  przycią gania  na płaszczyź nie prę dkoś ci począ tko-
wych.  Czynnoś ci  manualne  sprowadzają   się   tu  do  ustalenia  czę stoś ci  siły  wymuszają cej
oraz  wybrania  górnej  i  dolnej  granicy  # i(0)  i  (/ 2(0)-

Rys.  5

9*
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Schemat  ukł adu  analogowego  do  rozwią zania  równań  (4.2)  oraz  ukł adu pomiarowo-
rejestrują cego  pokazano na  rys.  5. Do realizacji  wymuszenia harmonicznego zastosowano
generator  funkcji  / (/ ) =   cosvt,  o  stabilizowanej  amplitudzie  i  pł ynnej  zmianie  czę stoś ci.

Zadawanie  warunków  począ tkowych  ^(O)  i  q2(fy  realizowane  jest  automatycznie.
.Wartość  £1(0) podawana  za  pomocą  tego  ukł adu  okreś lona  jest  wzorem

gdzie  #1(0)10 oznacza wartość  # x(0) w  kroku zerowym,  Aqt  wielkość  przyrostu  # i(0),  zaś
i  =  0,1,  ...,k  liczbę  kroków.

Ukł ad  jest  tak  zbudowany, że jednemu peł nemu  cyklowi  zmian <h(0) odpowiada  stała
wartość  #2(0) i  zmienia  się  w  chwili,  gdy  bę dzie  speł niony  warunek

Bież ą ca  wartość  warunku  począ tkowego  q2(0)  jest  okreś lona  przez

gdzie  #2(0)|0 oznacza wartość  q2(0)  w  kroku  zerowym,  A# 2  wielkość  przyrostu  q2{0),  zaś
j  s=  0, 1, ...» m  liczbę  kroków.

(  START  )

Rys.  6
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Osią gnię cie  przez  ukł ad  górnej  granicy  badanego przedział u, tzn. gdy  bę dzie spełniony
warunek

jest  sygnałem  do  zatrzymania  dalszej  pracy  maszyny.  Bę dzie  to  oznaczać, że przebadany
został  ukł ad dla okreś lonych przedział ów wartoś ci począ tkowych ^(O) i #2(0) z  wybranymi
krokami  Aqt  i  Aq2.  Wartoś ci  qx{0)  i  ć j2(Q)  podawane  są   także  na  odpowiednie  wejś cia
X  =   ć ]i(0) i Y  =  <72(0) rejestratora BAK  5T. Pisak rejestratora jest sterowany w ten sposób,
źe  jeś li  mamy  odpowiedź  rezonansową   wówczas  zaznaczy  punkt  na  wykresie,  w  prze-
ciwnym  przypadku  nic  nie  zaznaczy,

a)

- metoda  R- A

-  metoda analogowa

- 1.5  - 1,0  - 0,5 0,5  1,0  1,5

g  Rys.  7

Rys.  6 przedstawia  algorytm  programu  dla  rozwią zania  postawionego  zadania, a wię c

automatycznego  wyznaczania  obszarów  przycią gania  na  płaszczyź nie  prę dkoś ci  począ t-

kowych.  Rys.  7  przedstawia  obszary  przycią gania  rezonansu  prawie- periodycznego

v — 2oi1+m2  przy  czę stoś ciach  v =  3,83  i  4,10,  wyznaczone  przy  zastosowaniu  propo-

nowanego  ukł adu.  N a  rysunku  tym  pokazane  są   także  obszary  przycią gania  tego  rezo-

nansu  znalezione  metodą   Ritza — uś redniania. Łatwo  zauważ yć, ż e.są   one  tylko  czę ś cią

obszaru  wyznaczonego  doś wiadczalnie.  N a  rys.  8  pokazane  są   przebiegi  czasowe  qi(t)

i  ?2( T) prowadzą ce  do róż nych rozwią zań: prawie- periodycznego  2a>i+ c52 przy warunkach

począ tkowych — punkt  1  na  rys.  7,  bą dź  harmonicznego  o  czę stoś ci  wymuszenia  przy

warunkach  począ tkowych — punkt  2  na  rys.  7.
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Pcos^T

q,(T)

Rys.  8

7.  Wnioski

Przedstawiony  w niniejszej  pracy problem  generowania  rezonansów  pobocznych przez
impulsy sił  w nieliniowych ukł adach drgają cych  o wielu stopniach swobody, zwią zany  jest
ś ciś le z zagadnieniem wyznaczania  obszarów  przycią gania  tychże rezonansów  i  został  roz-
wią zany  w  dwojaki  sposób:

—  wykorzystując  teoretyczną,  przybliż oną   metodę   badania  nieliniowych  ukł adów
drgają cych  oraz  odpowiednią   technikę   numeryczną,

—  przez  zamodelowanie  ś cisłych  równań  ruchu  na  maszynie  analogowej.

t Wyniki  przedstawione  na  rys.  4  i  7 pozwalają   stwierdzić,  że wystę pują   obszary  przy-
cią gania  pobocznego  rezonansu prawie- periodycznego  2ft>1+ tt>2,  przy  zał oż eniu zerowych
przemieszczeń i przy danych odpowiednich prę dkoś ciach począ tkowych. Wynika  z tego, że
tego  typu  rezonans  może  być  generowany  przez  impulsy  sił .

Wykorzystana  przybliż ona  tberetyczna  metoda  Ritza — uś redniania  nadaje  się   do
efektywnego  wyznaczania  obszarów  przycią gania  i  daje  wyniki  bliskie  analogowym.
Jednak wyznaczone w ten sposób  obszary  przycią gania  są   tylko  czę ś cią   obszaru  wyznaczo-
nego doś wiadczalnie. Prócz tego wymaga  ona pracochł onnych  obliczeń i  stosowania  spec-
jalnych  technik  numerycznych.
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Zastosowanie  maszyn  analogowych  do  rozwią zania  postawionego  zadania  okazało

się   bardzo  efektywne,  głównie  ze  wzglę du  na  opracowanie  specjalnego  ukł adu pomią so-

wo- rejestrują cego,  który  automatycznie  wyznacza  obszary  przycią gania  na  płaszczyź nie

prę dkoś ci  począ tkowych.  Pozwoliło  to  na  wielokrotne  zmniejszenie  czasochłonnoś ci

w  stosunku  do  analogicznych  obliczeń  numerycznych.
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P  e 3 IO  M e

TEHEPHPOBAHHE  CHJIOBBIMH H M I iyjIbCAM H  IIOBO^HBIX  PE3OHAHCOB
B  HEJIHHEflHBIX  KOJIEEATEJIbHMX  CHCTEMAX

B  pa5oTe pacciwoTpeHo  reHepapoBamie  nepHOflEraecrarx  H noMXH- nepnoflHqecKHx  pe30HancoB B  He-
flHcctmaTHBHbtx  KOJieSaTejitHbix  CHCTeiwax,  B036y>KflaeMHX  rapMomraecKHMH  cmiaMH. H c-
Bonpoc —  MoryT  JIH CHJIOBLK  HMnyjibCbi,  npnjion<eHHbie  K TaKoii  cHcieMe,  npHBeciH K  H3-

rapiwoHHiecKoro  KOJie6aHHH c Manoft  aMnjiHTyfloń  B  OSHH  H 3 noSo^Htix  pe3OHancoB  co  3Ha-
aMnjiHiyflof t  Kone6aHHH. npeflnojiaraeTCH,  MTO B pe3yjitTaTe  croioBoro  HianyjiLca  BO3HHKSK)T
cKopocTH  npH nyjieBbix  HaqajitH tix  nepeMemeHHHX  CHcreMbi.  ripeHcraBJieHHaa  3a,naHa

CBH3aHa  c  BonpocoM  06 onpe,n;ejjeHHH  oSuacTH  npHTHrHBaHHH no6oMHbix  pe3OHaHcoB.  flaiOTca
penieHHH:  a) ricnoJH>3yfl: TeopeTHiieci<HH   npn5immsmn,ivi  jiwofl  ycpeflHemwi  P n rn a,  6)  nocpefl-

CTBOM  MOflejIHpOBaHHa  TO f̂flblX  ypaBHeHHH flBHHCeHHH Ha anajIorOBOH  BbraHCJIHTejItHOH MaillHHe H pa3-
pa6oTKH  cneijnanBH0H  HSMepHTejiBHO- perHcrpHpyiomeH  cHCTeMbij  KOTopan  aBToMaTHiecKK  onpeflejraer
ofinaciH  npHTarHBaHHH Ha nnocKocm  HatianLHbix  CKopocreii.

S u m m a ry

SECONDARY  RESONANCES  GENERATION  BY  FORCE  IMPULSES  IN NONLINEAR
VIBRATIN G  SYSTEMS  ,

There  are .examined  periodic  and  almost- periodic  secondary  resonances  generations  in nonlinear dis-
sipative vibrating systems excited by harmonic forces. I t was tested if force  impulses  applied to the system
can  cause  alteration  from  small  amplitude  response  to response  corresponding  with one of secondary  re-
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sonances at significant  vibration  amplitude.  It was  assumed  that  irfitial  velocities  are resulting  from  the
force  impulses,  the initial' displacements  of  the system  taken equal  to zero. The problem was  strongly co-
nnected with the problem of determining the domains of attraction and was solved by two methods: a) ac-
cording to original, approximate Ritz- averaging  method, b) by modelling  the original  equation of motion
on  analog  computer and  preparing  measure- recording  system,  which  automatically  determines domains
of  attraction in the initial velocities  plane.
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Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  23  lutego  1978  r.


