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1. Wprowadzenie

Jak wiadomo, w liniowych dysypacyjnych ukiadach drgajacych rozwigzania ustalone
sa jednoznacznie okre$lone przez parametry ukladu i harmoniczne wymuszenie zewngtrzne.
Ustalona odpowiedz ukladu jest odpowiedzia harmoniczng o czgstoéei sity wymuszajacej,
gdyz inne skladowe odpowiadajgce drganiom swobodnym s3 wytlumiane z uplywem
czasu. v _

Istotng cecha nieliniowych ukladéw drgajacych wzbudzanych silami harmonicznymi
jest mozliwos¢ istnienia kilku statecznych rozwigzan ustalonych — zalemie od warunkdw
poczatkowych. Ustalona odpowiedz ukladu moze zatem zawieraé oprécz skladowej
o czestosci sify wymuszajacej inne skladowe harmoniczne, o innych czestoSciach i zna-
cznie wigkszych amplitudach. Jako przypadki szczegdlne wymieni¢ tu moZzemy nastgpujace
typy odpowiedzi: :

— W odpowiedzi ukladu dominuje skladowa o czgstofci wymuszenia; odpowiedZ
ta wystepuje zarowno w otoczeniu rezonanséw giéwnych, tzn. gdy czesto§é Wymuszema jest
w poblizu jednej z czestosci wlasnych ukladu, jak i z dala od nich,

— W odpowiedzi ukladu dominuje skladowa o czesto$ci bedacej wielokrotnoscia
(ultraharmoniczne) lub podwielokrotnoscia (subharmoniczne) czesto§ci wymuszenia,

— odpowiedZ prawie-periodycznag, w ktérej oprécz skladowej o czgstosci wymuszenia
wystapi. kilka skladowych harmonicznych o czestoéciach niewspéimiernych.

Periodyczne odpow1ed21 subharmonlcznq i ultraharmoniczng oraz odpowiedZ prawie-
periodyczng okreéla sie terminem’ rezonanse poboczne Rezonanse periodyczne wystepuja
zardwno w ukladach o jednym, jak i o 'wielu stopniach swobody, natomiast rezonanse
prawie-periodyczne moga wystapié tylko w ukladach o wiecej niz jednym stopniu swobody.

Zadanie zbadania warunkéw, dla ktérych uklad nieliniowy realizuje te lub inna od-
powiedZ ustalona, rozwinely sic w ostatnich latach w osobng galaz teorii drgan, przybie-
rajac nazwe obszaréw przyciggania [1, 2, 3, 4]. Znaczne zainteresowanie tymi problema-
mi wynika zaréwno z naukowo-poznawczego charakteru tego zadania, jak i z potrzeby
znajomoéci tych zagadnied w zastosowaniach mZymersklch Wiaze si¢ to z faktem, Ze
w zakresach czesto$ci wymuszenia, w ktdrych teoria liniowa przewiduje drgania harmo-
niczne o matych amplitudach, moggprzy pewnych warunkach poczatkowych, badz przy-

# Praca wyr6zniona Il nagroda na konkixrsie zorganizowanym przez Qddzial £6dzki PTMTS w ro-
ku 1977, ,
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padkowych impulsach sit, badz skokowych zmianach sztywnosci, mas czy amplitud wy-
muszenia, pojawi¢ si¢ drgania o innych czgstosciach i znacznych amplitudach. Zadanie
wyznaczania obszaréw przyciggania polega na wyznaczeniu obszaréw warunkéw poczat-
kowych, przy ktérych po pewnym stanie przejSciowym ustala si¢ drganie odpowiadajace
danemu typowi rezonansu pobocznego lub drganie harmoniczne.

Teoria periodycznych rezonanséw pobocznych w ukladach o jednym stopniu swobody .
i zwiazanych z nimi obszaréw przyciagania jest stosunkowo dobrze znana [3,]. Teoria
rezonanséw pobocznych w ukiadach o wielu stopniach swobody jest jeszcze stabo roz-
winieta, a zagadnienie obszaréw przyciagania rezonanséw prawie-periodycznych nie byto
dotychczas rozwazane. '

Zadaniem niniejszej pracy jest zbadanie, czy impulsy sit przytozone przypadkowo do
ukladu wymuszanego sita harmoniczna moga spowodowaé zmiang odpowiedzi ukiadu
z odpowiedzi harmonicznej o malej amplitudzie (z dala od gldwnego rezonansu), do od-
powiedzi odpowiadajace] rezonansowi pobocznemu — ze znaczna amplituda drgan.
Przyjeto zalozenie, Ze efektem impulséw sit przylozonych w chwili ¢, sa poczatkowe pred-
koéci, przy zerowych przemieszczeniach poczatkowych uktadu. Odpowiedzi na to pytanie
szukano na drodze obliczen teoretycznych, wykdrzystujac przyblizone metody analityczne,
oraz za pomocq maszyn analogowych-wraz z urzadzeniami pomiarowo-rejestrujacymi.
Teoretyczne rozwijzanie zadania dla przypadku rezonansu prawie-periodycznego (dwu-
czestodciowego) okazalo sie bardzo ztoZzone i wymagato opracowania specjalnego algorytmu
numerycznego. Przy badaniu tego zagadnienia za pomocg maszyn analogowych udato sie
opracowaé specjalny uklad pomiarowo-rejestrujacy, pozwalajqcy na automatyczne wyz-
naczanie obszaréw przyciagania na plaszczyinie predkoéci poczatkowych (na rejestra-
torze X—Y). '

2. Og6lne rownania ruchu ukladu

Rozwazmy nieliniowy, holonomiczny, dysypacyjny uklad drgajacy o n stopniach swo-
body, ktérego réwnania ruchu przyjgto w postaci
@10 AG+ Cq+f(9)+p(q, §)— Pcosyt = 0,
gdzie 4 = [ay] oznacza macierz bezwladno$ci, kwadratowa, symetryczna, dodatnio
okrelona, C = [¢;] macierz sztywnosci, kwadratowa, symetryczna, dodatnio okre§lona,
za$ q = col[qi, qa, ..., g,] wspélrzedne uogdlnione, f, @, P macierze kolumnowe repre-
zentujace: nieliniowa cze$¢ sit sprezystych, thumienia i amplitud sit wymuszajacych.
Zakladamy, ze nieliniowy uktad zachowawczy posiada energie potencjalna, dodatnio
okre§lona, a sity sprezyste bedace odpowiednimi jej pochodnymi- czgstkowymi sg nie-
parzystymi analitycznymi funkcjami swych argumentdw i przedstawiane sa za pomoca
skonczonych szeregéow Taylora:
V@, ...,0) =0,
V(gis s gn) = V(=G1, o = Gn)s
V > 0 dla ¢; nie wszystkich réwnych zeru,

o 2 .
T= clqu'*'fi(ql,"-, qn), i=1,2,..,n
il

k=1
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Energia kinetyczna ukladu jest formag kwadrato;vac- wzgledem ¢,, ..., ¢,, dodatnio
okreslona

1.,
T=—q"4q.
54l

Funkcije (g, §) przedstawiajace sity thumienia spehniajg warunki:
¢,0,...,0,0,...,00 =0,
‘Pi(‘h, (RN qna 0) sees 0) = 0)
‘Pi(‘h, vees s éIla -'-’.q'x) = "‘Pi(‘ha vees Gns _qla [EERY —.Qn)a
®:q; > 0 dla ¢; nie wszystkich réwnych zeru.

i=1
Przyjmuje sig, Ze mozna je przedstawi¢ w postaci skonczonych szeregéw Taylora.
Réwnania (2.1) opisuja zaréwno drgania ukladédw, ktérych modele mechaniczne sg
modelami o masach skﬁpionych, jak i drgania ukladéw o ciaglym rozkladzie mas, jesli
odpowiedz przedstawimy w postaci skoficzonego szeregu:

u(r, ) = D w(a),

i=1

gdzie 9(r) oznacza liniowo niezalezne funkcje wektora r.

3. Badanie rezonansoéw pobocznych za pomocy kombinowanej metody Ritza — usredniania

Do obliczen teoretycznych wykorzystalem przyblizona metode Ritza — uéredniania
(R—A) [7]. Metoda ta pozwala badaé zaréwno stany ustalone, jak i nieustalone, a wigc
i obszary przyciggania. W pierwszym etapie rozpatruje si¢ tu drgania swobodne ukladu
zachowawczego nieliniowego, dla ktdrego réwnania ruchu zapiszemy w postaci

o <k ,
(3.1 & = mg;+ 2’ cade+i(qs, s g) =0, i=1,2,..,n
: k=1

Ogdlne rozwigzanie ukladu zachowawczego (3.1) zakladamy w pierwszym przyblizeniu
w formie '

(32) ql(t) = Zasl—),scosfo_st, i=1,2,...,n,

s=1 .
i 2adamy, aby nieznane @s, b;s w rozwigzaniu (3.2) spelialy zaleznoéci (wykorzystana
uogdlniona metoda Ritza lub procedura bilansu harmonicznych)
, .

lim if gre()coswgtdt = 0, i,s=1,2,...,n,

Toor T 5 ]
gdziels,c(z) pozostatosci réwnan (3.1) po podstawieniu przyblizonego rozwigzania (3.2).
Otrzymujemy w ten sposéb uklad nieliniowych réwnan algebraicznych z niewiadomymi,

8
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Wy, b;. Rozwiazanie, mozliwe na ogol tylko na drodze numerycznej, daje' nam szukane
wspdlczynniki — «sprzgzone» nieliniowe czgstoéei i postacie wlasne, jako funkcje wszyst-
kich amplitud ay, ..., a,:

ws = ws(ay, ..., a,),

bis=l;i_s(als---,an)’ i,S-’= 1’2’ '--,n;l—;ls= 1.

W drugim etapie metody R— A4 rozwiazania ogdélnego uktadu (2.1) poszukujemy w pos-
taci

14
3.3) q = Za,Eiscoses+C,cosvt, i=1,2,...,n, -
’ s=1
s=1,2,..,p,p < oL

gdzie 0; = wgt+¢y, i stosmemy procedur@ metody usredniania [3]. Zgodme z tg procedurg
otrzymujemy réwnania:

Gan) Do L tim f Zb,s(Af+<P1)Sln0 dt = Dy(ar, ..., ay, B,

Mssws T T
: © dy, 1
e mi‘_’.‘;— f 2 Bi(Afi+ g costdt = Aws(@r, ..., ay, 9),
gdzie '

M, = Zm,l—),zs, s=1,2,...,p,
i=1 !

Af; = filagbyicosl, +C cosvt, ..., ybys c0s0s+ C,cos ]+
' " —fila, by, cosb,, ..., ayb,scosb,].

Poniewaz ‘rozpatrujemy zakresy czestoéci z dala od gtéwnych rezonanséw, przyjmuje
sig, ze amplitudy C; spelniaja réwnania:

(3.5) —mCp*+ Y enCo=P;, i=1,2,..,n

k=1
Rezonans poboczny otrzymujemy, wtedy gdy w rozwiazaniu (3.3) chociaz jedna z am-

plitud a; nie jest réwna zeru, tj. das/dt # 0 dla o, # 0. Warto§ci amplitud as = as(y), s =

=1,2, ..., p, otrzymamy z réwnafi (3.4a) dla stanu ustalonego:

day

dr

oraz" z dodatkowego réwnania:

(3.62)

’(al, 02, e ap, ¢) = 0

P
dp 1 2 _ B
(36b) E‘ —_ \—]V 1 (w5+Aws)ns""V —_— 0
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gdzie Aw; oznacza poprawki czestosci poszczegdlnych harmonicznych w (3.3)

3.7 = % j RsPos.

Ostatnia z réwnosci (3.7) wynika z faktu Ze rezonanse poboczne moga pojawic sig
tylko w tyeh przypadkach, dla ktérych spelniona jest relacja

p

1 v
(38) v = TV- l Ns s,
gdzie & = @s+Awg, & N=1,2,3, ..., n,=0 +1, +2, ..., —liczby catkowite odpo-

wiednio dobrane. do formy funkcji nieliniowych.
Ostatecznie rozwiazanie odpowiadajace rezonansom pobocznym bedzie nastepujace:

P - .
(3.9) q; = Z a;biscos[(@s+Awg)t+ o5+ Cicosvt, i=1,2,..,n
s=1 -
Relacja (3.8) nie precyzuje jeszcze typu rezonansu, tj. jakie wartoéci przybieraja licz-
by 1y przy danym typie nieliniowo$ci. Udalo sie wykazaé, ze wyznaczenie wszystkich kom-
binacji liczb ns, tj. wszystkich typéw rezonanséw pobocznych, mozna sprowadzié do sto-
sunkowo prostej procedury, mianowicie: weZmy nieliniowe 'funkcjev reprezentujace sily
sprezyste oraz sily ttumienia wystepujace w uSrednionych réwnaniach (3.4) i, podstawiajac
rozwigzanie (3.3), rozwinmy je na uogdlniony szereg Fouriera:
\

n P
D b)) = p9+ D [pPPcost+gsind]+
i=1

i=1

(3.10) _ + pr,f{_,,,i . cos(my B+ ... +my0,+mut)+
= .

+ ng,fi',,,z oo sin(m, 0, + ... + 0, +mpt)+picosvt + g7 sinyt,
< ,

gdzie Z oznaczajg sumy po wszystkich mz,, ..., m, = 0, +1, +2, ... za wyjatkiem przy-

m

padku, kiedy jedna z wartdéci m = 1, a pozostale sa réwne zeru.

Warunkiem koniecznym istnienia niezerowych amplitud @, (w stanie ustalonym), jest
znikanie cztonéw z sinf; w (3.4a). Poniewaz dla ukladéw dysypacyjnych g§® % 0, wiec aby
spei¢ ten warunek musimy znalez¢ taka kombinacje wspétczynnikéw my, my, ..., n1p, m,
w wyrazeniach®cos(m, 0, + ... +m,0, +myt) lub sin(m, 0, + ... +m,0,+mpyt), aby uzys-
kaé dodatkowe cziony z sinfy, tzn. jesli spelnimy warunek:

p

(3.11) ' D mbitmpt = 0,465, s=1,2,...,p.

i=1

Réwnosé (3.11) bedzie speiona jeéli miedzy » a czestosciami g = df/dt, s = 1,2, ...,p,
zajdzie relacja (3.7), przy n,, ns, ..., ny wynikajacych z my, ..., m, w rozwinigciu (3.10).
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W rezultacie uzyskamy dodatkowe cziony z sinf,, a rozwiniecie (3.10) mozna przedstawi¢
nastepujaco: '
n

2 bis(Afi+ @) = p‘”+ Y’ (P +p) cosd; + (g8 +g'9)sinh,] + wyzsze harmoniczne,

i=1 s=l
Roéwnania (3.6a) przedstawiaja si¢ teraz nastepujgco:
(3.12) g+ =0, s=1,2,..,p

Postgpowanie takie pozwala wykry¢ wszystkie kombinacje liczb n, w (3.8) dla danego
typu funkcji nieliniowych, a wigc wszystkie typy rezonanséw pobocznych.

Nalezy zaznaczyé, ze nie sa to warunki dostateczne, gdyz z istnienia dodatkowych
wyrazéw g& nie wynika jeszcze istnienie rezonanséw pobocznych. Réwnosé (3.12) bedzie
spelniona tylko wtedy, gdy g& i g beda réinych znakdw.

" 4. Rezonange poboczne w ukladzie o dwoch stopniach swobody

Szczegdlowe obliczenia teoretyczne i badania analogowe wykonano dla pewnego typu
uktadu nieliniowego o dwdéch stopniach swobody, zlozonego z dwéch mas polaczonych
wiezig sprezysta typu Duffinga, w przypadku wystepowania liniowego tlumienia, wzbu-
dzanego sila harmoniczna o stalej amplitudzie. Réwnania ruchu takiego ukfadu sg naste-
pujace:

) :
o " s +/c1q1+k12(q1—qz>+ﬁl["(j’; - ]+/~t(fh 4;)° = Poosit,

d?q, | d di
My —— d2 +ky2(gs— q1)+‘u.l[dit2—— 11]4'#(‘_72—(11)3 = 0.

Wprowadzajac bezwymiarowy czas T = 'V'/Elz /m, t réwnania ruchu przybieraja postaé:

d? d d
'l:q21 +24%q +y(g - ‘h)"‘ﬁ‘yl[ dql_ B _dq_;] +py(g1—¢2)* = Pcosvr
4.2).
d*q dg, _ dgq '
7?2——+ 52— ,Ltl[ L d2 —wq,—q2)* =
gdzie

y = ;712/_m1, w2 =kyylk,, p= pulk,,
= 7]/k12/m2, v=vymlky, P= Plm, ]/”’12/1612-:r

W obecnej précy rozwazam zagadnienie rezonanséw pobocznych wystgpujacych w pew-
nych obszarach czgsto$ci », w ktorych mozliwe jest stateczne rozwiazanie harmoniczie
o czesto$ci sity wymuszajacej:

q: Cl cos(rt+¢,),

g2 = Cyco8(vy7+¢s),
jak réwniez stateczne rozwiazanie odpowiadajace rezonansom pobocznym, ktére w pier-

(4.3)
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wszym przyblizeniu zaktadamy w postaci:
g1 = a;¢08(d0; T+ Po1) +a,c08(w, T+ doy)+ C; cOSYT,

4.4 i v T v
(4.4) g2 = a;byco8(@; T+do1) Fasbyrcos(w, v+do,) + CocO8 T,
Ve'a, 4
e
15
1.2
0.9
V=30,
STIN001
06 JEa i
- stateczna
niestateczna
03
2}wynikiunalogowe
0 | L 1 T - = t LY,
F a0 } o F }s0 60 70 80
Wotth, 3wor 2wy 2wyt Wy 3ok,

Rys. 1
- ] V=465

! 1]1111 nlynlu |]‘I “"”‘-q I‘;I,.HIIIHI il AN 1‘nlI “'|'”,‘ 1||||1|n BRI o cos 3

1 ' a,(T)




396 . J. BAIXOWSKI

Metodyka przedstawiona w rozdz. 3 pozwolila wykry¢, Ze dla rozwazanego pizyktadu
mozliwe sa nastepujace rezonanse poboczne: rezonanse prawie-periodyczne 20, + .,
200, +m;, ®;+w,, oraz rezonanse periodyczne subharmoniczne: 3@, i 3, |1].

Szczegdlowe obliczenia wykonano dla przykiadu liczbowego scharakteryzowanego
danymi: wg; = 0,915, we, = 1,645, y = 0,279, %> = 2,27, ul = 0,02, uP? = 1.

Charakterystyki amplitudowo-czgstosciowe a; = a,(») znalezione za pomocs metody
Ritza — usredniania wediug wzoréow (3.6) dla wymienionych rezonanséw pobocznych
dokazano na rys. 1. Widzimy, ze w pewnych przedzialach czgstosci », mozemy zaleinie
od warunkéw poczatkowych otrzymaé trzy réZzne typy odpowiedzi ustalonej. Np. przy
czestosci » = 4,65 mamy: '

— odpowiedz prawie-periodyczng typu » = 20, + 5,

— odpowiedz prawie-periodyczna typu » = 2, + @,

— odpowiedZ harmoniczng o cz¢stosci sity wymuszajacej.

Przebiegi czasowe ¢,(7) 1 ¢,(7) charakterystyczne dla odpowiedzi prawie-periodycznych
pokazane sa na rys. 2. :

Aby znalezé odpowiedz na pytanie, ktére z trzech mozliwych statecznych rozwiazan
bedzie generowane przez ukiad, musimy wyznaczyé obszary przyciggania kazdego z nich.

5. Wyznaczanie obszaréw przyciggania za pomoca metody R — A i procedury numerycznej

Zadanie wyznaczania obszaréw przyciagania rezonansow pobocznych sprowadza sie
w ogdlnym przypadku do scatkowania réwnan (3.6).
W przypadku rezonanséw periodycznych réwnania (3.6) przybieraja postaé:

(5.1 LB NRONE. SR N}

Zadanie jest dwuparametrowe (a, ¢), a obszaréw przyciagania poszukujemy na plasz-
czyznie Hayashiego, tj. plaszczyznie tak dobranej, aby stanom ustalonym odpowiadaty
punkty osobliwe réwnan (5.1). Separatryse, czyli krzywa rozdzielajaca obszary o réZznym
charakterze odpowiedzi, znajdzieﬁly przez numeryczne scatkowanie réwnan (5.1) w ujem-
nym czasie [3], z warunkami poczatkowymi z najblizszego sasiedztwa niestatecznego punktu
osobliwego.

Metoda ta stosowana byla efektywnie do wyznaczania obszaréw przyciggania rezo-
nanséw periodycznych, gdy zagadnienie bylo dwuwymiarowe, a separatrysa linig plaska.

W obecnej pracy podjeto prdbe wyznaczenia obszardw przyciagania rezonansow
prawie-periodycznych dwuczestoSciowych, a wiec rozwiazania zagadnienia okre$lonego
trzema parametrami (a,, a,, ¢). Réwnania (3.6) sa teraz nastepujace: '

d
'% = Dl(aI, a,, ¢)’
‘ da
(5'2) dtz = DZ(al > A2, ¢)a
¢

ar = Ds(a,, a,, ¢).
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. Poniewaz zagadnienie jest trzyparametrowe, zaistniala konieczno$é uogdlnienia zna-
nych dotad metod wyznaczania obszaréw przyciagania i wyboru odpowiedniej przestrzeni
tréjwymiarowej, takiej aby stanom ustalonym odpowiadaly punkty osobliwe réwnan
(5.2), a w ktérej separatrysa jest powierzchnig. Przestrzenia spetniajaca te warunki moze
byé tréjwymiarowa przestrzen kartezjarska 0 wspolrzednych

(5.3) (a, a,cosd, a,sing).

Dla wyznaczenia separatrysy w przypadku rezonanséw periodycznych wystarczylo zna-
lezienie dwoch krzywych calkowych zdazajacych z obu stron do niestatecznego punktu
osobliwego przy t — co. . .
 Zadanie komplikuje si¢ bardzo w przypadku rezonansdéw prawie-periodycznych. Se-
paratrysa jest teraz powierzchnia wyznaczona przez nieskonczong ilo§¢ trajektorii zdaza-
jacych do niestatecznego punktu osobliwego przy ¢ — co. Mozemy jg zatem wyznaczyé
tylko w sposdb przyblizony. Aby to uczynié, musimy znalez¢ wiele trajektorii lezacych na
niej, i opierajac si¢ na nich, wyznaczyé separatryse. W tym celu nalezy scatkowaé numerycz-
nie w ujemnym czasie réwnania (5.2), z warunkami poczatkowymi z najblizszego sasiedz-
twa niestatecznego punktu 'osobliwe_go.

04
T z
. .
g 0'2_ 7,
Ry
= Z /
° 7
—0‘2 % ///
_O.L 1 [
) 02 0 0.2 04
. V’}Tuzcosqz —
Rys. 3

Na rys. 3 pokazane sg obszary przyciggania rezonansu prawie-periodycznego » =
= 20, + 0, (obszar zakreskowany), na plaszczyZnie (a,cos¢, a,sing) dla ustalonej war-
tosci a; = 0,201 czestosci wymuszenia » = 3,83. Nalezy dodaé, ze dla malejacych wartosci
amplitudy a, obszary przyciagania tego rezonansu zmniejszaja si¢ i ponizej a; = 0,14
wszystkie warunki poczatkowe prowadza do rozwiazania harmonicznego o czgstosci sily
wymuszdjacej ».

Zgodnie z postawionym zadaniem, majac okre§lone obszary przyciagania w przestrzeni
(5.3), przejdziemy nastepnie do znalezienia ich w przestrzeni warunkéw poczatkowych.

9 Mech. Teoret. i Stos. 3/78
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Dila rozwazanego uktadu o dwéch stopniach swobody istnieja cztery warunki poczatkowe —
dwa na przemieszczenia:

4:(0) = a,cos¢; +a,c08¢,+Cy,

5.4 - - -

(54) 42(0) = a1 by cosd +a,by,co8¢,+C,

i dwa na predkosdcei:

(5.5) f.]l(O) = —‘ali\bl Sjnd).l_az(\[)zinqs’z,
qZ(O) = —-al b21 w181n¢1—a2b22S1n¢2.

Jesli w wyrazeniach (5.4) i (5.5) podstawimy parametry dia stanu ustalonego (lub z jego
najblizszego sasiedztwa), to w caterowymiarowej przestrzeni warunkéw poczatkowych
[4:(0), 42(0), 4,(0), 4.(0)] znajdziemy obszary przyciggania badanego pobocznego rezo- -
nansu prawie-periodycznego 2+ 0,.

W obecnej pracy postawiono pytanie, czy na plaszczyznie [§¢,(0), 4,(0)] sa obszary
przyciggania tego rezonansu przy zalozeniu, ze przemieszczenia mas w chwili poczatkowej
sa réwne zeru, tzn.: -

(5 6) alcOS(i)l +a2005¢2+C1 = 0,
' alb—ncosd)l+a2322cosd)2+C2 = 0.

Taki przypadek moze byé interpretowany fizycznie jako efekt przylozemia w chwili
poczatkowej do mas uktadu impulséw sik ) :
Wykorzystujac poprzednio uzyskane wyniki —rys. 3, wyznaczymy obszary przycig-
gania na plaszczyznie [§,(0), §,(0)]. Kazdy punkt lezacy na separatrysie okreSlony jest
przez tizy parametry a;, a,, ¢. Poza tym dla tego typu rezonansu prawdziwy jest zwigzek :

D ' ¢ = 20:+¢:.
T 10
°
< o5
O
(=
0 > 7
-0.5"
ST Cos 0 05 10

Vi a, @) —
‘Rys. 4

Aby wiec istniaty obszary przyciagania na plaszczyznie predkoéci poczatkowych przy
zerowych przemieszczeniach poczatkowych, musi byé réwnoczeénie z (5.7) spetniony wa-
runek (5.6). Punkty, dla ktérych spelniona jest téwno$é (5.7) przy réwnoczeénie spetnio-
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nym warunku (5.6), zostaly znalezione numerycznie. Nastepnie wyznaczono odpowiednie
obszary przyciagania na podstawie wzordéw (5.5).

Rys. 4 przedstawia obszary przyciggania pobocznego rezonansu prawie-periodycznego
» = 20y -+, na plaszczyinie predkosci poczatkowych, przy zerowych przemieszczeniach
mas ukiadu w chwili poczatkowej.

6. Wyznaczenie obszaréw przyciagania za pomocs maszyn analogowych i automatycznego ukladu

pomiarowo-rejestrujacego

Wobec pracochlonnodci i matej efektywnosci metod numerycznych w wyznaczaniu
obszaréw przyciagania na plaszczyznie predkosci poczatkowych — szczeg6lnie dla przy-
padku rezonanséw prawie-periodycznych, jak réwniez w celu poréwnania wynikow teore-
tycznych z do$wiadczalnymi, zadanie to rozwiazano ma maszynie analogowej MEDA 41TC,
modelujac $ciste réwnania ruchu (4.2). , .

Moga one byé badane w spos6b tradycyjny. Ozn{cza to reczne wprowadzanie nastaw
na wszystkie potencjometry, $ledzenie rozwigzania na ekranie oscyloskopu, nanoszenie
punktéw o wspétrzednych, ktérych warto$ci odpowiadaja rozwigzaniom rezonansowym.
Obszary przyciggania interesujacego nas rezonansu pobocznego mozna znalezé (jesti
istnieja), zageszczajac odpowiednio punktami plaszczyzne [¢,(0), ¢.(0)].

Opisana powyzej metodyka wyznaczania obszaréw przyciagania, aczkolwiek jest
znacznie szybsza od cyfrowej, jednak takZe zajmuje dosyé duzo czasu. Dlatego tez dla
ograniczenia do minimum czynno$ci manualnych w czasie prowadzenia badan i zmniej-
szenia ich pracochfonnoéci, opracowany zostal specjalny uklad pomiarowo-rejestrujacy,
ktéry automatycznie wyznacza obszary przyciggania na plaszezyznie predkosc poczatko-
wych. Czynnoéci manualne sprowadzaja si¢ tu do ustalenia czgstofci sily wymuszajacej
oraz wybrania gérnej i dolnej granicy 4:(0) i ¢.(0).

(ol [ =1
L]

wejScie X rejestratora X-Y

wejécie Y rejestratora X-Y

) K1 B R ) :
Sterowanie =
pisakiem T8~ w7,8,9,10
rejestratora B—_D_._

BAKST

9*
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Schemat ukladu analogowego do rozwiazania réwnan (4.2) oraz ukladu pomiarowo-
rejestrujacego pokazano na rys. 5. Do realizacji wymuszenia harmonicznego zastosowano
~ generator funkcji f(2) = cos»t, o stabilizowanej amplitudzie i plynnej zmiande czestoéci.

Zadawanie warunkéw poczatkowych ¢,(0) i §,(0) realizowane jest automatycznie.
. Warto§¢ ¢,(0) podawana za pomocag tego ukladu okre§lona jest wzorem

2,(0) = 4,(0)|0+iAq,,

gdzie ¢,(0)|0 oznacza warto$¢ 4,(0) w kroku zerowym, Aq, wielko§¢ przyrostu g,(0), zag
i=0,1,..., k liczbe krokdw. :

Uldad jest tak zbudowany, Ze jednemu petnemu cyklowi zmian 4, (0) odpowiada stala
warto$§é ¢,(0) i zmienia si¢ w chwili, gdy bedzie spelniony warunek

4,(0)[0+iAq; = §1(0)max-
Biezaca warto$¢ warunku poczatkowego §,(0) jest okre§lona przez
5(0) = LOIO+jdg2,

gdzie §,(0)|0 oznacza warto$¢ ¢,(0) w kroku zerowym, Ag, wielko§é przyrostu §,(0), za$
j=0,1,...,m liczbg krokdw.

4,00)=4,(0)

80,5 .01=4,(0)

1
, 1
8, » 29, +7la- . pyia, - )+ pgla,-q,)* =Peosdt

d,+q.,-q,- plig,-a,)-pula, -q,P =0

j-aq, ;T=0
D’J aq,

NIE

REJESTRACJA

TAK

q,0>g,l0),

NIE’
9,(00>q (0}
NIE
I 1

fizi+1 j::j+1;i:=0|

Rys. 6
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Osiagniecie przez uklad gémej granicy badanego przedzialu, tzn. gdy bedzie spemiony

warunek
| O)0+/A0: > 42(0) s

jest sygnatem do zatrzygania dalszej pracy maszyny. Bedzie to oznaczaé, ze przebadany
zostal uklad dla okre§lonych przedziatéw wartosci poczatkowych &, (0) 1 ,(0) z wybranymi
krokami Aq, i Ag,. Wartosci ¢,(0) i §,(0) podawane s3 takse na odpowiednie wejécia
X = 4,(0)1Y = 4,(0) rejestratora BAK 5T. Pisak rejestratora jést sterowany w ten Sposob,
e jeSli mamy odpowiedZ rezonansowa wowczas zaznaczy punkt na wykresie, w prze-
ciwnym przypadku nic nie zaznaczy.

1,0

E==2 -metoda R-A

D 7773 - metoda analogowa

-1,0 Il 1 L .
=15 -10 -0,5 0 05 10 15

p Rys. 7

~Rys. 6 przedstawia algorytm programu dla rozwigzania postawionego zadania, a wigc
automatycznego wyzmaczania obszardw przyciagania na plaszezyinie predkoéci poczat-
kowych. Rys. 7 przedstawia obszary przyciagania rezonansu prawie-periodycznego
v = 20, +d, przy czestobciach » = 3,83 i 4,10, wyznaczone przy zastosowaniu propo-
nowanego ukladu. Na rysunku tym pokazane sa takZe obszary przyciagania tego rezo-
nansu znalezione metoda Ritza — u$redniania. Latwo zauwazyé, ze sa one tylko czebcia
obszaru wyznaczonego do$wiadczalnie. Na rys. 8 pokazane sa przebiegi czasowe ¢,(7)
i.g,(1) prowadzace do réznych rozwiazan: prawie-periodycznego 20, + @, przy warunkach
poczatkowych — punkt 1 na rys. 7, badZ harmonicznego o czesto§ci wymuszenia przy
warunkach poczatkowych — punkt 2 na rys. 7.
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v=3,83

! i LAY
UL ‘.“.vw.ymx.'l’,’V‘“.II!HMII "l ’”‘l IHHIl ’;”11 lll ,III PcosvT

q (1)

@

LA

b)

JMAMAMM\MMAMA )

R

Rys. 8

7. Whioski

Przedstawiony w niniejszej pracy problem generowania rezonanséw pobocznych przez
impulsy sit w nieliniowych ukladach drgajacych o wielu stopniach swobody, zwiazany jest
Scifle z zagadnieniem wyznaczania obszaréw przyciagania tychze rezonanséw i zostat roz-
wigzany w dwolakx sposéb:

— wykorzystujac teoretyczna, przyblizong metode badania nieliniowych uktadéw
drgajacych oraz odpowiednig technike numeryczng,

— przez zamodelowanie $cistych réwnan ruchu na maszynie analogowe;.

¢ Wyniki przedstawione na rys. 4 i 7 pozwalaja stwierdzié, ze wystepuja obszary przy-
ciggania pobocznego rezonansu prawie-periodycznego 2, +d,, przy zalozeniu zerowych.
przemieszczen i przy danych odpowiednich predkosciach poczatkowych. Wynika z tego Ze
tego typu rezonans moZe by¢ generowany przez impulsy sit.

Wykorzystana przyblizona toeretyczna metoda Ritza — uéredniania nadaje si¢ do
efektywnego wyznaczania obszaréw przyciagania i daje wyniki bliskie analogowym.
Jednak wyznaczone w ten sposSb obszary przyciagania sa tylko czgScig obszaru wyznaczo-
nego doéwiadczalnie. Précz tego wymaga ona pracochtonnych obliczen i stosowania spec-
jalnych technik numerycznych. :
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Zastosowanie maszyn analz)gowych do rozwigzania postawionego zadania okazato
si¢ bardzo efektywne, glownie ze wzglgdu na opracowanie specjalnego ukfadu pomiago-
wo-rejestrujacego, ktory automatycznie wyznacza obszary przyciggania na plaszczyznie
predko$ci poczatkowych. Pozwolito to na wielokrotne zmniejszenie czasochlonnoéci
w stosunku do analogicznych obliczen numerycznych.
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TEHEPHMPOBAHME CHWJIOBHIMH MMIIYIBCAMU ITOBOYHBIX PE3SOHAHCOB
B HEJIMHEMHLIX KOJIEBATEJILHLIX CUCTEMAX

B paGote paccmoTpeHo renepupoaaade NTEPHOAUYECKHX ¥ ITOYTH-TIEPHOAMIECKHAX PE30HAHCOB B He-
JIMHENHBIX [HUCCHITATHBHBLIX KoyebaTebHLIX CHCTeMax, BO30Y)KJaeMbIX TapMOHMUECKMMH cunamu. Mc-
CIIeQyeTCA BOIPOC — MOTYT JI CHJIOBBIE WMITYJIbChI, TIPHIIOMKEHHbIE K TAaKOH CHCTEMe, IPHBECTH K H3-
MEHEHMIO TapMOHMUYECKOr0 KOJIE0aHMsI C MajIof aMILUTUTYOON B OJMH U3 MODOYHBIX PE30HAHCOB CO 3Ha-
YyTeNBHOM aMIuTyqoit KosreGaruil. IlpemuonaraeTcs, urto B pe3ynbTaTe CHIOBOTO MMIYJBCA BOHUKAKOT
HAUAJIBHBIE CKOPOCTH IIPM HYJEBBIX HAYANHHBIX NEPEMELUEHWSIX cucTeMbl. IIpencraBneHHas 3ajada
TECHO CBA3aHa C BOIPOCOM Of onpejesicHuu 0BJACTH TPHIATHBAHUA IOGOYHBIX pesonancos. [llarorcs '
JUIs PellleHusi: a) HCIONB3YS TeOpeTMUeCKHl NPHOIDKEeHHLIH MEeTox ycpemHemma Pmrua, 6) mocpen-
CTBOM MOQENMPOBAHHA TOUHBIX YDAaBHEHUH NBMXKEHUS HA HAIOTOROH BHIYMUCIUTENLHOH MALUMHE M pas-
PaboTKU CHELAaNbHON H3MEpHUTENbHO-PErNCTPUPYIOUIeH CHCTEMBI, KOTOPaA aBTOMATHUECKH OIpeaeIaer
o@mcm NPUTATHBAHUA Ha IUIOCKOCTH HAYaJLHBIX CKOPOCTEH.

Summary

SECONDARY RESONANCES GENERATION BY FORCE IMPULSES IN NONLINEAR
VIBRATING SYSTEMS i

There are examined periodic and almost-periodic secondary resonances generations in nonlinear dis-
sipative vibrating systems excited by harmonic forces. It was tested if force impulses applied to the system
can cause alteration from small amplitude response to respouse.éorresponding with one of secondary re-
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sonances at significant vibration amplitude. It was assumed that irfitial velocities are resulting from the
force impulses, the initial displacements of the system taken equal to zero. The problem was strongly co-
nnected with the problem of determining the domains of attraction and was solved by two methods: a) ac-
cording to original, approximate Ritz-averaging method, b) by modelling the original equation of motion
on analog computer and preparing measure-recording system, which automatically determines domains
of attraction in the initial velocities plane.
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