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1. Wstep

Jednym z podstawowych problemdéw, pojawiajacych si¢ przy rozwazaniu zagadnien
mechaniki o§rodkéw ciaglych (a takze i innych dziedzin nauki), jest interpretacja fizyczna
wynikéw majacych postaé wielokrotnych calek lub szeregéw. W szczegdlnodci przy roz-
wazaniach dotyczacych termosprezystoéci czy termodyfuzji otrzymuje sie czesto roz-
wiazania w postaci szeregéw typu Fouriera-Bessela, Diniego [1], lub trygonometrycznych
(por. np. [5, 7,8] i in.). '

Wydaje sig, ze najogdlniejsze, z przedstawionych dotychczas w literaturze, podejscie
do probleméw sumowalnosci szeregéw Fouriera-Bessela i Diniego przedstawiono w pracy
[2]. W pracy tej wyznaczono sumy szeregéw Fouriera-Bessela

. C ,u: Jn (:unlx)‘,n+ (:ulliy)
.y P A

oraz Diniego

> 243 (gD s1(Auy¥)
(1.2) Y(z £ (g =12+ H)I 3 (hg)

gdzie n=20,1,2,...;5,k,/=0, 1; u, — i-te miejsce zerowe funkc_u Bessela J,(2);
Ang—J-te miejsce zerowe funkcji fo(2) = ATy (A)+ HI,(A); i,j=1,2,...; H,a—do-
wolne state (@ # 0); x, y e (0, 1).

Wzory przedstawione w cytowanej pracy sa prawdz1we réwniez dla kaidego n rzeczy-
wistego wigkszego od —0,5 (poréwnaj tok rozumowania w pracy [2] z odpowiednimi zwigz-
kami zawartymi w monografiach [1, 6]). Pewne szczeg6lne przypadki tych wzoréw moZna
znaleZ¢ w innych pracach. Nalezy tu wymienié szczegdlnie dwie publikacje, ktérych uogdl-
nienie stanowi praca [2). Sa to prace WOBLKEGO [3] i Grysy [4] W pierwszej podano
sumy szeregéw typu (1.1) dla n = 0; w drugiej uogolnlono wyniki pierwszej pracy na do-
wolne 7 naturalne. o

W obecnej pracy wyznaczono wzory sumacyjne dla szeregéw Dmlego w przypadku
gdy H > 0. Ponadto wykorzystano wyniki prac [2] i [4] w celu wyznaczenia sum pewnych
szeregéw trygonometrycznych. Oba typy széregéw sa s_zczcgéliﬁeézqsto; spotykane w roz-
wigzaniach réwnan transportu ciepta lub masy oraz w teorii drgaf. Uzytecznosé wyprowa-
dzonych wzoréw zilustrowano w konicowej czgfci pracy przedstaw1ajb‘c w prostych posta-
clach:pewne znane rozwigzania probleméw termospreZystosci, teorii drgad i 1nnych
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4
W przedstawionych w dalszych czg§ciach pracy zwiagzkach uzywaé bedziemy naste-
pujacych oznaczeh skracajacych:

1 (H+m)K, ()= pKys1(P)
9 P09 = g | K009 (R |

4 1 (H+mK,(P) — pKs1(P)
(14) FIIHZ(.ps Z) - 4p2 [Kn+1(172)+1n+1(1)z) (H+n)1',’(p)+p1"'+l(p) ]

Tutaj I,(z) i K,(z) — zmodyfikowane funkcje Bessela, odpowiednio pierwszego i dru-
giego rodzaju n-tego rzedu [1]; [ — parametr wystgpujacy w szeregach Diniego. Nietrudno
zauwazyé, ze

1
1.5 FE(p, 1) = .
(3 R R (GERTA T A (3]
H+n
L. F&(p, 1) = .
(19 0 ) = L) 7T (P

Podstawowym wzorem, z ktérego otrzymujé si¢ wszystkie nastepne cytowane w tej
pracy wzory sumacyjne dla szeregdw Diniego, jest zwiazek

. = FEN AR XCIRY
a7 12 (B iy — 12+ HOTE )

= 2a*{n(x—Y)FE (a, x)I(@y) +n(y—X) Ff(a, y) L.(ax)},

ktéry uzyskuje si¢ z odpowiedniego podstawowego wzoru z pracfy [2] dla przypadku,
gdy H > 0in = 0. Tutaj 5(z) — funkcja Heaviside’a.

Znajomo$¢ wzorédw sumacyjnych dla szeregéw Diniego i Fouriera-Bessela (te ostatnie
omdéwiono w pracy [4]) pozwala w latwy sposéb otrzymaé wzory sumacyjne dla pewnych
szeregdw trygonometrycznych. Wykorzystujac mianowicie zwiazki [6]:

2. 2 .
J_l/z(z) = ‘I/E Slnz, Il/z(z) = E Sth,

2 w
YI/Z(Z) = — ]/——7; Ccosz, K1/2(Z) — _2? e %,

Jaj2(2) = 2 [SIEZ —cdsz], L),(2) = ]/—nz; [coshz—- szhz J,

nz

2 | C n 1
Yar2(2) = "]/”ﬂ—z [sz'l" c;sz ], Ksp2(2) = ]/?ﬂz— e"(1+—z~),

zwigzek (1.7) oraz zwiazek (11) z pracy [4], otrzymuje si¢ nastgpujace wzory, bedace pod-
“stawowymi dla wyznaczania sum odpowiednich szeregéw trygonometrycznych:

o0
Afsind;xsindy _ sinhay
4 2 TR+ B —05smia, ~ 10N 35 %

y [e“"‘— 2e~“sinhax ] sinhax [e"“’ 2e¢~%inhay ]

A(H, a)e" —e° +n(—x) 2a -—A(H,a)e"—e"'
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(1.10)
C sin oy, xsinoy y ;_ B sinh(ay)sinhfa(l — x)] . sinh(ax)sinh[a(l — )]
Ig w? +a? = n(x=5) 2asinh(a) +n0=) 2asinh(a)
gdzie 4; — dodatnie pierwiastki .rc’)wnania (0,5—-H)igh = 2 gdy H # 0,5, lub réwnania.
H%a—-0,5

cosA = 0gdy H = 0,5; (dla H = 0,5 mamy zatem 4; = n(j—0,5)), A(H, a) = H=a=05"

oy = nk.

Wszystkie wzory sumacyjne dotyczace szeregdw trygonometrycznych, przedstawione:
w niniejszej pracy, mozZzna otrzymaé badz przez wykonanie na zwiazkach (1.9) i (1.10).
odpowiednich operacji, oméwionych przy wyprowadzaniu wzoréw sumacyjnych w pra-
cach [2] i [4], badZ przez poloZenie n = 1/2 w odpowiednich zaleznosciach dotyczacych.
sumowania szeregdw Fouriera-Bessela 1 Diniego.

2. Sumy szeregéw typu (1.2)

Zgodnie z ustaleniami pracy [2] wszystkie szeregi funkcyjne, dla ktérych ponizej wyz~
naczono sumy, sa zbiezne niemal jednostajnie dla x, y € (0, 1). Sumy szeregéw liczbowych.
wyznaczono, dokonujac odpowiednich przejéé granicznych, przy czym za kryterium do-
puszczalnofci takich przejéé przyjgto ustalenia zawarte w §§ 18.34 i 18.35 monografii
[1]. Parametr H we wszystkich zwiazkach jest dodatni. Przejicia graniczne z parametrem
a do zera wyznaczaja pewne wzory sumacyjne, ktérych jednakze nie wolno rézniczkowaé:
w celu otrzymania innych zwiazkéw (por. przejécie od wzoru (2.10) do '(2.11) w pracy
[2]). Wszystkie zalezno$ci otrzymane przez réZniczkowanie wzoréw sumacyjnych uzyskano
przy uwzglednieniu warunkéw podanych w odpowiednim twierdzeniu (por. § 10, rozdz. 5
monografii [9]); réZzniczkowania dokonuje si¢ osobno dla x <yiy < x (x,ye (0, 1)).
Wielkofci A,;, wystgpujace we wszystkich szeregach przedstawionych w drugim i trzecim
rozdziale pracy, sa pierwiastkami réwnania

AU+ HT,(A) = 0.

Wykonanie zawartego w powyzszym réwnaniu réZniczkowania i wstawienie w miejsce
A pierwiastka 4,; (j= 1, 2, ...) prowadzi do nastgpujacej, wygodnej do dalszych rozwazan,
tozsamodci: . '

(21) lann-{-l(}'n_l) = (H+n)Jn(lnj)

Dokonujac przejécia granicznego z a do zera we wzorze (1.7) otrzymuje si¢ zwigzek

L T+ BT (i :

n=3) [(»\" . H-n|  q0-x [(x\" __,  H-n
— 4n {(x}_xynH-l-n}—}- 4n y Xy H+n gdy n>0,

%{n(x—y)(l—Hlnx)+n(y—X)(1—H1ny)} gdy n=0.
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Przechodzac we wzorze (1.7) — kole_]no — najplerw zx do 1, a potem z y do 1, otrzy-
muje si¢

A2 T0(An5%) _ I(ax)
@3) ,21 B+ DG+ BT ()~ 2IEA D@ + Ty 11 (@]
A4 B I(a)
@a 2 D= T~ A L@ a3 @]

RéZnickuch zwiazek (1.7) wzgledem x dostajemy

o0 3. . '
(25) 2 (/1 l"JJII +1 (ﬂ'n] X) Jn(lnjy) _
=1

) (A= + HOT2(hey) -

= 2a®{n(x—y)F(a, )1, (ay) n(y—x)Fa(a, Whii(ax)};
funkcja F&(p, z) okreSlona jest zwiagzkiem (1.4).
Dokonujac we wzorze (2.5) przejécia granicznego z y do 1, otrzymujemy

(2 6) 2 - ﬂ'ran+1(ﬂ'njx) ) aIn+1(ax)
T A+a 5=+ HY )~ 2[H+MI(@) + s @)
Przejécw we wzorze (2.5) z a do zera daje wynik nastgpujacy:
’ m‘l lann+1(}-njx)Jn(ﬂnjy) . ﬂ(x—J’) (y )"
@n Z (G- HOT2 ()~ 2x \#%)°

Mnozac obustronnle zwiazek (2.5) przez —a~2, zwiazek (2.7) przez a~? oraz doda_]qc
stronarm otrzymu_]e si¢

8) 2 T s = 1= 3aF(a, Dlaan)+

| +n(x— y){m2 (1)"—2aF,g(a,x)J,(ay)}.

Przechodzac w (2.8) z a do zera dostajemy

xn(y—=x) _) o ,,H—n] |
(2 9) Z n+1(}'njx)J (}'nly) _ 8n(n+l) [( ¥y e H+n gdy n>0,
Anj(A2—n? + HOJTZ(Ay)) M—_—x)—(l—HIny) R

4H
Kiadac w (2.8) x = 1 otrzymujemy

x To(ng¥) 1y . Lay)
(2.10) g;(lfj+az)(lgj—n2+H2)Jn(an) ) {H+n - (H+n)1,,(a)+aln+1(a)},

za§ kladac w (2.8) y = 1 otrzymuje’ si¢ zwiazek

B iy 1(Any %) A ;(ax)
1D ; A2+ (=2 + Y, () - 2a[(H.+n);:,(a)+aI,+1(a)] .
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Przejscie w (2.5) z x do 1 i wykorzystanie tozsamosci (2.1), a nastepnie przejscie z a
do zera, daje w wyniku znany zwiazek (por. [1], § 18.12):

2H+m(Agy)
(}'nl_n +H2)Jn(}-nj) N

]

2.12)

Ten sam rezultat otrzymuje sig, przechodzqc z a do zera we wzorze (2.3).
Przechodzac w (2.11) zx do 1 lub w (2.10) z y do 1 otrzymuje sig

In+1(a)

2.13) 2 (/1,?,+a2)(1,,j Cata) =m0~ 2a(H+m[(H+ D@+ dlas @]

Przejécie z a do zera w (2. 4) lub z y do 1 we wzorze (2.12) daje sume szeregu liczbowego

1

(2.14) A,%,——n2+H2 = 2H+n)'

Zr6zniczkowanie zaleznoém (2 5 wzgl@dem y da_;e w wyniku zwxqzek
(2 15) Z 12 J +1(1n1x)Jn+l(AnJy) —
) (A% +a2)(A —n?+ H¥)JE(Ayy)

= 2a*{n(x—))F(a, x)f..+1(ay)+n(y X)F5(a, V)1 1(ax)}.
Przechodzac w (2.15) z a do zera otrzymujemy

n+1(1n x)Jn+1(}'njy) (x_y) y n(y x)( )
(2.16) Z (A%— nj+H2)J2(A,,j) - 4n+1) (x) + 4(n+1)

Kladqc w (2.16) lub w (2.9) y = 1 dostajemy

n+1(2'n1x) — X
(2.17) Z Anj(A5 =2+ HY, ()~ dn+1)(H+n) *

Dokénujqc w (2.17) przejécxa zxdol,lubw (2.1'3) z a do zera, otrzymuje si¢ zalezno§¢

, 1
(2.18) Z A2, =n +H2) T A+ (H+n)?

Mnozgc obustronnie (2.17) przez x~" i calkujac w granicach od x do 1 tatwo uzyskme
sie zwiazek .

. N Jn(Any X) _ [ =x*)(H+n)+2]x"
(2.19) 2 A —n2+H2)J (Anj) - 8(n+l)(H+n)2

Wykorzystame waqzkow (2.14)i 2. 18) pozwala wyznaczyc sume nastquchego szeregu
liczbowego '

o«

o 1 2+H+n
2. : E =—_— .,
(2.20) T 'j_l'_l,z,j 4(n+1) (H+n)
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W celu wyprowadzenia dalszych zwigzkéw wykorzystamy wzory [1]
R T ., 3
2.21) Ki(ip) = — i7" {Yu(p) +iJa(P)}

Lip) = i"T,(p), i=V—1,
gdzie Y,(p) — funkcja Bessela 11 rodzaju n-tego rzgdu. Wzory (2.21) pozwalaja okreéllc
nastepujqcp zwiazki:

(222 FR(ip,2) = ~i7"Gli(p, 2), Fpb(ip,z) = im""'GL(p, 2),
gdzie

T (p.2) = { 7, (pz) HENYoD) =Y, 1, () _Y"(pz)},

(H+n)J,(p) = pJns1(P)

W g_z_ L HAY(0)=pYoa(p)
an(P,Z) - 8])2 {Jn+1(P~) (H+n)J,,(p)—-pJ,,+1(p) n+1(pz)}-

Korzystajac z zalezno$ci (2.21) 1 (2.22) oraz ze zwiazkow (1.7), (2.3) - (2.6), (2.3),
(2.10), (2. 11) (2 13) i (2.15) tatwo jest wyprowadzxc nastepujace wzory:

13_)] (}.,,_,X)J (}'ij)
@29 2 By~ a®) G2+ BT Chg)

= 2‘12{77(x YGh(a, x) Ju(@y) +n(y—x) Gy (a, y)J,,(aX)}

(2.23)

o

ﬂn,J(}»n i X) Ja(ax)
(2.25) jz =2 + BT,y ~ S m) @ T @l
N Jo(a)
(2.26) Z (/12.__a2)(/12-—n2+112) G e A R AR

+1(Any ) o An; ) -
(227) Z (12 _aZ)(ﬂl"j n2+H2)J2(Anj) h

= 2a*{n(x—p)GhH(a, x)J(ap) +n(y — x) G (@, ¥) Tns 1(ax)},

(2.28) )w?j-’nﬂ(}-njx) _ a4 (ax)
. g 5 =
J,= (lnj a

—a)(L—n*+H)J(Ay) - 2[(H+n)J(@)—alni (@)’

ann+1(lnjx)J (An y) 1 Y "
@29 Z = ad (=4 B hg) = "(x‘y){‘m(y) ¥
+2aGYo(a, X)), (ay)}+n(y x)2aGl (a, y)u+1(ax),

o N To(hay%) R J(ax)
(230) Z (A—ad) (A2 —n*+HD)Ty(kyy) — 247 =H+n T HAn) (@)~ alne (@) }

ann+1(lnjx) : _ Jas1(ax)
@3 2 =B -+ B T,y = BalHFMT@ =Ty @
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N ! _ Ty14(a)
232 jz (=a) =+ 1Y)~ 20+ H+1)I(@) =T, @)

(2 33) 2 Agidas 1 (AnjX) s 1 (Anj¥)
- (A7
j=1

—at) (A= + HOJH(Ay)

= 2a*{n(x~»)G2(@, X)Jus 1 (@) +0(y—X) Gla(a, )iy 1(ax)}.

Caly szereg interesujacych zalezno§ci mozna otrzymaé, réZniczkujac podane wyZej
zwiazki wzglgdem parametru a. Np. na podstawie wzoru (2.28) uzyskuje si¢

S 2310ws1(hngX) _ xJ(ax)
@39 12; o=@y =+ )~ AH+M T @) =T @]

(an+aH—a+ )J, (@) +(a®~2nH—-2n%)J,(a)
da[(H+n)Jy(a)—alys 1 (@)

+ Jnr1(ax).

3, Sumy szeregéw Diniego, zawierajacych w mianowniku iloczyny typu (A%, +a?) (A% + b%)

Wykorzystujac wzér (1.7) oraz zwiazki wyprowadzone w drugim rozdziale pracy,
a takze wykonujagc odpowiednie przejécia graniczne, moina — dla a # b — otrzymaé
nastepujace zaleznosci:

e}

lr%j']'n(/’{'nj-x)-)'n()“njy) _
ey D) 25 ) (A2, b)) (A= 4 T T2

=
= o (=) i, Dla(@)~ B, ) L ()] +

+n(y_x)[a2FI?1(a’ y)I,,(ax)—sz,ﬁ(b, y)In(bx)]})

3 2) Jn(}-njx)Jn(anY) _
D L T Gy BV
= w6 g | (2] 7 2| 26, o ma] +

1 P " .o H—n " » .
+7(y—x) {4—02; [(7) —Xxy Hin ] "‘2Fn1(a)y)1n(ax)}’ n>0;

dla n = 0 otrzymuje sie prawag strone zwiazku (3.2) wykorzystujac zaleznosci (1.3) i (2.2);

(3.3) Z 22341 (s %) Tul By ) _
& R+ a) (A + 6% Gy =12+ B ()

= o (= D@, @)~ G, ) L)~

—(y—X)[@*FE (@, p) s 1(ax)— B2 FE (B, )T 1 (B3]}
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(3.4)

+

DAs

lnj‘]n+l(/1n]x)']n(/1njy) _ ﬂ(x—y) (y)n

UL+ + ) (A= + H)J2(hy) — 2a%b*x \x ).

1

[
il

¥ (G BE(b, %) 1u(by)—aF¥h(a, D I (ay) +
10— 3)aF(@, )Ty (@) = b (B, ) o1 B,

o .
(3.5) 2 3«3]-7"(/1"1}’) ) L=
' “— (Aa; +a*) (A2 +b¥) (A5 —n? + H?) T, (Any)

_ 1 { 1,(by) B L@) }
© 20 -a) | (HAm LG +bLa () (H+n) (@) +al. () |’

=] . .
(3.6) Z Tn(Anjy) __r +
’ “— (At @) A+ b)) (A~ + H)W(Aey) — 24°b

P : I,(by) ) @)
2(0*—a®) | PP[(H+m) L,(b)+bL, 1 (B)]  @*[(H+m) I (@)+al1(a)]
(3 7) °°j lﬁj-’n-{-l(z,,jX)J"_'_l(lnjy) _
= G a0 byt T ()
| - 2

= W {n(x—y) [a2F,f72(a, x)In-i-l(ay)—szrl:{Z(b: x)In+1(by)]+.
+9(y—X)[a*FE(a, ¥) o+ 1(ax) — B2FE (b, ) 41 (b)),

o |
1 ‘Lx+1(llxjx)Jn+l(}*njy) _ __. { 1 (y n+1_
G gf GG+ By ~ 1T \x)

n+1

—2F}%(b, x)InH(by)} +n(y~x) {Tz(’i;ﬁ (%) ~2F% (b, y)1n+1(bx)}-
Sumy szeregéw zawierajacych w mianownikach réznice kwadratéw uzyskuje sie przez
podstawienie w miejsce parametru a czy b wielkodci ia ewentualnie ib. Wykorzystanie
nastepnie zaleZnosci (2.21)-(2.23) pozwala na wyznaczenie odpowiedniej sumy. Niektdre
tego typu sumy (dla dowolnego H rzeczywistego) wyznaczono w pracy [2]; przejécie do
najczgéciej spotykanego w zastosowaniach przypadku H > 0 jest rieskomplikowane.
Z uwagi na prostote przejécia od wzordw (3.1)-(3.8) do odpowiednich wzoréw sumacyjnych
dla szereg6w, zawierajacych w mianownikach iloczyny typu (A3;+a?)(A2,—b?) czy (12—

—a?)(A%~b?), zaleznoéci tych nie bedziemy wypisywac.

4, Sumy szeregéw typu (1.9)

Wielkoéci 4;, wystepujace we wszystkich szeregach przedstawionych w tej czeSci pracy,
sa pierwiastkami réwnania

A

Gdy H = 0,5, wéwezas 4 = %(21'— DG =1,2,..).



O SUMOWANIU SZEREGOW DINIEGO 1 TRYGONOMETRYCZNYCH 307

Odpowiednie wzory sumacyjne uzyskuje si¢ na drodze analogicznej do przedstawionej
w rozdziale 2 pracy. Niektére z przedstawionych nizej zaleznoSci mozna fatwo otrzymaé
wykorzystujac zwiqzki podane w rozdzialach 2 lub 3 pracy oraz wzory (1.8). Wypro-
wadzone ZWqukl sa prawdziwe dla x, y € (0, 1); w niektérych przypadkach zakres ich
stusznoéci mozna rozszerzyé do przedziatu (— 1, 1), kladac po prawej stronie |x| w migj- -
sce x, €zy |y| w miejsce y.

1 tak — przechodzac z a do zera w (1.9), lub kladac » = 0,5 we wzorze 2.2
otrzymujemy

X
sinA;xsini;y y H=-0,5
“.2) Z B+ 025577, ~ T y)7[1 xH+O,5}+
_’:

x H~-0,5
| +’70’"x)7[ H+05]
' Przéchodzqc w (1.9) kolejno najpierw z x, a potem z y 'do 1, dostaje si¢ zwigzki
@3) 2 Msind;y sinh(ay) ,
' (A +a®(AF+H*-0 25)s1n1j (H—a—0,5)[A(H, a)e’—e™*]’
44 2 e - &
(B +a )(l,‘+H ) 25) H—0,5+acigha

. H4+a-0,5
Tutaj A(H, @) = =G5

Zwiazki (4.3) i (4.4) mozna réwniez latwo uzyskaé z zaleZnoém 231 (2 4), kladac
w nich » = 0,5 i wykorzystujac (1.8).

Dokonujgc w (4.2) przejé¢ granicznych z y do 1, a nastgpnie z x do 1, otrzymuje
sie '

(4.5) . \ 2(2H—L—1)s1n2,3.c ~ ¥
‘ ﬁ-ll (A} +H?*—0,25)sin 4;
| O 2H4T

4.6 Z ,
(46) 12+H 20,25 =1

Kiadac w (4.6) H = 0,5 otrzymujemy znany wzér ([10], 0.234):
4.7, 2 __1__=

@j-1? 8
Roanczkquc (1.9) wzgledem x uzyskuje si¢ zwiazek
AfcosA;xsind;y cosh(ax)

4.8 2 j 2l J = . ay _
(48 (,1, T3+ B2 —0,255m7] e o

2e~%inh(ay) sinh(ay) [ _ax , 2e “cosh(ax) ]
- A(H, a)ea,_._e—n] _"7(x“J’) e + A(H, a)ea__e—-a
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Przejécie graniczne w (4.8) z a do zera daje w wyniku
C Aycos A;xsingy 1 [ H-0,5 1 H-0,5
' =—=ny-x)|1—-y— | — —np(x—y)y ———2_
) 1;1 (Z+H?—0.25)sin’4; 2 =21 Fros | 27 e
Przechodzac w (4.8) z y do 1 dostajemy zaleZno$§é '

(4.10) Zwi Ajcos jx - acosh(ax)
) - (A2+a®(A7+H?—=0,25)sink; ~ (H+a-0,5e"—(H—a—0,5)e*"

Gdy a - 0, zwiazek (4.10) przyjmuje postaé

0
Ajcos A;x 1
{4.11) ; (A2+H?*—-0,25sind;  2H+1°

W szczegolnosci gdy H = 0,5, wzor ten pokrywa sig ze zwigzkiem (4), 1.442, podanym
w [10].

Mnozac (4.8) przez —a~?, (4.9) przez a2 i dodajac stronami, otrzymuje si¢

[
 Agsinljycosdjx =
{4.12) J=Zl (l}+a2)(lf+H2—0,2_5)Sinmj =

=%{’7(X—Y)[Sinh(aﬁ(e_”x+ 2¢”"cosh(ax) )— H'O’S]

A, de—e | "V EHT05 |7
2e”%sinh(a e H-0,5
+17(y—x) [Cosh(ax) (Z(YIWHE_—Z%;‘ —e y) +1 -y —H-l-o—S]}.
Kiadac w (4. 12) y = 1, dostajemy zwiazek
@ 13)' 2 Ajcosi;x _ L{ L
) Yoy A} + a») (A7 +H?*—0,25)sind;  a* [2H+1
: _ acosh(ax) }
(H+a—0,5e*"~(H—a—0,5)¢~|"

Zrézniczkowanie (4.12) wzgledem y daje w wyniku zaleZzno$é

| = Ajcosd;xcosd;y
(4.14) jZl‘ (Z}+a2)(lf+H2._.0’25)Sln2},J =

1 —ax, 2e”%cosh(ax) H-0,5
= W{ﬂ(X—J’) [aCOSh(ay) (e + A(Ha)e" —e° ) - H+0,5 ]

_ 2e~%osh(ay) ) H-0,5 ]}
— ay —_

+9(y—x) [acosh(ax) (e + AHde—c 7ro5 ||
Przechodzac w (4.14) z a do zera, otrzymujemy

N Ajxcos 1 ‘
4,15 Cos 4y iy — _ 2 N
1) Zj=1 BT -0, ~ a0, (M HIEH =0+

+2(1 = x)(H +0,5]+ 9y =) [(x* +y*)(H—0,5)+ 2(1 - y)(H+0,5)]}.



O SUMOWANIU SZEREGOW DINIEGO I TRYGONOMETRYCZNYCH 309

Kiadac w (4.12) x =0 dostaj;my

(4.16) Z Asind jy _
o - (A7 +a® (A} +H?*—0,25)sin%4;
=

__14{ 2¢“sinh(ay) ‘—e““"-l—l H—-0,5
2| A(H, a)e®—e" ym’

wykonujac za§ w (4.16) przejicie graniczne dla a — 0, uzyskuje sie zaleznoéé

1
1,54+ H)y — (H+0,5)p% 4+ — (H~0,5))*
“n szjy ( y —( )y 3( )y
Z LOAF+HZ—025)sin; 2(2H+1)

Kladac w (4._17) y =1 oraz H = 0,5 otrzymuje si¢ znany zwiazek ([10], (4), 0.234)

(_1)j+1 73
(418) ’ = W = ﬁ.

Przechodzac w (4.14) z y do zera mamy

. o«
: Afcosd;x

1 e 2e~%cosh(ax) _ H—O,S}
=2z t AT = | T HT05 |

Gdy a — 0, zwiazek (4.19) przechodzi w nastepujacy:

o) Y ook __x L H-0S
- Lo Gj+H™=025sin’3; 2 " 2HF1 4 HFOS

Jesli polozymy H = 0,5, wzor (4.20) przechodzi w znana zalezno$é ([10], (6), 1.444):

©  COo§— (2]—- Dx 2
(4.21) : 2 (21— T = 28_(1—x).
o =1

Mozna fatwo pékazaé, ze zwigzek (4.21) obowiazuje réwniez dla x € (—2,2); w miej-
sce x po prawej stronie nalezy wdéwczas wstawic |x]|.
Kladac w miejsce @ we wzorach (1.9), (4.3), (4.4), (4.8), (4.10), (4.12)-(4.14), (4.16)

i (4.19) wielkosé ia (i = 1/ —1) fatwo uzyskuje si¢ nastgpujace wzory sumacyjne

[oe]

N'  AsinA;xsind;y
4.22 j S 4 XSin 4, -
w2 D, (3 —a?)(J2 + H?—0,25)in%4,

sin(ay) (H—0,5)sin[a(l=x)]+acos[a(l— x)]

j=1

= n(x—y)

2a (H-0,5)sina-+acosa
sin(ax) (H-0,5)sin[a(1—y)]+acos [a(l )
+tn(-x) —_ (H—0,5)sina+acosa ’

3 Mech, Teoret, i Stos. 3/78
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(493 Z Afsin A;x 0,5sin(ax)
(4.23) (Xz—az)(}»2+H2 0,25)sin4; (H—O,S)sina+acosa’

2 _ 0,5sina
(12 ~az)(22+H2 0,250  (H-0,25)sina+acosa ’

(424)

o
Ajcos Agxsin Ay y _
@2 Z (A2—a®)(A}+H?—0,25)sin?);

(H-0,5)sin[a(l1—y)]+acos[a(l —y)] _
(H-0,5)sina+acosa

(H-0,5)cos[a(l —x)]—asin[a(l — x)]

= 0,57(y—x)cos(ax)

~0,57(x—)sin(ay)

(H-0,5)sina+acosa .’
(4.26) 2 AjcosAsx 0,5acos(ax)
) (A} —a*)(A}+H*~0 25)sm2., (H~-0,5)sina+acosa’

=]
AfCos Ay xsind;y
#€.27) ; (A7 —a®) (A H?~0,25)sin?2;

1 ‘ (H~0,5)sin[a(1 - p)]+acos[a(l —y)] H-0,5 ]
= - —14yp | —
242 {n(y %) [cos(ax) - (H-0,5)sina+acosa +y H+0,5
. (H—0,5)cos[a(l - x)]—asin[al~x)]  H=0,5 ]}
n(x y)[sm(ay) (H—-0,5)sina+acosa . y H+0,5
(4.28) Z Ajcosd;x L _1~{ 0,5acos(ax) 1 }
) “ (A —a®)(A}+H?-0,25)sind;  a® | (H-0,5sina+acosa 2H+1)’
L

w0
Alcos A;xcosd;y
(4 9) “ (2'%—az)(ljz-"Hz—O,ZS)Slnzﬂj

1 ,5 (H-0,5)cos[a(l—x)]— asm[a(l x)]
= 247 {n(x y)[H+05 —acos(ay) (H-0,5)sina+acosa ]

+(y— x)[ H=05 o s(ax) (H=0,5)cos[a(l —y)]-asin[a(l —y)] ]},

H+0,5 (H-0,5)sing+acosa
o]
1 Asind;x 1 H—0.5
0 D gindix { 5
(430 & (A -a)(Af+H*-0,25)sin%A; — 2a° *H¥0,5 1+

(H~0,5)sin[a(1 — x)]+acos[a(l - x)]}
(H-= 05)s1na+acosa
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431 j‘ 27 cos A;x 3
@I L G-+ -0l T

1 {H——O,S a(H 0,5)cos[a(l —x)]—asin[a(l - x)],

= 242 H+0,5 B (H——OS)sma+acosa

Wykorzystujac tozsamo$é
1 1 b2xq?

(4.32) Btd Bt (BEaATE)

mozna wyprowadzi¢ caly szereg wzoréw sumacyjnych dla szeregéw, zawierajacych w mia-
nownikach iloczyny typu (A7 +a?)(A7+5%), podobnie jak to zrobiono w rozdziale trze-
cim pracy dla. szeregdw Diniego. Wzoréw tych — z uwagi na prostote ich otrzymania
na podstawie znajomosci zalezno$ci (4.2)-(4.31) — nie bedziemy wypisywaé.

Zwréémy jeszcze uwage na to, iz znajomo$é wzoréw sumacyjnych dla szeregéw, za-
wierajacych w mianownikach iloczyny typu (A7 +a?)(A} —b? pozwala latwo uzyska¢ od-
powiednie zaleznosci dla szeregéw ktérych skiadniki zawieraja w mianownikach wyraze-
nia A} +a*. Wystarczy w tym celu polozy¢ w wypisanym. wyzej iloczynie w miejsce sta-
tych aoraz b wielkoéé a }/E Sumy szeregéw, zawierajacych w mianownikach swoich sktad-
nikéw wyrazenia A} +a* mozna przedstawié jako kombinacje funkcji trygonometrycznych

i wykladniczych od argumentéw typu iz]/—zz gdzie z = ax, ay lub a.

5. Sumy szeregébw typu (1.10)

Wielkoéci «, wystepujace we wszystkich szeregach przedstawionych w tej cz¢sci pracy,
sa dodatnimi pierwiastkami réwnania sina = 0, tzn. «, = nk (k= 1,2,...). Odpo-
wiednie wzory sumacyjne uzyskuje si¢ na drodze analogicznej do przedstawionej w roz-
dzialach 2 i 4 pracy. Réwniez i tutaj — podobnie jak w rozdziale 4 — zakres waZnoéci
wielu wzoréw mozna rozszerzy¢ do przedziahi (— 1,1), ktadac po prawej stronie odpo-
‘wiednich zwiazkéw |x| czy |y| w miejsce x czy y.

I tak——przejécie z a do zera w (1.10) daje zaleZno§¢é

O si o xsin o 1 1
(51 L ) Ee s R R e
k=1 k

Zréiniczkowanie (1.10) wzgledem zmiennej x pozwala otrzymaé zwigzek
i h(ax)sinh[a(1—y)]
(5.2 2 % COS Uy XSIM ARy _y Cos . _
52 o2 4a? n(y—x) "~ 2sinha

kel

sinh(ay)cosh[a(l —x)]
2sinha )

—(x=y)

3*
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Przechodzac w (5.2) z a do zera uzyskujemy wzor

(53) ZC—OS—“’%M=—2—[(1—}/)W %)= ynix= )l
ke=1

Jeéli potozygé w (5.3) x = 0, otrzymuje sig wzér (1), 1.441 z tablic [10], za$ ktadac
x = 1 —wzor (4), 1.445.
Kiadac w (5.2) x = 1/n otrzymujemy

o kcos(k)sin(kx) m (-1 cosh(a)sinh[a(z ~ x)] _
x2Sk

B

5.4y
' k=1
1 . sinh(ax)coshla(nm—1)]

—n(l—‘x) sinhma

Przechodzac w (5.2) do przypadku x = y dostajemy zwiazek

}, 0 x<g .

o0
S ksin(Qknx)  m sinh{an(l —2x)]
B ZEY ) sinh(arn)

Dokonujac w (5.5) przejécia z a do zera otrzymuje si¢ wielomian Bernoulliego B¥(x)
[16]. Dalsze wielomiany B}, ., (x) mozna otrzyma¢, rézniczkujac (5.5) k-krotnie wzgledem
parametru a, a nastgpnie dokonujac przejécia granicznego z a do zera.

Mnozac (5.2) obustronnie przez — a2, (5.3) przez a~? i dodajac je stronami, otrzymuje
sig

(5.5)

k=1

[o0]

(5.6) Zw _ L {w—x) [1_y_ cosh(ax)sinh[a(1~y>]]_
242 . i

= o (0 +a?) sinha

=)y SO a0 |

sinha.
Przechodzac w (5.6) z a do zera dostaje si¢ w wyniku

o0 .
(5.7) Z" COSqrinte) _ y"(i‘z_y) (3x2 4 y? +2~6x)—
k=1 %k
- — (1 -—y)lnz(y_x) (y2+3x2_2y)‘
Kladac w (5.7) x =0 otrzymuje sig¢ wzdr (5), 1.443 z tablic [10], kladac za§ x=1
. k 3 _
(5.8)_ o Z (- l)" sm( ”y) _ y(2=1).
Przyjmujac w (5.6) x = 1, otrzymujemy zalezno§¢
(59 - . (= 1)+ sin(knx) L[ __ sinh(nax)
TR ' k(k?+a*) — 242 sinh(7a)

k=1 -



O SUMOWANIU SZEREGOW DINIEGO I TRYGONOMETRYCZNYCH 313

1 . .
Kladac w (5.8) y = — uzyskuje si¢ sume¢ szeregu liczbowego

[ve]
' N sink _ i—i_
(5.10) - £;<1) AL
Podobnie — wstawiajac w (5.9) x == 1/2, otrzymujemy
(— 1k+4 o 1
G- ; Qk-DCk—1F+a] ~ 4a® |1~ (m)
= . cosh -

Szczegblnym przypadkiem tego zwiazku jest wzdr (4), 0.234 z tablic [10],
Fatwo jest — na podstawie zaleznosci (5.6) — wyprowadzi¢ nastepujace dwa zwigzki:

sin(2k) 7 | sinh(a)cosh[a(m—1)] 1
(5.12) £ T D) T 7[ sinh(az) - ?]’
(5.13) Z Smlgifk) = %(n2—3n+2).

k=1
Przez zréiniczkowanie zalezno$ci (5.6) wzgledem zmiennej y uzyskuje si¢ nastepujacy
wzor:

¢+
o0

COS 0y XCOS 0, 1 acosh(ax)cosha(l —y)]
G14) Z ozlé+a2 = 242 {n(y—x)[ sinha —1+
k=1
) acosh(ay)cosh[a(l—x
4m&_”[ (y;m;( n_q_

Kladac w (5.14) y = 0 otrzymuje si¢ przejécie do wzoru (2), 1.445 z tablic [10], kladac
za§ y = 1 — przejécie do wzoru (3), 1.445.
Przechodzac w (5.14) z x i y do 1/=n, otrzymujemy

cos?k 1 [ macosh(a)cosh[a(m—1)] _ 1]

(5.15) y ez | 242 sinh(am)

Kiadac w (1.10) x = y = 1/n tatwo uzyskuje sie zwiazek
| 7 sin’k _ # sinh(a)sinh[a(z—1)]

(5.16) 1 +az  2a sinh(ar)

k=
Dodajac (5.15) i (5.16) stronami, a nastepnie przechodzac z a do zera, otrzymuje si¢

wzor (3), 0.233 z tablic [10]. ' o
Przechodzac w (5.14) z a do zera znajdujemy, Ze

[ral
cosaxcosoyy  n(y—x)

o | Y

(5.17) (2+3x% — 6y+3y9) +

Je=1

+ ——'"(’;;y ) 243y —6x-+3x2).
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Je$li w (5.17) potozyé y = 0, otrzymuje si¢ przejécie do wzoru (3), 1.443 z tablic [10],
za§ kladac y = 1 —przejécie do wzoru (4), 1.443.

Wiele interesujacych zaleino$ci mozna otrzymaé, ré2niczkujac otrzymane zwiazki
wzgledem parametru @. I tak — wykonujac t¢ operacj¢ na wzorze (5.9)— dostajemy

' e Sin(kmx) @ { x _ sinh(nax)
(.18) ,2( D vy = 28 (@ ~ aPsinh(na) T

i 2sinh?*(na) 2sinh{zza)
Podobnie — ktadac w (5.6) x =0 i rézniczkujac otrzymany wynik wzgledem a — ot-
rZymamy

[1s]

mcosh(na)sinh(nax)  wxcosh(max) }

sin(knx) 7

(5.19) yas k(K2 +ad)E 4a4sinh(ﬁa)

{(1 ~x)[2sinh(na) +nacosh [za(l — )] —

_ sin};[:;t:((jlsz)] [2sinh(za) +nacosh(ﬂa)]}

wykonujac natomiast t¢ sama o_peracje w odniesieniu do (5.2), uzyskujemy

o0

0 COS oy XSinayy 1 .
(5.20) kzl‘ (2 +a?)? = T4asinh’a {n(x~y) [Slnh(a)(yCOSh(a.V) X

x cosh[a(1 —x)]+ (1 —x)sinh(ap)sinh[a(l — x)]) — cosh(a)sinh(ay) X
xcosh[a(l —x)]| - n(y — x) [sinh(a)(xsinh(ax)sinh[a(l — p)] +
+(1—y)cosh(ax)cosh[a(l— y)]j —cosh(ax)sinh[a(l — y)]cosh(a)]}.

Podobne zro’Zniczkowénie zwiazku (1.10) daje w wyniku

o0

sin oy xsin o,y 1 . .
(5.21) ; G = idsnhia {n(x~y)[(sinh(a) +cosh(a)) X

x sinh(ay)sinh[a(l — x)] - asinh(a)(ycosh(ay) smh[a(l X))+
+ (1= x)sinh(ay)cosh[a(l — x))]+5(y — x) [(sinh(a) + acosh(a)) X
X sinh(ax)sinh[a(l — y)] —asinh(a)(xcosh(ax)sinh[a(l — )] +
+(1—y)sinh(ax)cosh[a(l —»))]}.
Przejécie w (5.21) z a do zera pozvx"ala znaleZ¢é nastepujgca zaleznosé

o«

- (5.22) Zw= n(x y)y(l )[1 (1—x)2]+

o
x=1 k

+n(y—x ————y) [1~x*— (1 ¥

‘Kladac w miejsce a we wzorach (1.10), (5.2), (5.4)-(5.6), (5.9), (5.11), (5.12), (5.14)-
(5.16), (5.18)-(5.21) wielko§¢ ia oraz wykorzystujac znane zwiazki sinh(iz) = isin(z),_
cosh(iz) = cos(z), latwo uzyskuje si¢ sumy szeregéw, zawierajacych w miagownikach
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swoich sktadnikéw wyrazenia «f —a?. Z uwagi na prostote otrzymania tych sum nie bg-
dziemy ich osobno wypisywaé. Wykorzystujac nastepnie tozsamoéé (4.32) mozna wypro-
wadzié wzory sumacyjne, dla szeregdw, zawierajacych w mianownikach iloczyny typu
(o +a?)(af +-b%), podobnie jak to zrobiono w rozdziale trzecim pracy. Odnoénie rozwa-
zanych szeregdw pozostaja réwniez w mocy wszystkie uwagi zawarte w zakonczeniu
rozdziatu czwartego.

6. Przyklady zastosowan wyprowadzonych zwigzkow

W tej czeci pracy wykorzystamy wyprowadzone wyzej wzory sumacyjne w celu spro-
wadzenia niektérych zpanych w literaturze rozwiazan do postaci bardziej zwartej. Dla
zagadnied dynamicznych zaleznoéci te pozwalaja wyznaczy¢ w niektdrych przypadkach
rozwiazania §cisle w postaci zwartej, lub rozwiazania przybliZone.

Rozwazmy zwiazek (6.32), podany na s. 58 monografii NOowACKIEGO [7], opisujacy
pole temperatury 7. Wyrazenie to ma postaé podwdjnego szeregu

N 2W SR Jo(ﬂmr)sindné’sinanz’
(61) T(",Z)- Athc? ME; f(ﬂmc)(d,%-i-ﬂ,f,) »

gdzie @ = Ty Jy(Bme) = 0; W, & h i ¢ — stale.

H

Stosujac zwiazek (1.10), otrzymujemy nast¢pujaca postaé funkcjt T(r, z'):

WX JoBar)
Anc? £ ﬁmsinh(hﬂm)szgﬂm
x sinh f,,(h— &) +n(z' — &) sinh(B,&)sinh [Bn(h—2")]}.

Rozwazmy teraz zwiazek (6.34) z monografii [7]. Opisuje on potencjat termosprezystego
przemieszczenia : .

(6.2) T(r, 2) = 5 —2)sinh(B,2) %

| ) 2w SR Jo(BmP)sin oy E'sin o, 2’
6.3 = -9 0N m k
€ ?= " hine? Zl £ T (Be) (G B

Wykorzystujac zwiazek (5.21), otrzymujemy

W N [Sul®, 2)+ Su(@, EMWolBu?) |
D P 2 Basinb B, i (fm)

gdzie

S’"(x’ y) = 77(x _y) [(Slnh(hﬂm) + hﬂm CO_Sh(hﬂ,,,)) sulh(.Bmy) Slnh [ﬂm(h - x)] -
~ Bmsinh(hB,,) (ycosh(Bap)sinh [B,(h — x)] + (h— x)sinh(B.y) cosh [Bnu(h— X))
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Rozwazmy zwiazek (13.4) ze s. 139 monografii [7], opisujacy pole temperatury :

W va f ato(ar)du
(6.5) T(r,z') = i 2 sin(a, £")sin(o, 2") 0‘3"1‘—,“%0‘2 .
gdzie o, = 122; W, h, k', us — stale. Stosujac zaleznoé¢ (1.10) dostajemy stad zwiazek
6.6) T(z2) = v Jofor) {17(5’—z’)sinh(aysz')sinh[aﬂs(h~E')]+

2k’ u® § sinh(hois)
+9(z —~ &) sinh(oaps &) sinh[aps(h—z')] }da.

Jest to przedstawienie catkowe temperatury T'(r, z'); warto nadmienié, ze w monografii
[7] wykorzystano znajomo$é catki wystepujace] we wzorze (6.5) 1 przedstawiono T(r, z)
w postaci szeregu zawierajacego funkcje Ko(2).

Przy pomocy zaleznoSci podanych w tej pracy mozna ponadto zapisaé w prostszej
postaci np. zwiazki (6.47) i (6.48) ze s. 61, (13.25) ze s. 144; mozna réwniez w stosunkowo
prosty sposéb wysumowac szeregi znajdujace sig we wzorach (31.49) na s. 304 cytowanej

. monografii.

Jako dalsze zastosowanie uzyskanych zaleizno$ci przedstawimy w prostsze] postaci

wzér [o] na krzywa ugiecia, podany na s. 148 monografii [11]:

. MmC . HmIX
«© smn—sm

2p3 Z 1 1
®D . VSR L T e

n=1

Wykorzystanie zwiazku (5.22) pozwala'uzyskaé nastgpujaca postaé funkcji y(x):
68) y= _6—l§fl_ {n(e=x)x(I-c)Qlc—x*~c?) +n(x—)c(I-x)Ix — x2—c?)}.

Pokazemy teraz zastosowania wzoréw, wyprowadzonych w rozdziale czwartym pracy.
Rozwazmy zagadnienie drgan preta, ktdrego jeden koniec x = 0 jest zamocowany sztywno,
a drugi x = / jest swobodny, przy warunkach poczatkowych u(x, 0) = kx, u,, (x, 0) =
(przecinek oznacza rézniczkowanie po argumencie znajdujacym sie za przecinkiem).
Postaé tych drgan dana jest wzorem ([12], s. 221, problem 103):

69 u(x t)__gﬁ %%sinl(zn— ) 2l]cos[(2n ) ad ] -

Wykorzystujac zwigzek

sin[(?.n—l)%z](—l)"“ = cés[(2n—l)%(z—l)] ,’
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oraz wzory (4.2) i (4.5) dla przypadku H = 0,5, otrzymuje si¢

xn(l—x—1s)+ (1—s)Im(s—1+x) gdy  se <0,1),

(6.10) u(x, 1) = —xn(ls—x—D+ A ~s)In(l—Is+x) gdy se <1,2),
’ —xn(Bl=Is—x)+(s—3)I(sl-3l4+x) gdy se <2,3),
xn(ls—31—x)+(s—3)In(3]—Is +x) gdy se <34,

gdzie s = a—;mod.4*, t € (0, c0).

W podobny sposéb mozna zapisa¢ szereg begdacy rozwiazaniem zagadnienia drgan
podiuznych wymuszonych preta o skonczonej dugoéei (por. wzory na s. 240 w [12] i np.
zwiazki (4.12) dla H= 0,51 a=0).

Sumy szeregéw Diniego, przedstawione w rozdziatach 2 i 3 pracy, sg szczegdlnie przy-
datne, gdy rozwaZa si¢ zagadnienie np. ustalonego przeptywu ciepta z warunkami brze-
gowymi trzeciego rodzaju. Natomiast przy zagadnieniach dynamicznych przedstawione
sumy pozwalaja fatwo otrzymac prosta posta¢ rozwiazania dla malych czaséw, lub roz-
wigzania przyblizone dla ¢ € (0, 00).

Rozwazmy np. zwiazek (7), .podany na stronie 369 monografii [5], opisujacy pole
temperatury:

.

Jo(raj)'] (I‘ aj)
(6.11) . wr, 1) = 2 Jl(aaj)_}_o_]z(aotj)e aft

gdzie a,r’,x—stale, za§ a; — pierwiastki réwnania koJ,(ax)—hJ(ax) = 0. Kladac

ha ! . . . 2
aq; = ZOJ,T = H, % = p, wykorzystujac zwiazek (2.1) oraz przyblizong réwnoéé

1 1
—wodt -
e T+xait dia 1< ®of

mozemy dla malych czaséw przedstawi¢ zwiazek (6.11) w postaci

(6.12) o, 1) = l'i‘ . A3 T0(A0;) Jo(0'Aos)

JTatt

a \? '
v l - (W) ][13,~+H2]J3(lof)

Wykorzystujac zwiazek (1.7) dostajemy

2

niztz {n(e ) Fe, (f"’)“(w) = )
+n(9’—9)F5’1( ,_—,e)lo(w )}

Na zakonfczenie pokazemy, jak mozna wykorzystaé przedstawione w rozdziale 2 zwigzki
do przyblizonego obliczania sum szeregéw typu (6.11). Dla jasnoéci wywodu postuzymy

(6.13) (0, 1) =

. ® Mowimy, 2e @ = bmod. ¢, gdy istnieje taka liczba naturalna n, ze b = ecn+ail0<a <e.
/
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sig zwiazkiem nieco prostszym iz (6.11), a mianowicie rozwazymy wzér (4), podany na
sstronie 202 monografii [5], dotyczacy réwniez pola temperatury:

2nV Jo(ray) 2
6.14 , 1) = : E e—ke3t
(6.14) »(r, 1) a & (% + o) o(an;) !
.gdzie h,V, a, k — stale, za§ o; — pierwiastki. réwnania aJy(aa)+hJo(aw) = 0. Kladac

avy = Aoj,ah = H, —:1— = p, oraz wykonujac na obu stronach zwigzku (6.14) transformacje

Laplace’a [15] (przy wykorzystaniu znanego twierdzenia dotyczacego zamiany operacji
-catkowania i sumowania [9]), orzymujemy

oo‘ .
(6.15) vi(0, p) = 212_"’ Z Jo(ohos)

J=1 [%i"‘(al/k ) ][HZ'H I]JO(}‘OI)

-gdzie v.(o, p) = f v(o, t)e~P'dt, p — parametr transformacji Laplace’a (liczba zespolona).
b

Na podstawie wzoru (2.10) moZemy napisaé

. B Iy ag'l/ﬂ—),
(6.16) HV | 1 ( k

"’L(@’ P) = r = —= : =

@p\ H P\.a/P 2
Hlo ( l/?) re)/ % Hfay/ %)

v

2

-gdzie

1’/;10 (9‘1 ]/%—)
(6.17) o) =

P P 7\
HI, Ed £ 2
°(“l/k)+“ k"(“l/k)
‘Wykorzystujac znane wzory asymptotyczne latwo mozna zauwazyé, ze

©.18) L lime(p) = ‘/k. ) .

P30
Zwiazek (6.18) Jest warunkiem koniecznym stosowalnoéci metody przybhzonego
-odwracania transformacji Laplace’a, podanej w rozdziale 5 monografii [13]. Wykorzystu-
Jjac t¢ metode otrzymuje sie

6.19) o, 1) = lﬁ—{l—HZAmpk)}
gdzie

(6.20) $(p) = Ve <9a I/Z)

o ey el
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Warto$ci A4y i px mozna znalezé w tablicach [14] lub wyliczy¢ jedna z metod podanych
w [13]. _

Szereg, wystepujacy we wzorze (6.19), jest szybkozbiezny w calym obszarze zmiennej
t; warto nadmieni¢, Zze uwzglednienie niewielkiej liczby wyrazow tego szergu pozwala
otrzymaé stosunkowo doktadne wyniki [13, 14].
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Soxnawma

Peswme

Ol CYMMUPOBAHMH HEKOTOPBIX PAOOB OVMHH W TPUTOHOMETPHUYECKHX
CYUWECTBYIOWINX B 3AJAYAX MEXAHHKH CIIJIOWIHBIX CPEL

B pabore onpeneneHbl CyMMBI HECKONBKUX psanos JIuiu M TPHroOHOMETPHUECKUX PSAOB 3aBMCAILINX
OT NBYX NepemeHHBIX x, y € (0, 1). IToxasaHo, UTO NOMB3YACE NONYUEHHBIMHE PE3YNBTATAMH MOMKHO
B BHAE OUeHbL NPOCTHLIX BBLIPOKEHHM NPEACTABUTD PELUCHNA HEKOTOPLIX CTATHUECKHMX ¥ AMHAMHUYECKHX
3a8Y MEXAHMKH CIUIOLIHBIX Cpefl, JaHHbIE B JIMTEPaType OeCKOHEUHBIMHK CYyMMAaMH.

Summary

SUMMATION OF CERTAIN DINI AND TRIGONOMETRIC SERIES OCCURRING IN PROBLEMS
OF THE THEORY OF CONTINUOUS MEDIA *

In the paper the sums of Dini and trigonometric series, which are functions of two variables x, y & (0,1),
are given. By using the relationships obtained here, some known results of static and dynamic problems of_'
the theory of continuous media are shown in a very simple form.,

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ
POLITECHNIKI POZNANSKIEJ
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