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1. Wstep

W teorii o§rodkow wielofazowych, przy przejéciu od mikrowielkoéei do makrowielkoéci,
czesto stosuje sie nastepujace rozumowanie (np. [1]):

1. Wybieramy skonczony podobszar niejednorodnego ciala (zwany charakterystycz-
nym obszarem) tak duzy, Ze zawiera dostatecznie duzo niejednorodnoéci na to, aby mozna
bylo przeprowadzi¢ w nim reprezentatywna operacj¢ objgtoSciowego ufredniania.

2. Zarazem uwazamy, Zze podobszar jest dostatecznie maly (w poréwnaniu z wymiara-
mi ciafa) na to, aby mozna bylo go interpretowal — w makroskopowym przyblizeniu —
jako punkt materialny i pomijaé zmienno§¢ w nim makroskopowych wielkogci.

Oczywiscie takie rozumowanie moze mie¢ zastosowanie tylko do niejednorodnych o§-
rodkéw?), w ktérych niejednorodnosci sa bardzo matych rozmiaréw. Przykladem takich
‘ofrodkéw sg polikrysztaly lub stopy metali z niejednorodnoédami‘ w postaci matych
inkluzji.

W pracy rozwazane beda stopy metali typu matryca z inkluzjami tworzace ofrodek
makroskopowo jednorodny, mikroskopowo nlejednorodny, o rozproszonym charakterze
mikrostruktury (por. [2]).

W monografii [3] podane sa przyklady takich stopéw. Z przyktadéw. tych wynika, ze
w wielu wypadkach mozna pojedyncze inkluzje uwazaé za zawarte (wraz z otoczeniem
w postaci materiatu matrycy) w sze§cianie o boku 5- 10~% ¢cm. Wtedy w szeScianie o boku
d* = 5-10"2 c¢m (a wiec w szedcianie o wielkoéci uznawanej za makroskopowa — np. [2],
~ [4]) znajdzie si¢ n = 106 inkluzji; dla szecianu o boku d* mozna méwié o reprezentatyw-

nym udrednianiu objgtosciowym. Z drugiej strony w szefcianie o boku d = 10 cm (rzad
wymiaréw prébki do badan) znajdzie si¢ N = 2- 106 szebcianéw o boku d*; szeSciany
o boku d* sa dostatecznie male w porédwnaniu z wymiarami prébki (@* < d).

Rozwazmy pewien podzial ciala niejednorodnego na obszary charakterystyczne. Jezeli
kazdy z tych obszaréw zdeformujemy jednorodnie, to w ciele powstanie pole naprezen
spowodowane nieréwnomierno$cia odksztalcenia poszczegélnych obszar6w charakte-
jl'yStyCZnych 1 wymkajqcym stad ich wzajemnym oddziatywaniem. Makroskopowe przybh-
Zenie tego pola naprezeri nazywane jest napreZeniem I rodzaju. Z okreélenia naprezen I
rodzaju (i z okreflenia obszaru charakterystycznego) wynika, Ze naprezenia te powinno
si¢ uwazaé za stale w obszarach charakterystycznych.

D Oérodkiem niejednorodnym nazywamy klase ciat m{ejednorodnych o takim samym typie niejedno-
rodnosci,
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Celem pracy jest analiza pojecia makroskopowosci naprezen oraz sformulowanie
makroskopowego prawa konstytutywnego (dla naprezen I rodzaju i makroskopowych
odksztalcert okreSlonych dla liniowo-sprezystego oérodka niejednorodnego), w ktérym
wymiary obszaru charakterystycznego wystapia jako parametry opisujace makrosko-
powa reakcje materiatléw zawartych w ciele nigjednorodnym.

2. Rozklad niejednorodnosci

W stopach metali ksztalt, wielko$¢ i rozmieszczenie inkluzji sa losowymi parametrami
rozkladu niejednorodnosci. Losowy rozklad niejednorodnosci mozna opisaé funkcja:

2.1 ' c= ¢, x) = 7@, x)eq.

gdzie oznaczono:

x € G; G— obszar ciala niejednorodnego (prébki do badan),
o € £2; 2 — probabilistyczna przestrzen zdarzen opisujaca losowosé wewnqtrznej
geometrii niejednorodnych cial o$rodka,
co — tensor wspdlczynnikéw sprezystoéci matrycy zajmujacej obszar G,
ca——tensor wspdtczynnikéw SprQZyStOSCl mkluzp zajmujqcych obszar G— Gy
a=1,..,m
yalw, )——funkqa charakterystyczna obszaru G, (przy zdarzeniu losowym w e Q)

1 dla xe G,

K@, x) = {0 dla x ¢ G,

Zalozenie rozproszonego charaktern niejednorodnoéci i makroskopowej jednorodnosci
ofrodka wyrazimy przyjmujac statystyczng jednoiodno$§¢ losowej funkeji rozkladu nie-
Jjednorodnoéci '

(2.2) o /> (Ec)(x) = Co = const,

gdzie E oznacza operacje probabilistycznego usredniania a C, jest tensorem walencji 4. -

Dla o$rodka dwufazowego funkcje rozkladu niejednorodnosci moZeniy napisa¢ w pos-
taci: _

(2.3) c(w’ x) = €o+y(®, x)(c;— ¢o),
gdzie oznaczono x(w, x) = xi(w, x).

Jezeli rozklad niejednorodnoéci (dany wzorem (2.3)) spelnia warunek tzw. izotropii
statystycznej, to losowa funkcja f(x)(w) = x(w, X)(w € £2) ma miedzy innymi wiasnoci
([5D:

P(x) = 1) = Ex(x) = ¢,
(2.4) P(y(x) = 0) = 14,
PO = 1A ) = 1) = EQeg(e)] = 20,
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gdzie ¢ jest koncentracja objgtosciowa inkluzji:

|G| |Gl
2.5 = A= = ——.
@5 $="ar 7= T
3
oraz oznaczono r = ||x—x||, ||x||2 = Z(x‘)z, x = (xt, x2, x3).
i=1

Przy powyzszych zalozeniach
(2.6) Co = Ee(x) = co+(e;—co) = (1—P)eo +e, .

Funkcja korelacyjna:
K(x, x1) = E[e'(x)®@¢'(x1)],

' (x) = e(x)—Cy

ma w rozwazanym przypadku postac: '
K(x, x;) = [y(r)—¢%K,
K = (¢;~co)®(e; —¢€o)-

Mikroskopowos¢ rzedow dtugosci charakteryzujacych wymiary inkluzji i odlegloéci
miedzy nimi pozwala — w ramach modelu matryca z inkluzjami — potraktowaé stop jako-
mechaniczna mieszaning skladnikéw. Oznaczmy:

P(x)= P(xeG), (@(=01),
Pi(x,x;) = P(x €Gi A X, € G), (@, j=01).
Prawdopodobienistwa P;; sa postaci ([6]):
' Py = Py(r) = a;+pup(r),
ay; = PyP;, Pi(x) = P; = const,
(2.10) pij = Pid;;— PP (po i nie sumowag),
p(r) = exp(~r/l).

2.7)

(2.8)

2.9

Stad (i z (2.4)).

(2.11) - ' y(r) = ¢ +¢(1—exp(—r/D),
gdzie /— modut korelacji ([/] = cm). '

Wzér (2.11) jest przyblizeniem, w ktérym ignoruje si¢ réZmice gemetryczne migdzy
matryca a obszarem zajetym przez inkluzje; wzdr ten nie uwzglednia np. réZnic w typie
spdjnoéci tych obszaréw a takZe nie uwzglednia réznic w ks_ztalcie 1 orientacji inkluzji,
Tego rodzaju przyblizenie winno dawaé najlepsze rezultaty dla zblizonych koncentracji ¢-
1 1—¢ oraz quasi-sferycznych inkluzji tj. takich, e E[(R—ER)?] < (ER)?, gdzie R =
= ||x—xo||, xo — §rodek masy: inkluzji, x — punkt na powierzchni inkluzji.

Rozproszony charakter mikrostriktury bedziemy uwzgledniaé przyjmujac, Ze uéred-
nienie probabilistyczne losowych funkcji, odniesione do obszaru charakterystycznego-
1do obszaru calej prébkd, daje taki sam wynik. W szczegdlnoéci jeéli przez Gi G* oznaczy-
my obszary prébki i dowolnego obszaru charakterystycznego a przez G; < G, G & G* —
-podobszar zajety przez inkluzje, to :

IG,| _ |G¥l

212 T e
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3. Odksztalcenia

W pracy rozwazane beda, jak to zwykle robi si¢ w teorii o§rodkéw wielofazowych,
losowe pola odkszalcefi jednorodne statystycznie. Zalézmy wigc osrodek i obcigzenia ciat
takie, Ze:

A. Losowa deformacje obszaru charakterystycznego G*, obserwowana na jego gra-
picy dG*, mozna uwazaé za jednorodng (por. [1]), Przyjmujemy wigc, ze losowe przemiesz-

czenia .

3.D 1 = u(w, X)(we L, xe G¥

spetniajg (dla w € £ ustalonego) réwnanie:

(3.2) L(Dw(w, x) = X(w, ) +k(w, x), w G*
ww, xX) = e*x,> na J0G*,

gdzie oznaczono (por. [7]):

L(D) — operator Lamégo dla jednorodnego ciala o tensorze
wspolczynnikéw sprezystosci  (matrycy) #; L(D)u =
= —div(cy* Vu),

€, — symetryczny tensor walencji 2,

= X.x — wektor wodzacy punktu x € dG* o poczatku w x, € G*;
xo — §rodek masy w obszarze G¥,

x(w, x) = [ 1(w, y)- Véx—ydy— polaryzacja o§rodka?,

Gi
2w, x) = ¢"(w, x) - €(w,x)  —tensor (gestoéci) polaryzacji,
¢’(w, x) = e(w, x)— ¢, — tensor fluktuacji stalych sprezystych,
&(w, x) = }(Vu+vVuo)(w, x) — tensor .(losowych) odksztalcen,

0x — delta Diraca,
V — gradient wzgledem zmiennych x,

X

,» " — operacja pelnego nasuwania tensoréw,
k(w, x) — losowa funkcja rozkladu sit objetosciowych,

Z uwagi na malo$¢ obszaru G* bedziemy przyjmowaé, e mozna w nim pominaé wplyw
sit objetoéciowych na odksztalcenia:
3.3) k(w, x) = 0.

B. Probabilistyczne §rednie odksztalcen sa wielko$ciami makroskopowymi okre§lonymi
z makroskopowego do§wiadczenia mechanicznego. ZaloZenie to sformutujemy w postaci
hipotezy ergodycznej:
(3.4) \/ /\ /\ €(x) = Ee(x) = _IG%TI f €(w, y)dy = €,

6, X€G* weld ¥l

gdzie €, jest symetrycznym tensorem walencji 2.

2) Sens thlki Lebesgue’a X(w, x) jest omOwiony w pracach [7] i {10]; dla « r6zniczkowalnego wzgledem
‘zmiennej x: X(w, x) = dive(w, x). Matematyczne problemy zwiqzane z poprawnoscia sformutowania réw-

X
nania (3.2) w sytuacji, kiedy nieciggto§é funkcji rozkladu niejednorodnodci powoduje nie istnienie w ob-
szarze G* klasycznych pochodnych funkcji u i v — zostaly oméwione w pracy [7]. Operacje rézniczkowania
wystepujace w rownaniu (3.2) nalezy rozumieé jako opgracje uogolnionego rézmiczkowania w sensie So-
bolewa., - - .
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Przypisujac (jak zwykle si¢ robt w makroskopowych do§wiadczeniach) stala w G* wiel-
koéé $rednia €, — $rodkowi masy xo € G*, przyjmiemy, Ze
3.5 € = €(x;) = Ee(xo)
dla dowolnego punktu x, € G takiego, Ze:

inf [[xo—yl[ = r¥,

3 6) . yedG
@ r* = sup|lxo~yll.

yedG*
Z zaltozenia (3.2) wynika przedstawienie pola losowych przemieszczen:

ww, X) = €, x+§(w, X); X = X—Xq

(.7 E(w, x) = 0 na 9G*.
Stad kolejno:
|
(3.8) Wa* Z€(w, X)dx = 0
(3.9) €, = €.

Usredniajac stronami réwnanie (3.2) (przy uwzglednieniu (3.5) — (3.9)) otrzymujemy
nastepujacy wniosek:

Jezeli cialo zajmujace obszar G jest jednorodne przy brzegu oraz mozemy pominaé
wplyw sit objetosciowych na odksztalcenia, to rozklad §rednich odksztalceh w obszarze G
(by¢ moze za wyjatkiem warstwy przybrzeinej szerokoSci b < r¥*) jest postaci:

1
€ () = 5 (Vo +Vub)(x),
(3.10)
infllx—y|| = r* (*—=(3.6)),
yedG

gdzie u, jest przemieszczeniem w matrycy bez inkluzji zajmujacej obszar G:
L(D)ue(x) = 0 w G,
b(x, Dyuy(x) = ¢(x) na 9G.

Przez b(x, D) oznaczono w réwnaniu (3.11) operator warunku brzegowego (por. [7]).
Jezeli b(x, D)uy(x) = uy(x) to zalozenie jednorodnoéci przy brzegu mozna pominaé.

Whiosek powyiszy oznacza, Zze rozwazamy ofrodki, w ktérych znika §rednia polary-
zacja ofrodka

(3.11)

(3.12) (EX)(x) = Gf (Ev)(x) V5,_,dy = 0.

4. Srednie naprezenia

Jezeli inkluzje oraz obszar charakterystyczny sa ograniczone dostatecznie gladkimi
powierzchniami oraz spetnione sa pewne warunki ograniczajace skladowe losowej funkcji ¢

“.1) ¢’(w, x) = ¢(w, X)—Co,

2 Mech. Teorct., i Stos. 3/78
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to istnigje w obszarze charakterystycznym G* funkcyjny zwiazek (por. [10]) migdzy §red-
nimi naprezeniami: A

T(x) = (ED(x), xeG*,
(42) T = T(w, x) = ¢(w, x)* €(w, X),

a §rednim odksztalceniem

“4.3) €x) =€, xeG*.
Zwiazek ten ma postaé _
(4.4) | | T() = € o,

gdzie oznaczono:
C(x) = Co+C'(x),’

CE@ =Y G, C=Ee,

n=1

.5

C.(0) = [ F,(x, x)dx,,
G‘

F, jest tensorowa funkcjq walencji 4 zalezna od (por. [10]):

— tensorowej funkcji walencji 4(n+1), X, = K,(x, x4, ..., X,) bedacej liniowa kom-
bmacm funkcji korelacyjnej rzedu k < n, losowej funkc_u c(w x), tj. funkcji postaci
E( ® ¢(x)- _

— funkcji Greena dla operatora L(D), obszaru G*i problemu Dmchleta (por. rozdz
3(3.2).

We wzorach (4.5) tylko ksztalt obszaru G* nie jest okreslony przez rozwazany o§rodek
i w ogdlnym przypadku nie moZna o tym ksztalcie nic powiedzie¢ a priori. Jezeli jednak
mamy ofrodek izotropowy statystycznie to naturalnym wydaje sig wybor G* w postaci kuli
(4.6) . : G* = K(xo,r%).

Dalej bedziemy uwazaé, 2e obszar charakterystyczny jest kula o promieniu r*.

Do dalszych rozwazant potrzebne nam bedzie wydzielenie czgéci stalej z funkeyjrego
szeregu C'(x). Jezeli przedstawimy funkcje Greena U(x, x’) w postaci
4.n U(x, x') = e(x—x")+r(x, x),
gdzie e(x—x').— rozwigzanie pcdstawowe dla operatora L(D) a r(x, x') — funkcja kla-
sy C*® w obszarze G*, to z postaci fuhkcji F.(x, x') (por. [10]) wynika, ze poszukiwana
czebé stala C mozemy otrzymaé wstawiajac we wzorach (4.5) e(x — x") w miejsce U(x, x'), tj.:

C= Co+ C,

H
[ [\4

4.8

re

._érx= f dn(rﬁ)drn’rn’:'lx'—xnl‘,

f=4

E Dopuszczalnoéé zmlany koIemoécn sumowania w szeregu zawsze mozna oangnqé zakladajac bez-
wzgledng zbiezno$¢ tego szeregu tj. narzucajac warunki ograniczenia na funkcje korelacyjne K.
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gdzie pojawienie si¢ funkcji d,(r) wynika z zalozenia statystycznej jednorodnosci i izotropii
4.9) Ki(x, x5, oo %) = Ko(llx—2x4]l, -5 [Jx—xal])
oraz z przejécia od wspdirzegdnych kartezjafiskich do wspéhrzednych sferycznych:
w0 e(r—x) = B@,0, 1= v,
rz0,0<9%<2n, 00 m.
Mozemy wigc przedstawi¢ szereg C(x) w.postaci:

(4.11) Cx) = C+C(x),
a §rednie naprezenia — w postaci:

T(x) = Ti(xo)+Tu(x),
(4.12) Ty(x0) = C- &(xp),

Tu(x) = C(x) - €(xo).

5. Makroskopowe napreZenia

Rozwazmy wzory (4.4) i (4.12). Zmienno$¢ tensoréw T(x) i C(x) w obszarze charakte-
rystycznym wskazuje, ze C(x) nie moze by¢ uznane za tensor makroskopowych Wspélczyn-
nikéw sprezystosci ciala makroskopOWO jednorodnego, a T(x) — za makroskopowe
naprezenia I rodzaju. Oczywiscie gdyby zachodzila wlasnoéc

(5.1) 1 ﬁ Ty(xg) = W Gf T(w, )dx,
to mozna by uwazaé, ze czg$¢ stala érednich naprezen (T;(x,)) jest makroskopowym napre-
zeniem I rodzaju, a tensor C (zdefiniowany wzorem 4.8)) — tensorem makroskopowych
wspGlczynnikéw sprezystosci.

Warunek (5.1) mozna nazwaé hipotezq quasi-ergodyczng i potraktowaé Jako dodat-
kowy warunek definiujacy makroskopowq jednorodno$é osrodka wiclofazowego.

Warunki (3.4) 1 (5.1) naktadaja ograniczenia na statystyke rozkladu niejednorodnoéci
o$rodka wielofazowego. Podanie twierdzen mdéwigcych o tym kiedy zachodza te warunki
jest problemem w sobie, znacznie wykraczajacym poza ramy pracy. Dla zorientowania si¢
(przynajmniej w pierwszym przyblizeniu) w informacjach o makroskopowych wlasnoéciach
ofrodka wielofazowego zawartych we wzorze (4.8), rozwazmy przyklad dwufazowego
stopu metali statystycznie jednorodnego i izotropowego o rozproszonym charakterze
mikrostruktury i ze sferycznymi inkluzjami (np. stop Ni-Au, w ktérym inkluzje z niklu sa
sferycznymi czastkami o §rednicy 107° ecm — [3]). Dla tego rodzaju stopéw zadowalajaca
dla celéw praktycznych, jest informacja 6 wkladzie w naprezenia I rodzaju funkcji X, (x, x,):
funkcja ta wyraza sie przez liniowe charakterystyki mikrostruktury. Jezeli WIQC przyjmlemy
warunek

(5.2)» K(@e,x,.,x)=0 da nxz2,

4 Warunek (5. 2) jest robwnowazny meskonczonemu ukladowi réwnati ]unowych Ze wzglgdu na fun-

kcje korelacyjne E(ﬂ x(x)) n=2,3,... (por. rozdz. 2), tj. narzuca ograniczenia na losowa geome-

trig ofrodka (por. [8])

2%
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to, w przyblizeniu danym wzorem (2.11), tensor makroskopowych wspdlczynnikéw spre-
zystosci jest postaci (por. rozdz. 2, (4.8) oraz [10]):

(5.3) C = Cot(l—P)Cy+ f l(’%idrcz,
g )

gdzie oznaczono:
Cl =L1°K, C2= LZOK,.

| ve@@n()ds@),

Ll =
. S0,1)
2 n
(5.4) L, = [ [T(5,0)sinodbdv,
00

K= (c;—¢co)®(e;—¢ol),
Ve(x~x,) = 7‘3—F(19, 6) (por. (410)).

C, 1 p(r) 2definiowane sa odpowiednio wzorami (2.6) i (2.11); n(z) [z e S(0, 1)] jest polem
wersoréw normalnych skierowanych na zewnatrz sfery o §rodku 0 = (0, 0, 0) i promieniu
R = 1; symbol ,,0” oznacza dzialanie tensorowe zdefiniowane dla tensoréw A walencji 4
i B— walencji 8, przepisem: '

(55) (A o B)mnpq = Aijlemnljklpq
e(z) jest rozwigzaniem podstawowym dla operatora L(D); np. jeZeli ¢, = A1®@1+2ul
Al = 81y, Ui = 3(0ix 8+ 600, to

1

€(x—y) = W(Arl VVr) r=|lx=yl.
X

1+2
Wspdlczynniki 4, 4 winny spelniaé warunki (por. np. [9]):
(5.7) 34+u >0, u>0.
Naprezenia I rodzaju w punktach x, € G takich, se

(5.8) infllxo—yll > r

yedG

mozZna wigc obliczyé za pomoca zwigzku
(5.9 Ti(x0) = C* € (x0),
gdzie C jest dane wzorem (5.3), a € (x)(x € G) jest polem makroskopowych odksztalcen
oméwionych w rozdz. 2.
Zwiazek (5.9) uwzglednia wplyw na naprezenia I rodzaju, nastepujacych charakterystyk
mikrostruktury:

— koncentracji objetoSciowej inkluzji ¢, :

— liniowego parametru r* charakteryzujacego lqczme rzedy wymlarow inkluzji

i odlegloéci migdzy nimi. Parametr ten ma sens makroskopowej charakterystyki niejedno-
rodnofci jako mikrostruktury,
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— liniowego parametru / skorelowania wlasnoéci stopu w réznych punktach obijetosci.
Zwiazek (5.9) obowigzuje wszgdzie w G za wyjatkiem by¢ moze przybrzeznego pasa o sze-
rokoéci r*.

Zauwazmy, Ze makroskopowe wspdlczynniki sprezystoéci dane wzorem (4.8) (a w szczegdl-
noéci wsp6lczynniki dane wzorem (5.3)) sa — w przeciwienstwie do wzoru (4.5) — nieza-
lezne od wyboru problemu brzegowego dla obszaru charakterystycznego. Uwolnienie si¢
od tej niefizycznej zaleznoSci jest konsekwencja przyjecia hipotezy quasi-ergodycznej (5.1).
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Peswome

O MAKPOCKOITUUECKUX HAMPHKEHMAX B HEOMHOPOTHOU CPENE

B paGore paccmaTpMBaercs CBAL MEOKQY MAKPOCKOMEUCCKAMI W CPEIHUMY HANTPFKEHUME B Cpe-
Jlax, COZEepXKAllNX CHyJyaiHO pacnpeieneHHbie CKauxoo0pasHble HeopHopoHocta. Halimen BuER onpe-
JAEJLTIONIET0 COOTHOLUCHMA JUL1 MAKPOCKONMUECKNX HaNpsHKEHwi.

Summary

ON MACROSCOPIC STRESSES IN A MULTI-COMPONENT MEDIUM
Relations between macroscopic stresses and mean stresses in a medium with random distribution of
Jjump-inhomogeneities is considered. The form of constitutive-equation for macroscopic stresses is pre-

sented.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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