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1. Wstep

Gdy w konstrukcji powlokowej wystepujg naprezenia $ciskajace, bardzo wazne zna-
czenie ma analiza stateczno$ci ukladu. Jego charakterystyka, tj. zalezno§¢ obciazenia od
odksztalcen najczgéceiej cechuje si¢ (rys. .1) istnieniem punktu A odpowiadajacego stanowi

“ g, MS) p

fp,u

Rys. 1

utraty statecznoéci pierwotnego ksztaltu powloki. Jest to zwigzane ze spadkiem no$nosci
ukladu rozumianej jako zdolnoéci do przenoszenia zadanego typu obcigzenia, Dlatego,
przede wszystkim w praktyce inzynierskiej, parametry ukiadu sa tak dobierane, Zzeby

f

strefy lokalrej utraty statecznosdci

Rys. 2

powloka pracowata w pierwszym zakresie charakterystyki (0OA), tzn. zachowywala swdj
pierwotny ksztalt. Istnieja jednak uklady (rys. 2), dla ktdrych utrata statecznosci pier-
wotnego ksztattu nie jest niebezpieczna i nie ma decydujacego wplywu na noénoé kons-
trukeji, w tym przypadku zaleznej w gléwnej mierze od wilasnoci wytrzymalo§ciowych
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materiatu (granica plastycznofci, wytrzymato$¢ dorazna). W takich przypadkach obli-
czenie obciazen krytycznych (punkt A) jest mniej wazne, natomiast bardziej istotna jest
analiza zachowania sie powloki po utracie statecznosci.

Teoretyczne obliczenia obcigzen krytycznych w zakresie matych odksztalcen wigzg
sie z analizg liniowych réwnan teorii powltok i sa merytorycznie proste, chociaz rachunkowo
skomplikowane [l]l Natomiast analiza zachowania si¢ powloki po utracie statecznogci
polega najczeciej na rozwigzywaniu rownan nieliniowych, nieporéwnywalnie bardziej
skomplikowanych. W wielu przypadkach [2] analiza taka prowadzi do wynikéw sprzecz-
nych z do$wiadczeniem, co przypisuje si¢ gldwnie przyblizonemu charakterowi samych
réwnaif i ich rozwigzania. Dlatego tez préby innego podejscia do tych zagadnien sa ciggle
aktualne. '

Taka nieklasyczna uproszczona metode oparta na analizie tylko pewnego usrednio-
nego stanu blonowego przedstawiono w prezentowanej pracy. Wykazano, ze w powlokach -
pewnego typu (rys. 2), przy utracie statecznodci nie nastgpuje obnizenie no$nosci konstruk-
cji. Zjawisko takie mazwano przystosowaniem si¢ konstrukcji poprzez lokalng utrate sta-
tecznofcei. Jego praktyczne wykorzystanie pokazano na przykladzie konstrukcji inzy-
nierskiej.

2. Podstawowe zaloZenia

Zajmiemy si¢ teraz powloka obrotows, pracujaca w znanym osiowo-symetrycznym
stanie napregzef blonowych, dla ktorej utrata stateczno$ci przejawia sig w postaci periodycz-
nych pofalowai powierzchni powstajacych w pa$mie réwnoleznikowym (rys. 3).

Rys. 3

Przemieszczenie w(s, ¢) mierzone prostopadle do powierzchni poczatkowej powloki
przedstawimy w postaci sumy dwdéch skladnikéw.

(1 w(s, @) = w,(s)sinnp+wy(s).

Pierwszy czlon jest przemieszczeniem periodycznym ,,réwno roziozonym” na zewnatrz
i wewnatrz powloki mierzonym od powierzchni przesunietej wzgledem poczatkowej na
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odleglodé wo(s). Skiadnik w,(s) bedziemy nazywali skladows lokalea przemieszczenia,
natomiast sktadnik wg(s) skiadowa globalna.

Zaktadamy, Ze ugigcia powloki sg tak duze, iz na zmiang jej ksztaltu pomijalny jest
wplyw odksztatcen w jej ptaszczyznie §rodkowej (jest to tzw. przeksztalcenie izometryczne
powierzchni, czgsto wykorzystywane w teorii powlok [3]). Przy tym zaloZeniu mozna na
podstawie znajomodci tylko funkcji w, (s) i liczby fal w kierunku obwodowym », wyznaczyé
sktadowe globalne przemieszczenia. Zasadno$¢ takiego podziatu polega na tym, ze w prak-
tycznej, przyblizonej analizie, ksztatt funkcji w, (s) jest zwykle duzo latwiej zalozy¢ np. na
podstawie obserwacji. Pozwala to wyznaczy¢ ,,globalng” zmiang geometrii powtoki
(wo» #o), ZWigzang z powstaniem nowego ,usrednionego” stanu naprezen blonowych.
Ten nowy stan blonowy jest bardzo istotny jako, Ze powinien zapewnié¢ réwnowage sta-
tyczng elementow zdeformowanej powloki. Sledzqc charakter zmian tego stanu mozna
wpioskowaé o mozliwosci przystosowania si¢ konstrukcji.

Natomiast periodyczny skiadnik w, powoduje powstanie tylko lokalnych stanéw ugie-
ciowych 1 przy zaloZeniu idealnej sprezystosci materiaty mozna przyjaé, Zze nie ma on
wplywu na noénosé¢ konstrukcji. W praktyce ugiccia moga by¢ tak duze, ze szczegdlnie
w miejscach maksymalnych zmian krzywizny, moze zosta¢ przekroczony zakres odksztal-
cen sprezystych. Wtedy nabieraja znaczenia wlasnosci plastyczne materiatu lub w przy-
padku zmiennych obciazen, mozliwos¢ lokalnego przystosowania si¢ konstrukeji w kla-
sycznym sensie, tzn. poprzez powstanie w tych miejscach odpowiedniego stanu naprezen
resztkowych hamujgcych propagacje trwatych odksztatcen.

3. Rozwazania geomefryczne

Rozpatrzmy fragment powierzchni powloki obrotowej, pokazanej na rys. 4. Zaleznosé
miedzy odksztalceniami liniowymi plaszczyzny §rodkowej a przemieszczeniami przedsta-
wiaja si¢ nastepujgco:

) o =l OU W +_1(ﬁ"’_)2
© T 30 1, 27\ 30
1| ov aw
3) &y = 7[—&; +ucos® —wsin® + —— (&p) ]
Poniewaz Ar = —ucos@+wsin®, mozemy druga zalezno§¢ napisa¢ w postaci

T dp ™ del |’
Z warunku izometrii (¢, = 0) mamy

1 (ow\* | oo
4 ! =n|u-| +5-.
) Ar 2r (Btp) * o

Obliczmy teraz ,$rednia’” na obwodzie zmiang wymiaru r (rys. 3)

25 Zna

— 1 1 ow v
= — = — ‘——d -
r 27«:0f‘4rd¢ 4mer f (aq)) G +J o 4
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Drugi czlon wobec periodycznodci funkeji () jest doktadnie réwny zero i ostatecznie

1 aw\?
—— w
®) A= T (%) -
0

Dla funkcji ,,w” w postaci (1) mamy

— n®w?
(© Ar=—=.
Z drugiej strony dla skladowych globalnych przemieszczenia mamy zwiazki
(7a) Ar = wosin® —uycos0,

1du, w1 (dwo ’

(75) wae T\ T

Druga zalezno$é¢ wynika z warunku izometrycznoéci w kierunku potudniowym (g = 0).

Ay

Rys. 4

Uklad réwnan (7) pozwala na wyznaczenie funkcji #, i w, mianowicie mozna go spro-
wadzi¢ do réwnania

1 [dwg dw, d —.
(8) ﬁ(d—@—) 086 +- Wsm@—%wotg@sm@ =5 —(4r)+Artg®,
lub
dwe l/ cos® )
) 0 = —rltg@(l— 1-2-—=— 20 [ tg@s @—— @(Ar) vtg@]

Wyznaczenie funkcji w, z tego réwnania wymaga catkowania numerycznego, np. za po-
moca procedury Runge-Kutty.

tatwo zauwazyé, ze podkreflony sktadnik jest znacznie mniejszy od jednosci i jezeli
rozwiniemy wzgledem. niego wyrazenie pod pierwiastkiem, otrzymamy w miejsce réwnania
(9) zalezno$¢ uproszczona

(10) D

P —==8In@ + wytgOsind = 70 (AF)-*—Etg@.
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Jak widag, jest to zlinearyzowane réwnanie (8), Ktore mozna bylo otrzymaé bezpoérednio
zaniedbujac w réwnosci (7b) czlon nieliniowy.
Rozwiazaniem réwnania (10) jest funkcja

(11) prev- i os@f d@+Ccos@

gdzie: C — stala calkowania.

Dla zorientowania si¢ w charakterze przyblizenia rozwiazano nastgpujacy przyklad.
Idealnie wiotka czasza potkolista pod wplywem sity P odksztalca si¢ w ten sposdb,

ze jej ,,$rednia” powierzchnia tworzy powierzchnig stozkowa (rys. 5).

/////// /// S %// // St

///

o \/6
w

Rys. 5

Wszystkie parametry tej deformacji mozna wyznaczyé w sposéb &cisty, a mianowicie:

(12a) Ar = R %@1—1+cos@1],
|
- T A2
(12b) wo = R %0100501—cos@1+1-—]/1—(-:;-) @lsin@]],
| ;
- T A2
(12) 4y = R| 20,50, —sin®, + e 0,000, |.
. | 7T 11

Sprawdzenie doktadnosci réwnatt (9) i (10) polegalo na poréwnaniu rozwigzan uzyskanych
za ich pomoca (w miejsce Ar podstawiono wyrazenie (12a)) ze $cistymi wyrazeniami (12b)
i (12¢). (Rys. 6).
Widaé, ze réwnanie liniowe daje duze réznice w okolicach wierzchotka stozka.
Przejdziemy teraz do okre§lenia nowych promieni krzywizn zdeformowanej powloki
{osiowo-symetryczna deformacja globalna).
Krzywizna poludnika: -
Zgodnie z definicja krzywizna pohudnika powierzchni poczqtkowej jest rowna

L _dw®
Ry ds
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rozw. linlowe
———— rozw. ciste

meemanenns rozw. nieliniowe

-0,2

=b,6

~wg [12]
THwglo]

-1,0

-1,2

Rys. 6

dla powierzchni zdeformowanej mamy

(13) | é=i(l+£).

Bardzo istotne jest dokfadne okre§lenie kata 9.
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Na podstawie rysunku 8 mamy:

dwy

—=+tu
ae 0
(14) tgh = ———— .

dw+ud@

=W O

dstdu

Rys. 7

Krzywizna réwnoleznika:
Na podstawie rys. 9 mamy

r—4r = sin(O@+73),
L4
stad
= sin®
(15) R, = (R,—wo+ugctg0d) FCESOR

i
|
.

Rys. 9 .

563

Wzory (13), (14) i (15) sa stuszne dla dowolnie duzych przemieszczefi. Latwo sprawdzic, ze
dla przyktadu pokazanego na rys. 5 podstawiajac w miejsce w, i u, wyrazenia (12b) i (12c)

otrzymuje sie:

8 = %_6—@1,

1 1 dg
_— = 1+ =O,
R, R‘P( dQl)

— R

Ro = (%—01)
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Czyli dokladne wyraZzenie na krzywizny powierzchni stozkowej. Przy umiarkowanych
przemieszczeniach wyrazenia (14) i (15) mozna uprosci¢ do postaci:

1 dwg
(16) P =R a0
= sin®@
un R, = Ry ror )
Jezeli jeszcze zalozymy,'Ze 9 < @ otrzmujemy jeszcze prostsza zalezno§é
_ 1
(18) _ Ry = R“°1+19tg@'

Wzory powyzsze zostang wykorzystane do okre§lenia nowego stanu blonowego odpowia-
dajacego globalnym przemieszczeniom powtoki.

4, Analiza skorygowanego stanu blonowego

Majac okre§lona geometri¢ zdeformowanej powtoki, moZna przystapi¢ do wyznaczenia
odpowiadajacego jej ukladu statycznego. Na rys. 10 pokazano odcigta cz¢éé powloki przed
ipo deformacji (polegajacej na utracie statecznosci $cianki).

e
— T —
= =N
. \\ __Ar
. . -
/ A
/ P \
'/ \
vof e — | —— —— _
o / s \
No 9
(2
Rys. 10

Przed deformacja wydatek naprezein Ng wyznaczymy z zaleZznoSci

P
No = 27rsin®’

po deformacii
(19) ' No = r

ar\ . ’
2oy (1 - Tr) sin(d+0)
Jezeli mamy do czynienia z przypadkiem, gdzie obciazenie P w czasie deformacji nie
zmienia sie lub zmienia bardzo nieznacznie a poza tym Arfr < 1, wtedy moZna napisaé

— 'sin®
(20) N@ = N@m.
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Jezeli dodatkowo |#] <€ O, to
— Neg
@b No % T gecigd
Dla wyznaczenia naprezen obwodowych wykorzystaé mozna warunek réwnowagi elementu
na o§ prostopadia \do powierzchni

N, Ne
_ 4= = (S)
R, TR 7
stad
_ Mo\
(22) N, = (p— —_—O)Rq,_
Ro

Analiza zachowania si¢ konstrukcji polega na zbadaniu, jak zachowuja sie stosunki
No/Np i N,JN, w funkcji parametréw odksztalcenia ukladn. Z punktu widzenia mozli-
wosci pracy konstrukcji po lokalnej utracie stateczno$ci interesuja nas gidwnie zmiany

ﬁ N'./Ni

noénoé¢ wyczerpana

-

s
mozliwoéé przystosowania sig

o,

Rys. 11

lp A/
'w = wosinng sin(mmx/L) _/
] p— . — —

Wo

\j

2R 0
Rys. 12

naprezen Sciskajacych. Jezeli N, jest éciskajaca skladowg stanu blonowego, stosunek
N;/N; moZe by¢ monotoniczna rosnaca lub malejaca funkcja parametru przemieszezenia.
(Rys. 11). (JT/}— ta sama skladowa po deformacji).

W przypadku (a) nalezy uznaé, e no$no§¢ graniczna zostala wyczerpana juz w mo-
mencje utraty stateczno$ci, natomiast w przypadku (b) decyduje o tym druga skladowa N;.
Jezeli N; > 0 obcigzenie mozna zwigkszy¢, az do wartosci wynikajacych z wytrzymatoscio-
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wych wiasnoéci materialn (np. granicy plastycznosci). Przykladem charékterystyki (a)
moze byé pokazana na rys. 12 Sciskana powloka walcowa dla ktdrej

2
o _ ("W ., mMAX
Ar (2R) Rsin T

ATMBx i N@
8 = _

T 7= 3"
W, nWg
2nR[l (—_ZR ) ] 1 (—ZR )
Konstrukcja zachowujaca sig wg charakterystyki (b) zostanie przeanalizowana w przy-
ktadzie podanym ponizZej.

5. Inzynierski przyklad analizy

Przeanalizowano zachowanie sig cienkoSciennego zbiornika na wode, pokazanego
na rys. [3. Wynik klasycznych obliczeri wytrzymato$ciowych pokazano na rys. [4. Na sku-
tek skokowej zmiany krzywizny potudnika w okolicy polaczenia cze$ci sferycznej i to-

wymiary w [m]

Rys. 13

roidalnej jest strefa duzych Sciskajacych naprezen obwodowych (rys. 14), efektem czego
bylo pojawienie wig obwodowych pofalowan (rys. 15) juZ przy napehieniu zbiornika do
okoto polowy projektowanej pojemnoéci. Praktycznym celem analizy bylo wykazanie,
czy mozliwe jest jego pelne obciazenie i jak bedzie zachowywal sie zbiornik w dalszej
fazie napelniania. Ugigcie powloki przyjgto w postaci ‘

(s —50)

23) W = f,c08 37

cosn@+wo(s)

gdzie: |s—so| < L
so =10 m
L=15m
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a) ] 7™ %o
rid 20
. L 7
’y‘
—10
. Ro /‘,
B 0
b torus | sfera . N [kG/m]
) | Ne _
Ng 1000
s / No
- ] H 0
Iv'wg teorii —-1000
i moment. ]
/ —]-2000
|
| —-3000
wg teorii l N No —1-4000
bfonowe] | ¢
—~5000
Rys. 14

Wartosci s, i L zostaly zalozone w oparciu o nastgpujace przestanki:

— zaobserwowano do$wiadczalnie, Zze taka mniej wigce] szeroko$é stalg (2L) ma strefa
utraty stateczno$ci, natomiast zmiana obcigZenia powoduje tylko zmiang glebokosci
pofalowan, '

— obszar pofalowan periodycznych przedstawiony funkcja (23) pokrywa sig z obszarem

duzych obwodowych naprezes élciskajqcych (rys. 14).

Wtedy '

T ) % TaL

oo Lo als—so)

N strefa utraty statecznodci

VLT
=5

" Rys. 15

Postugujac si¢ zaleznos$ciami (11), (13), (18), (21) i (22) wyznaczono nowe parametry stanu

odksztalcenia i napreZzenia w funkcji wielkosci n-fy, (rys. 16—18).

- Widaé, ze wzrost przemieszczen zwiazany jest przede wszystkim ze spadkiem obwodowych
naprezen $ciskajacych. Na wykresie 19 pokazano zale?nos$é ]_\/'q’,‘{“"/N;.?‘“" w funkcji parametru

przemieszczenia. Na razie nieokreSlonym pozostaje poziom, na jakim ustalg sie ostateczne

przemieszczenia. Warto zauwazyé, Ze ze wzrostem wyrazenia n-f, ksztatt »,globalny” powltok

zbliza si¢ do elipsoidy obrotowej wpisanej w :gabaryty powloki (rys. 20).



Rys. 16

-120
- 10
0

A

Ro 4 [m]

———
=

cm—"
Re

7
e

R

1000

N,‘,A[RG/cm:[,

S

Rys. 17
N

7-1 000

—-2000

"

=1000

Rys. 18
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Naprezenia zredukowane stanu blonowego dla powloki elipsoidalnej sa prawie jedna-
kowe na calej powierzchni a wigc ten ksztalt jest bliski optynralnemu dla tego typu obcig-
zenia. Na rys. 17 1 18 pokazano dodatkowo parametry dla takiej wlasnie elipsoidy (ozna-
czone indeksem ,,&”). Wartoé¢ n-f, = 4,93 odpowiada przypadkowi, gdy przemieszczona
,,globalna” powloki jest styczna do elipsoidy w punkcie C.

Os—m = ———— =

No/No

0,8

0,6

0)4' . .
02l Nr(;ax/Nn‘;ax

] | | L ! | n-fo
0 1 2 3 4 5 6 [m)

Rys. 19

Praktycznie, koncowy stan przemieszczen i naprgzen mozna oszacowad nastgpujaco.
Naprezenia obwodowe w strefie wyboczonej nie moga byé wigksze od naprezen, ktdre
zdolna jest przenie§¢ w tym kierunku pofalowana powierzchnia powloki. Te “ostatnie
mozna oszacowal zastepujac wycinek rzeczywistej powloki wycinkiem powloki walco-
wej o promieniu R = 3,5 m (rys. 21).

Rys. 20

Taka powloka po utracie statecznosci moze przenie$¢ obciaZenie réwne tzw. dolnemu
obcigzeniu krytycznemu, ktére na podstawie [1] jest réwne N§, = 0,16 E/R = 960 kG [cm.
Wtedy A_f,p/Np = 0,343 co na podstawie wykresu 19 daje n-f5 = 3,1 m. Na podstawie [4]
mozna dla tych parametréw powloki oszacowaé ilo§é fal w kierunku obwodowym, po-
winno byé n 27 45. Stad koficowa wartoéé maksymalnej strzatki ugiecia powinna by¢ réwna
Jfo = 6,7 cm a stan naprezen taki, jak na rys. 18 (linia kropkowana).

Przewidywania przedstawione powyzej zostaly sprawdzone doswiadczalnie. Po na-

petnieniu zbiornika do projektowanej objeto§ci zaobserwowano maksymalne ugigeia
rzgdu 6--8 cm [5].
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d
Nkr

Rys. 21

6. Uwagl koncowe

Przedstawione powyZej rozwazania pozwolily w bardzo prosty sposéb przeanalizowaé
rozwdj przemieszczen konstrukcji po lokalnej utracie statecznoéci pierwotnej jej postaci.
Mimo, ostabienia $cistosci analizy, poprzez przyjecie na zasadzie tylko intuicji wielu up-
roszcezen 1 zalozen, uzyskano jednak wazne wnioski (przede wszystkim jakosciowe) do-
tyczace zachowania si¢ powloki.

Waznym faktem przemawiajacym za stusznoécia tych zatozen byty wyniki ekspery-
mentu przeprowadzone na rzeczywistym zbiorniku, ktory przy obciazeniu zachowat SIQ
zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi.

Nalezy podkreéli¢, ze czeéé wyprowadzonych zaleznoéci (zmiana promieni krzywizn
i nowe sily btonowe) jest shuszna niezaleznie od wielkosci przemieszczen i wlasnoéci ma--
terialu i moze by¢ z powodzeniem stosowana np. do analizy plastycznego plynigcia osio-
wo-symetrycznych konstrukcji powlokowych. -
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ycroituwBocTi. Bonblume mepemelienusi CBA3IHHBIE ¢ IIOTEPIO YCTOMUMBOCTH CTaONIM3HPYIOTCS MAMO
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yBENHUEHMST HArpyais. DT0 BO3HHMKAET H3 TOrO, UTO 000JIOUKA NPHCNOCOGIACTC [0 HOBBIX YCJIOBHIA
paBoThbi. AHanM3 OCHOBAH HMA YCCIENOBAHUM TOJIHKO HEKOTOPOro MeMODAHHOrO COCTOSHMS CBA3AHHOTO
CO CMEHOH reomeTpust 0DOJIOUNKH.

Summary

THE ANALYSIS OF ADAPTATION POSSIBILITIES OF SOME AXISYMMETRICAL SHELLS
AFTER LOCAL BUCKLING

The behaviour of axisymmetrical shells after buckling is considered. It is proved that local loss of sta-
bility of some structures does not reduce their carrying capacity i.e. shells can adaptate themselves to the
new work conditions. It means that the large displacements connected with buckling establish themselves
after some time and do not manifest tendency to increase. The analysis is based only on investigations of
some average membrane state depending on the change of the shell geometry.
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