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WALERIAN  SZYSZKOWSKI  (WARSZAWA)

1.  Wstęp

Gdy  w konstrukcji  powłokowej  wystę pują   naprę ż enia  ś ciskają ce,  bardzo  waż ne  zna-
czenie ma analiza  statecznoś ci  układu. Jego  charakterystyka,  tj.  zależ ność  obcią ż enia  od
odkształceń najczę ś ciej  cechuje  się   (rys.  .1) istnieniem punktu A  odpowiadają cego  stanowi

Rys.  1

utraty  statecznoś ci pierwotnego  kształ tu powłoki. Jest  to zwią zane  ze  spadkiem noś noś ci
układu  rozumianej  jako  zdolnoś ci  do przenoszenia  zadanego  typu  obcią ż enia.  Dlatego,
przede  wszystkim  w  praktyce  inż ynierskiej,  parametry  układu  są   tak  dobierane,  ż eby

strefy  lokalnej  utraty  statecznoś ci

o  o o  o  o

zmiana  geometrii  globalnej

Rys.  2

powłoka pracowała w  pierwszym  zakresie  charakterystyki  (OA),  tzn.  zachowywała  swój
pierwotny  kształ t.  Istnieją   jednak  układy  (rys.  2), dla których  utrata  statecznoś ci  pier-
wotnego  kształ tu nie jest niebezpieczna  i  nie ma decydują cego  wpływu na noś ność  kons-
trukcji, w tym przypadku  zależ nej  w  głównej  mierze  od  własnoś ci  wytrzymałoś ciowych
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materiału  (granica  plastycznoś ci,  wytrzymałość  doraź na).  W  takich  przypadkach  obli-
czenie  obcią ż eń  krytycznych  (punkt A)  jest  mniej waż ne, natomiast  bardziej  istotna  jest
analiza zachowania się  powłoki  po  utracie  statecznoś ci.

Teoretyczne  obliczenia  obcią ż eń  krytycznych  w  zakresie  małych  odkształceń  wią żą
się  z analizą   liniowych  równań teorii powłok i są  merytorycznie proste, chociaż rachunkowo
skomplikowane  [1].  Natomiast  analiza  zachowania  się   powłoki  po  utracie  statecznoś ci
polega  najczę ś ciej  na  rozwią zywaniu  równań  nieliniowych,  nieporównywalnie  bardziej
skomplikowanych.  W  wielu przypadkach  [2] analiza  taka  prowadzi  do wyników  sprzecz-
nych  z  doś wiadczeniem,  co  przypisuje  się   głównie  przybliż onemu  charakterowi  samych
równań i  ich  rozwią zania.  Dlatego  też próby  innego podejś cia  do tych zagadnień  są   cią gle
aktualne.

Taką   nieklasyczną   uproszczoną   metodę   opartą   na  analizie  tylko  pewnego  uś rednio-
nego  stanu błonowego przedstawiono  w prezentowanej pracy. Wykazano, że w powłokach
pewnego  typu  (rys.  2), przy utracie statecznoś ci nie nastę puje  obniż enie noś noś ci konstruk-
cji.  Zjawisko  takie  nazwano  przystosowaniem  się   konstrukcji  poprzez, lokalną   utratę  sta-
tecznoś ci.  Jego  praktyczne  wykorzystanie  pokazano  na  przykładzie  konstrukcji  inż y-
nierskiej.

2.  Podstawowe  zał oż enia

Zajmiemy  się   teraz  powłoką   obrotową,  pracują cą   w  znanym  osiowo- symetrycznym
stanie naprę ż eń błonowych, dla której utrata statecznoś ci przejawia  się  w postaci periodycz-
nych  pofalowań  powierzchni  powstają cych  w  paś mie  równoleż nikowym  (rys.  3).

Rys.  3

Przemieszczenie  w(s, q>)  mierzone  prostopadle  do  powierzchni  począ tkowej  powłoki
przedstawimy  w  postaci  sumy  dwóch  składników.

(1)  w(s,  (p)  =  w^sinny  + Wois).

Pierwszy  człon  jest  przemieszczeniem  periodycznym  „równo  rozł oż onym"  na  zewną trz
i  wewną trz  powłoki  mierzonym  od  powierzchni  przesunię tej  wzglę dem  począ tkowej  na
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odległość  wo(s).  Składnik  wx(s)  bę dziemy  nazywali  składową   lokalną   przemieszczenia,
natomiast  składnik  wo(s)  składową   globalną.

Zakładamy,  że ugię cia  powłoki są   tak  duż e,  iż  na  zmianę   jej  kształ tu  pomijalny  jest
wpływ  odkształceń w jej  płaszczyź nie  ś rodkowej  (jest  to  tzw. przekształ cenie izometryczne
powierzchni, czę sto  wykorzystywane  w  teorii powłok  [3]).  Przy  tym  założ eniu moż na na
podstawie  znajomoś ci  tylko  funkcji  wr  (s) i liczby fal w kierunku obwodowym  n, wyznaczyć
składowe globalne przemieszczenia. Zasadność takiego  podziału polega na tym, że w prak-
tycznej, przybliż onej  analizie, kształt funkcji  wx  (.?) jest zwykle dużo  łatwiej założ yć np. na
podstawie  obserwacji.  Pozwala  to  wyznaczyć  „globalną"  zmianę   geometrii  powłoki
(wo,uo),  zwią zaną   z  powstaniem  nowego  „uś rednionego"  stanu  naprę ż eń  bł onowych.
Ten nowy  stan  błonowy jest  bardzo  istotny  jako,  że powinien  zapewnić  równowagę   sta-
tyczną   elementów  zdeformowanej  powłoki.  Ś ledząc  charakter  zmian  tego  stanu  moż na
wnioskować  o  moż liwoś ci  przystosowania  się   konstrukcji.

Natomiast periodyczny  składnik wt  powoduje  powstanie  tylko  lokalnych  stanów  ugię -
ciowych  i  przy  założ eniu  idealnej  sprę ż ystoś ci  materiału  moż na  przyją ć,  że  nie  ma  on
wpływu  na  noś ność  konstrukcji.  W  praktyce  ugię cia  mogą   być  tak  duż e, że  szczególnie
w miejscach  maksymalnych  zmian krzywizny, może zostać przekroczony  zakres odkształ-
ceń  sprę ż ystych.  Wtedy  nabierają   znaczenia  własnoś ci  plastyczne  materiału  lub  w  przy-
padku  zmiennych  obcią ż eń,  moż liwość  lokalnego  przystosowania  się   konstrukcji  w  kla-
sycznym  sensie,  tzn.  poprzez  powstanie w tych miejscach  odpowiedniego  stanu  naprę ż eń
resztkowych  hamują cych  propagację   trwałych odkształ ceń.

3.  Rozważ ania  geometryczne

Rozpatrzmy  fragment  powierzchni powłoki obrotowej, pokazanej na  rys.  4.  Zależ ność
mię dzy  odkształceniami liniowymi  płaszczyzny  ś rodkowej  a  przemieszczeniami  przedsta-
wiają   się   nastę pują co:

so-
0  T

^ L  +  l
36  7t  •   2r\  \  86

, „ ,  l\dv  „   .  _  1  (Sw
9  r  \_d(p  2r\dcp

Ponieważ  Ar  =  — wcos0- )- wsin<9,  moż emy  drugą   zależ ność  napisać  w  postaci

Z  warunku  izometrii  (ev  — 0)  mamy

Obliczmy  teraz  „ś rednią"  na  obwodzie  zmianę   wymiaru  r  (rys.  3)
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Anr  ,

o  o W)  d(p+J  w
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Drugi  człon  wobec  periodycznoś ci  funkcji  v(ę )  jest  dokładnie równy  zero  i ostatecznie

(5)
- r  1  f(dw\2.
Ar  =>- .—  U -   dę .

Ą nr  J  \8q>)

n2w\

Dla  funkcji  „w"   w postaci  (1) mamy

(6)  2

Z  drugiej  strony  dla  składowych  globalnych  przemieszczenia  mamy  zwią zki

(7a)  Ar  =   wosin0- wocos(9,

(7b)  l - ^ - ii + JJ^łY-O
u  }  n  d&  rt  2rj\d©  )
Druga  zależ ność  wynika  z warunku  izometrycznoś ci  w kierunku południowym  (ee  =  0).

Rys.  4

Układ równań (7) pozwala na wyznaczenie  funkcji  u0  i w0  mianowicie moż na go spro-
wadzić  do  równania

k2

(8)

lub

(9)

1  ldw0

1-!  \  d&
COS0 +

d&
- j-   Ar

(A)

Wyznaczenie  funkcji  w0  z  tego  równania wymaga  całkowania numerycznego, np. za po-
mocą   procedury  Runge- Kutty.

Łatwo  zauważ yć, że podkreś lony  składnik jest  znacznie  mniejszy  od jednoś ci  i  jeż eli
rozwiniemy wzglę dem niego wyraż enie pod pierwiastkiem,  otrzymamy w miejsce równania
(9)  zależ ność  uproszczoną

/ t n\   "Wo  •   *i  .  ^  .  ^  d
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Jak widać, jest  to zlinearyzowane  równanie  (8), które moż na było otrzymać bezpoś rednio
zaniedbując  w  równoś ci  (7b)  czł on  nieliniowy.
Rozwią zaniem  równania  (10)  jest  funkcja

(U)
Ar  s,  f

Wo  =  - .- -g  + COS0  —
smfc>  J  si

Ar
sin2©

gdzie:  C —  stała  cał kowania.

Dla  zorientowania  się   w  charakterze  przybliż enia  rozwią zano  nastę pują cy  przykł ad.
Idealnie  wiotka  czasza  pół kolista  pod  wpływem  siły  P  odkształ ca  się   w  ten  sposób,

że  jej  „ ś rednia"  powierzchnia  tworzy  powierzchnię   stoż kową   (rys.  5).

Rys.  5

Wszystkie  parametry  tej  deformacji  moż na  wyznaczyć  w  sposób  ś cisły,  a  mianowicie:

(12a)

(12b)

(12c)

—  \2  1
Ar  =  R\^- 01- 1+COS61\ ,71

M 0  =

/   / 2 \ 2  i
i + l- y\ - \  — \  O^m&Ą ,

V  \n.j  •   ,  J

^ c o s©!  .

Sprawdzenie  dokł adnoś ci równań  (9) i  (10) polegało na porównaniu rozwią zań  uzyskanych
za  ich pomocą   (w miejsce  Ar  podstawiono  wyraż enie  (12a)) ze ś cisł ymi wyraż eniami  (12b)
i  (12c).  (Rys.  6).

Widać,  że  równanie  liniowe  daje  duże  róż nice  w  okolicach  wierzchoł ka  stoż ka.

Przejdziemy  teraz  do  okreś lenia  nowych  promieni  krzywizn  zdeformowanej  powł oki
(osiowo- symetryczna  deformacja  globalna),

Krzywizna  poł udnika:
Zgodnie  z  definicją   krzywizna  poł udnika  powierzchni  począ tkowej  jest  równa

Re

d©

ds



562 W .  SZYSZKOWSKI

— —  rozw.  liniowe
— —  rozw. ś cisłe

rozw. nieliniowe

- 1,21-

Rys.  6

dla  powierzchni  zdeformowanej  mamy

1  _  d(0+v)
WB~  ds

1  dv

Ponieważ  dS  — Red&,   ostatecznie

(13)
JRe

Bardzo  istotne  jest  dokładne okreś lenie  ką ta &.
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N a  podstawie  rysunku  8  mamy:

(14)  t g*  = de

Rys.  7

Krzywizna  równoleż nika:
N a  podstawie  rys.  9  mamy

stąd

(15)

Rys.  8

r — Ar

Rys.  9

Wzory  (13), (14) i  (15) są   sł uszne dla dowolnie duż ych przemieszczeń. Łatwo sprawdzić,  że
dla przykł adu pokazanego  na rys.  5 podstawiając  w miejsce  w0  i u0  wyraż enia  (12b) i  (12c)
otrzymuje  się :

i =  i( 'O -
*
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Czyli  dokł adne  wyraż enie  na  krzywizny  powierzchni  stoż kowej.  Przy  umiarkowanych
przemieszczeniach  wyraż enia  (14)  i  (15)  moż na  uproś cić  do  postaci:

(16)

sin<9
(17)  J?„  a  1

Jeż eli  jeszcze  zał oż ymy,'że  §  <ś  &   otrzmujemy  jeszcze  prostszą   zależ ność

Q8)  R  ~  R  ,

Wzory  powyż sze  zostaną   wykorzystane  do okreś lenia nowego  stanu błonowego odpowia-
dają cego  globalnym  przemieszczeniom  powłoki.

4.  Analiza  skorygowanego  stanu  błonowego

Mają c  okreś loną   geometrię  zdeformowanej  powłoki, moż na przystą pić do wyznaczenia
odpowiadają cego  jej  ukł adu statycznego. Na rys.  10 pokazano odcię tą  czę ść powłoki przed
i po  deformacji  (polegają cej  na  utracie  statecznoś ci  ś cianki).

Rys.  10

Przed  deformacją   wydatek  naprę ż eń N@  wyznaczymy  z  zależ noś ci

P

po  deformacji

(19) Ne  =

Jeż eli  mamy  do  czynienia  z  przypadkiem,  gdzie  obcią ż enie  P  w  czasie  deformacji  nie
zmienia  się   lub  zmienia bardzo  nieznacznie a  poza  tym  Ar\ r  <̂  1, wtedy  moż na napisać

(20)
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Jeż eli  dodatkowo  \&\   <  6,  to

Dla wyznaczenia naprę ż eń obwodowych wykorzystać moż na warunek równowagi elementu
na  oś  prostopadłą   do  powierzchni

stąd

(22) *- { "%)*>•
Analiza  zachowania  się   konstrukcji  polega  na  zbadaniu,  jak  zachowują   się   stosunki
NQlN e  i Ny/ Ny w  funkcji  parametrów  odkształcenia układu. Z punktu  widzenia  moż li-
woś ci  pracy  konstrukcji  po  lokalnej  utracie  statecznoś ci  interesują   nas  głównie  zmiany

noś ność  wyczerpana

(bj'^^mozliwosc  przystosowania się

Rys.  11

(m]Tx/L)

N- 2R—J

N 9 / N 6

w o ,

Rys.  12

naprę ż eń  ś ciskają cych.  Jeż eli  Ni  jest  ś ciskają cą   składową   stanu  błonowego,  stosunek
NijNt może być monotoniczną  rosną cą   lub maleją cą   funkcją   parametru przemieszczenia.
(Rys.  11).  (Ni — ta  sama  składowa  po  deformacji).

W przypadku  (a) należy uznać, że noś ność  graniczna została wyczerpana  już  w mo-
mencie utraty statecznoś ci, natomiast w przypadku  (b) decyduje  o tym druga składowa Nj.
Jeż eli Nj  >  0 obcią ż enie moż na zwię kszyć, aż do wartoś ci wynikają cych  z wytrzymałoś ci o-
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wych  własnoś ci  materiału  (np.  granicy  plastycznoś ci).  Przykładem  charakterystyki  (a)
może  być  pokazana  na  rys.  12  ś ciskana  powłoka  walcowa  dla  której

2R

P

mnx

Ne

Konstrukcja  zachowują ca  się   wg  charakterystyki  (6)  zostanie  przeanalizowana  w  przy-
kładzie  podanym  poniż ej.

5.  Inż ynierski  przykład  analizy

Przeanalizowano  zachowanie  się   cienkoś ciennego  zbiornika  na  wodę,  pokazanego
na rys.  13. Wynik  klasycznych obliczeń wytrzymałoś ciowych pokazano na rys.  14. Na sku-
tek  skokowej  zmiany  krzywizny  południka w  okolicy  poł ą czenia czę ś ci  sferycznej  i to-

kulist

wymiary  w  [rnj

Rys.  13

roidałnej  jest  strefa  duż ych  ś ciskają cych  naprę ż eń obwodowych  (rys.  14), efektem  czego
było pojawienie  wię   obwodowych  pofalowań  (rys.  15) już przy  napełnieniu zbiornika do
około  połowy  projektowanej  pojemnoś ci.  Praktycznym  celem  analizy  było  wykazanie,
czy  moż liwe  jest  jego  pełne  obcią ż enie  i  jak  bę dzie  zachowywał   się   zbiornik  w  dalszej
fazie  napełniania. Ugię cie  powłoki  przyję to  w postaci

(23)

gdzie:  \s—so\  <  L

s0  =  10  m

L  =   Ij5  m

.  n(s—So)
w  = / 0cos———co$n<p  + wQ



ANALIZ A  MOŻ LIWOŚ CI PRZYSTOSOWANIA 567

wg  teorii
bfonowej

Rys.  14

Wartoś ci  s0  i  L  zostały  założ one w  oparciu  o  nastę pują ce  przesłanki:
—  zaobserwowano  doś wiadczalnie,  że  taką   mniej  wię cej  szerokość  stałą   (2L,)  ma  strefa

utraty  statecznoś ci, natomiast zmiana  obcią ż enia  powoduje  tylko  zmianę   gł ę bokoś ci
pofalowań,

—  obszar pofalowań  periodycznych przedstawiony  funkcją   (23) pokrywa  się   z  obszarem
duż ych  obwodowych  naprę ż eń  ś ciskają cych  (rys.  14).
Wtedy

• r.  _  1  (fo- n)2  n(s- s0)

strefa utraty statecznoś ci

Rys.  15

Posługując się  zależ noś ciami (11), (13), (18), (21) i (22) wyznaczono nowe parametry stanu
odkształcenia  i  naprę ż enia  w  funkcji  wielkoś ci  n- f0  (rys.  16—18).
Widać, że wzrost przemieszczeń zwią zany jest przede wszystkim ze spadkiem  obwodowych
naprę ż eń ś ciskają cych.  Na wykresie 19 pokazano zależ ność N^/ N^**  w funkcji parametru
przemieszczenia. Na razie nieokreś lonym pozostaje poziom, na jakim ustalą   się  ostateczne
przemieszczenia. Warto zauważ yć, że ze wzrostem wyraż enia n - f0 kształt „globalny" powłok
zbliża  się   do  elipsoidy  obrotowej  wpisanej  w  gabaryty  powłoki  (rys.  20).



Rys.  16

Rys.  17

Rys.  18  •

[56b]

[kG/cm]

1000
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Naprę ż enia zredukowane  stanu bł onowego dla powł oki elipsoidalnej  są  prawie  jedna-
kowe  na cał ej powierzchni  a więc  ten kształt jest bliski optyntalnemu dla tego  typu  obcią-
ż enia. Na rys.  17 i 18 pokazano dodatkowo parametry dla  takiej  wł aś nie elipsoidy  (ozna-
czone  indeksem  „e") . Wartość  n • /<, = 4,93  odpowiada przypadkowi,  gdy  przemieszczona
„globalna"  powł oki  jest  styczna  do  elipsoidy  w  punkcie  C.

.1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0 3  4

Rys.  19

[ m]

Praktycznie,  koń cowy  stan  przemieszczeń  i naprę ż eń  moż na  oszacować  nastę pują co.
Naprę ż enia  obwodowe  w strefie  wyboczonej  nie  mogą  być  wię ksze  od  naprę ż eń, które
zdolna  jest  przenieść  w  tym  kierunku  pofalowana  powierzchnia  powł oki.  Te 'ostatnie
moż na  oszacować  zastę pując  wycinek  rzeczywistej  powł oki  wycinkiem  powł oki  walco-
wej  o  promieniu  JR =  3,5  m  (rys.  21).

Rys.  20

Taka powł oka po utracie 'statecznoś ci może przenieść  obcią ż enie  równe  tzw.  dolnemu
obcią ż eniu krytycznemu, które na podstawie  [1] jest r ó w n ej  = 0,16  EjR  = 960  kG/ cm.
Wtedy  NęfNv  =  0,343 co na  podstawie  wykresu  19 daje  n- f0  = 3,1  m. Na podstawie  [4]
moż na  dla  tych  parametrów  powł oki  oszacować  ilość  fal  w  kierunku  obwodowym,  po-
winno być n £  45. Stąd koń cowa wartość maksymalnej  strzał ki ugię cia powinna być równa
/o  = 6,7  cm  a  stan  naprę ż eń  taki,  jak  na  rys.  18  (linia  kropkowana).

Przewidywania  przedstawione  powyż ej  zostały  sprawdzone  doś wiadczalnie.  Po  na-
peł nieniu  zbiornika  do  projektowanej  obję toś ci  zaobserwowano  maksymalne  ugię cia
rzę du  6- f-8  cm  [5].
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Rys.  21

6.  Uwagi  koń cowe

Przedstawione powyż ej  rozważ ania pozwoliły w bardzo prosty  sposób  przeanalizować
rozwój  przemieszczeń  konstrukcji  po  lokalnej  utracie statecznoś ci pierwotnej  jej  postaci.
Mimo, osłabienia  ś cisłoś ci  analizy,  poprzez przyję cie  na zasadzie  tylko  intuicji  wielu up-
roszczeń  i  założ eń, uzyskano  jednak  waż ne  wnioski  (przede  wszystkim  jakoś ciowe)  do-
tyczą ce  zachowania  się  powłoki.

Waż nym  faktem  przemawiają cym  za  słusznoś cią   tych  założ eń  były  wyniki  ekspery-
mentu  przeprowadzone  na  rzeczywistym  zbiorniku,  który  przy  obcią ż eniu  zachował  się
zgodnie  z  przewidywaniami  teoretycznymi.

Należy  podkreś lić,  że  czę ść  wyprowadzonych  zależ noś ci  (zmiana promieni  krzywizn
i  nowe  siły błonowe) jest  słuszna niezależ nie od wielkoś ci  przemieszczeń  i własnoś ci ma-'
teriału  i może być  z powodzeniem  stosowana  np. do analizy plastycznego płynię cia,osio-
wo- symetrycznych  konstrukcji  powłokowych.
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P  e 3  K>  M e  .  ,

AHAJIH 3  BO3MO5KHOCTH  IIPHCIIOCOEJIEHKa  HEKOTOPLIX
OCECHMMETPH^HLIX  OBOJIO^EK  ITOCJIE  nOTEPH  YCTOfiraHBOCTH

B  pa6o ie  npeflcraBJieHo  aHajira  noBe^eHHH  ocecHMMeipiWHbix  oSojio^ieK  nocne  noTepn  ycroipn l-
BOCTH.  I loKa3aH 0j  I T O fljiH  HeKOT.ophix  o6ojio«eK  HX cnoco6H0cn>  fljia   Harpy3KH  He 3aBHCHT OT noTepK

Bon t i ime  nepeinemeHHH  cBH3aHHbie  c  n o iep io  ycroHMHBocrM   cra6HiiH3HpyioTCH  MHMO
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Harpy3i<H.  3 TO B03HHi<aeT  H3  Toro,  >JTO  o6ojio*n<a  npHcnoco6iraeTcn  flo  H OBLIX  VCJIOBHH

pa6oTbi.  AHaJiH3  ocHOBan na jłccneflOBaHHtf  TOJIŁKO  neKOTOporo  Meiw6paHHoro  COCTOHHHH  cBH3aHHoro
co  CMeHoń  reoiwerpnH  OSOJKMKH.

S u m m a ry

THE  ANALYSI S  OF ADAPTATION  POSSIBILITIES OF SOME  AXISYMMETRICAL  SHELLS
AFTER  LOCAL BUCKLIN G

The  behaviour of axisymmetrical  shells  after  buckling  is considered. It is proved  that local loss of sta-
bilit y  of some structures  does not reduce their carrying  capacity  i.e. shells  can adaptate themselves  to the
new work  conditions. I t means that  the large  displacements  connected with  buckling  establish  themselves
after  some time and do not manifest  tendency to increase. The analysis  is based  only  on investigations of
some  average  membrane  state  depending  on the change  of the  shell  geometry.
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