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Wtedy  równanie  wraż liwoś ci  moż emy  napisać  w  postaci

(61)  *

Ponieważ rozwią zanie  u(x,t,c)  traktujemy  jako  znane, wię c  funkcje  (60)  są   znane.
Równanie wraż liwoś ci  (61) jest wię c  równaniem liniowym  o zmiennych współczynnikach.
W przypadku liniowego  równania struny/  = 0, kładziemy w równaniu  (61) A =  a  =  v = 0
i  otrzymujemy  równanie  róż niczkowe  liniowe  o  stałych  współczynnikach,  wymuszone
rozwią zaniem  (lub jego  pochodnymi), którego  wraż liwość  badamy.

W  przedstawionych  wyż ej  rozważ aniach  dokonany został  przegląd  poję ciowy  najważ-
niejszych  pojęć  statecznoś ci  ruchu,  dla  modeli  matematycznych  dyskretnych  i  cią głych,
z punktu widzenia  potrzeb technicznych. Pominię te zostały  mniej  istotne warianty  pojęć
statecznoś ci  oraz  całkowicie pominię to zagadnienia  statecznoś ci  procesów  losowych,  wy-
magają cych  osobnego  opracowania.  Dla  wszystkich  przedstawionych  tu  rodzajów  sta-
tecznoś ci  istnieją   mniej  lub  bardziej  zaawansowane  metody  ich  badania.  Metody  te  są
znacznie bardziej zaawansowane dla modeli dyskretnych, niż dla modeli cią głych. Przedsta-
wienie  nawet pobież nego  przeglą du  istnieją cych  metod przekracza  znacznie  ramy niniej-
szego opracowania. Systematyczne zapoznanie się  z metodami badania statecznoś ci ruchu
oś rodków  dyskretnych  i  cią głych,  wymaga  się gnię cia  do  ź ródłowej  literatury.
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1. Wstęp

Technika mory może być uż yta skutecznie nie tylko  do badania  przemieszczeń  i naprę-
ż eń w płaskich zagadnieniach mechaniki technicznej  [1], ale również do wyznaczania  prze-
mieszczeń  i odkształceń powłok poddanych róż nym obcią ż eniom. W  tym przypadku  znaj-
duje  się  metodą  mory  mapę  warstwicową  powłoki nieobcią ż onej, nastę pnie  mapę  powłoki
obcią ż onej, po czym z porównania obydwu  map wnioskuje się   o zaszłych odkształceniach
jej  powierzchni  [2].

Ta metoda z trudem nadaje się  do badania ugięć płyt, gdyż na płaskiej, nieodkształconej
płycie  nie  ma  ż adnego  układu  linii  warstwicowych,  które  ulegałyby  zmianie  w  wyniku
jej  obcią ż enia.  Wprawdzie  linie  te pojawiają   się   w  chwili  odkształcenia  płyty  (gdy  prze-
kształci się  ona w pewną   powierzchnię ), jednak  wobec  niewielkich  zazwyczaj ugięć  są   one
tak  szerokie  i nieostro  zarysowane,  że uż ycie  ich  do celów  obliczeniowych  jest poł ą czone
z  pewnymi  trudnoś ciami.

W takiej  sytuacji  autor proponuje  badać ugię cia  płyt nie metodą  płaskich cię ć optycz-
nych, lecz metodą   przecięć  powierzchniami,  które już  na płaskiej  płycie  dają   układ  linii ,
mogą cych  zmieniać się   w procesie  zginania.  Jest  to swego rodzaju  odmiana metody  róż-
niczkowej,  stosowanej  w  podobnych  okolicznoś ciach  w  badaniach  płaskich  stanów  od-
kształceń  i  naprę ż eń  [3].

2.  Metoda  cię ć  optycznych

Otrzymywanie  map  warstwicowych  techniką   mory  polega  na  optycznym  przecię ciu
badanej powierzchni E układem powierzchni A.  W wyniku tego przecię cia na powierzchni Z
powstaje  układ linii  warstwicowych  (jeż eli  przyjąć  terminologię   topograficzną ),  które po
zrzutowaniu na płaszczyznę  dają   warstwice poszukiwanej  mapy  [4]. Optyczne powierzchnie
warstwowe A  powstają   w przestrzeni w rezultacie oś wietlenia jej  dwoma punktowymi  ź ród-
łami ś wiatła Q±, Q2,  zmodulowanego dwiema siatkami liniowymi  (jt,  G2 •  Dla uproszczenia
wykładu  moż na  przyją ć,  że  siatki  są   nieprzezroczystymi  ekranami,  w  których  wycię to
w  równych  odstę pach p  układ  równoległych  i  nieskoń czenie  wą skich  szczelin.

Taka siatka  oś wietlona przez ź ródło punktowe wytwarza w przestrzeni  (w  przybliż eniu
optyki  geometrycznej)  współosiowy  pęk  płaszczyzn  ś wietlnych  o  równaniu

(2.1)  . (ccoscj+ mpsincO^+ ^siny—mpcoscp)z—d(q  cos <p + mj> sin q>)  =  0,
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w którym  q  oznacza  odległość siatki  G2  od ź ródła ś wiatła Q2,  którego  położ enie na osi  x
okreś lone  jest  odcię tą   d,  <p  jest  ką tem  ustawienia  siatki,  a  parametr  n  ==  0,  ± 1, ±2,  ...
może  być  traktowany  jako  numer  linii  siatki,  a  tym  samym  płaszczyzny  ś wietlnej.  Orto-
kartezjań ski  ukł ad współ rzę dnych xyz  dobieramy przy tym w ten sposób, by linie siatek  Gt,
<j2 były równoległe do osi y, co bez zmniejszenia ogólnoś ci pozwala na znaczne uproszczenie
równań.

Podobnie  równanie  pę ku  płaszczyzn  ś wietlnych  powstałych  z  oś wietlenia  siatki  Gl

punktowym  ź ródłem  ś wiatła  Qlt  położ onym na  osi  x  w punkcie  o  odcię tej  x  =   —t/ jest

(2.2) (qcoscp — mpsincp)x— (qs'mq) + mpcos<p)z+d(qcos<p — mpsitup)  =   0,

gdzie  m  =  0,  ± 1 , ' ± 2,  ...  może  być  także  interpretowane  jako  numer  linii  w  siatce  Gt

lub  numer płaszczyzny  w  pę ku.  Na  rys.  1 pokazana jest  schematycznie  geometria ukł adu
projekcyjnego  i jego elementy oraz wyjaś nione  zostały wielkoś ci wystę pują ce  w równaniach
(2.1)  i  (2.2).

Rys.  1.  Zasadniczy  schemat  układu  projekcyjnego

Z  przecię cia  obydwu  pę ków  płaszczyzn powstaje  w przestrzeni  układ linii prostych  lm„.
Okazuje  się , że proste  /„,„  nie są   luź nym  zbiorem  nie powią zanych  ze sobą  elementów, lecz
układają   się   na  powierzchniach  pewnej  jednoparametrowej  rodziny  powierzchni  prosto-
kreś lnych  A  [5]. Jej  równanie  otrzymamy  rugując  parametry  m, n  z  równań  (2.1)  i  (2.2)
przy  pomocy  warunku

(2.3)  m- n  -   k

zwanego  warunkiem  mory.  Równanie  to  jest  postaci

(2.4)  (sin2c?- fasin2<p)x2  + (sin29» +  focos299)^2+   +d(ksń n2<p—2COS2CJ)Z +
) = 0 ,

przy  czym  przyję to  w  nim  oznaczenie

(2.5)  s

zaś  cał kowitoliczbowa  wielkość  k  =  0,  ±  1, ± 2, ...  jest  parametrem  rodziny.
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Jak widać, powierzchnie A  opisane równaniem  (2.4) są  powierzchniami  prostokreś lnymi
0  tworzą cych  /  równoległ ych  do osi y.  Moż na wobec  tego  (2.4)  uważ ać  za  równanie kie-
rownicy  Xk  powierzchni  Ak.
W  szczególnoś ci  dla k  = 0  otrzymujemy  z (2.4)

(2.6)  x2 + z2- 2dctg2<p •  z- d2  =  0,

co jest  równaniem  okrę gu  o ś rodku  C  znajdują cym  się  na osi z w punkcie  zc  — cl-  ctg2<p
1 mają cego  ś rednicę  2d- cosec2cp. Moż na ł atwo się  przekonać, że wszystkie  linie  2.k rodziny
(2.4)  przechodzą   przez  punkty  Qt,  Q2  osi x  oraz  przez  punkt P  leż ą cy  na osi z  i  mają cy

f  i  _i  _  J  + ~  ^ ,współ rzę dną   zp  -   - c  ,
Okoliczność  ta  pozwala  wprowadzić  nowy  ukł ad  współ rzę dnych  XYZ  o  począ tku

w punkcie P  i osiach  równoległ ych do osi ukł adu  xyz.

k< 0

Rys.  2. Kierownice  powierzchni  A

Obydwa  ukł ady  są   w  tym przypadku  zwią zane  zależ noś ciami

(2.7)  x  =X,  y  =  Y,  z  =Z- dtgq>,

W nowym ukł adzie współ rzę dnych  rodzina kierownic  (2.4) ma  równanie

(2.8)  (sm2<p- kssin2(p)X2 + (sm2(p + kscos2(p)Z2- 2dZ  = 0,

które  po  wprowadzeniu  oznaczeń

(2.9)  a2  =   sin2c5 — kssin2cp,  j32  =   s'm2(p+ks  cos2  cp,

da  się  napisać  zwię ź le w  postaci

(2.10)  a2X2 + / S2Z2 - 2JZ  = 0.

Z  teorii  krzywych  stoż kowych  wiadomo, że jest to wierzchoł kowe  równanie  elipsy o  duż ej
osi 2a poł oż onej na osi Z i osi mał ej 2(i równoległej  do osi X  (rys. 2).



442  J'  J-   WĄ SOWSKI

Kładą c  w (2.10) X  =  0 otrzymujemy  punkty przecię cia rodziny elips z osią   Z. Jednym
z nich jest począ tek  P  układu współrzę dnych XYZ, bę dą cy  wspólnym  wierzchołkiem całej
rodziny,  drugi  ma  współrzę dną

U
( 2 - H' )  Zk  ~  s

i jest  funkcją   parametru k. Przy k  = 0 otrzymujemy  okrąg  o ś rednicy Zo  -   2d- cosec2<p.
Przy  /c #  0  równanie  (2.10)  przedstawia  elipsy, przy czym  są   one wydłuż one wzdłuż osi
Z, gdy  k  <  0 oraz wydłuż one w kierunku  osi X, gdy  /c >  0 (patrz rys. 2).

Reasumując  otrzymane  wnioski  moż emy  stwierdzić,  że  opisany  układ  projekcyjny
generuje  w przestrzeni rodzinę  powierzchni optycznych, którymi są  walce eliptyczne o two-
rzą cych równoległych do  linii siatek  (tzn. do osi  Y). Równanie tej rodziny dane jest wyra-
ż eniem  (2.8),  w  którym  parametr  k  może  być  interpretowany  jako  numer powierzchni
Ak,  przy czym może on przyjmować  wartoś ci  dodatnie i ujemne oraz wartość 0, dla  której
walec eliptyczny  staje  się   walcem kołowym.

3.  Wyznaczanie  elementów  ukł adu  projekcyjnego

W równaniu (2.8) rodziny powierzchni tną cych A wystę pują  cztery parametry cp, d, q, p,
charakteryzują ce  układ  projekcyjny  i  ukazane  na  rys.  1 [wielkość  S wystę pują ca  w (2.8)
wyraża  się  przez p,  q wzorem  (2.5)]. Przygotowanie  układu do pracy polega  na ustaleniu
tych wielkoś ci  w  sposób  umoż liwiają cy  rozwią zanie  danego zagadnienia. Na przykład ką t
<p  dobiera  się   w  ten sposób,  ż eby  wią zki  ś wiatła wychodzą ce  z obydwu  projektorów cał-
kowicie  oś wietliły  badany  obiekt,  odległość  2d  mię dzy  projektorami  powinna  pozwolić
na ewentualne  wstawienie  mię dzy  nimi aparatu fotograficznego,  a operowanie  wielkoś cią
5 umoż liwia  zmianę   stopnia  „zagę szczenia"  powierzchni  A.  W  praktyce  układ  zestawia
się  tak, by spełniał  tego rodzaju warunki, ale wtedy wielkoś ci <p,d, qsą nieznane, a ponadto
nie zawsze  istnieje  realna moż liwość  bezpoś redniego  ich pomiaru. Na przykład odległość
2d mię dzy  ś rodkami projekcji  Qx,  Q2  nie  może być  zmierzona bezpoś rednio  ze wzglę du
na  niedostę pność  tych  punktów.  To  samo  dotyczy  bezpoś redniego  pomiaru  wielkoś ci
q—  odległoś ci  siatki  od  ś rodka projekcji.  Z tych wielkoś ci  najbardziej  dostę pny jest  ką t
q>, który daje się  zmierzyć bezpoś rednio.

W  takiej  sytuacji  potrzebne  wielkoś ci  moż na  wyznaczyć  w  sposób  poś redni.  Jeż eli
bowiem  w  zestawionym  ostatecznie  układzie w  miejsce  siatki  G  wstawimy  okreś loną   fi-
gurę, np. prostokąt  o znanych bokach a, b, zaś w miejsce  badanego modelu płaski ekran
E  równoległy  do  płaszczyzny XY  układu  współrzę dnych, to  przy  spełnieniu  oczywistych
warunków  prostokąt  odwzorowuje  się  na  ekranie jako  równoramienny  trapez o podsta-
wach a'x\   a'2  i wysokoś ci  b'.Po  zmierzeniu  tych wielkoś ci  moż emy za ich pomocą  znaleźć
niewiadome  parametry  układu  projekcyjnego.

Podstawę   rachunku  stanowią   równania przetworzenia  optycznego  [6,7]

(3- 0  * ' - " ? ^
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Układ współ rzę dnych prostoką tnych xy  zwią zany  jest z płaszczyzną   rzucanego przezrocza,
układ  x'y'  — z  płaszczyzną   ekranu.  W  tych  wzorach  q  oznacza  odległość  przezrocza
(np.  siatki  G)  od  ś rodka  rzutowania  Q,  zaś  e jest  odległoś cią   ekranu  E  od  tegoż  ś rodka.
Mię dzy płaszczyzną  przezrocza a płaszczyzną  ekranu zawarty jest ką t cp. Znając  współ rzę d-
ne  (x, y)  punktu  A  przezrocza,  np. wierzchołka  wspomnianego  prostoką ta,  moż na  przy
pomocy  równań  (3.1)  obliczyć  współ rzę dne  (x',y')  punktu  A',  w  który  przetworzył   się
punkt  A  (a wię c odpowiedniego  wierzchołka  trapezu). W  szczególnoś ci  moż emy  obliczyć
elementy a'i,a2,  b'  trapezu  ze  znajomoś ci  boków  a, b  rzucanego  prostoką ta.  Jeś li  jednak
znamy z pomiaru boki a, b rzucanego prostoką ta  oraz elementy a[,  a'2, b'  trapezu, w  który
przetworzył  się  prostoką t, to z równań wią ż ą cych  te elementy moż na wyznaczyć  parametry
układu  przetwarzają cego.

Po  rozwią zaniu  powstałego w  ten sposób  ukł adu równań  wzglę dem  interesują cych  nas
niewiadomych, otrzymamy zestaw  wzorów  pozwalają cych  wyliczyć poszukiwane  wielkoś ci.
W praktyce rachunek ten wygodnie  przeprowadzić  według nastę pują cego  schematu.
Obliczamy  najpierw  wielkoś ci

w  oparciu  o  zmierzone  elementy  a,b  oraz  a[,a2,b'  figury  przetwarzanej  (prostoką t)
i  przetworzonej  (trapez). Wielkoś ć / jest  ogniskową   obiektywu  uż ytego  w  układzie prze-
twarzają cym  czyli  projekcyjnym.  Interpretacja  ką ta  <p±   podana  jest  niż ej.  Nastę pnie  za
pomocą   wzoru

C3.3)  ,

znajdujemy  ką t  q> — jeden  z  podstawowych  parametrów  układu projekcyjnego.  Z  kolei
obliczamy  odległość e ekranu E  od  ś rodka  rzutowania Q  wg  wzoru

(3.4)  e = / -

oraz odległość ą  ś rodka  rzutowania Q od płaszczyzny siatki G

(3.5)  q=Ae.

W  koń cu  dla  znalezienia  odległoś ci  2d  mię dzy  ś rodkami  rzutowania  obliczamy  odcię tą
ś rodka  rzutowania Q wzglę dem  ukł adu x'y',  zwią zanego  z płaszczyzną   ekranu E, przy  po-
mocy  wzoru

(3- 6)  x^

W  ogólnym  przypadku  począ tki  układów współ rzę dnych  x'y',  sprzę ż onych  z  obydwoma
projektorami,  nie pokrywają   się .  Jeś li  odległość mię dzy  nimi, mierzona wzdłuż  psi  x  jest
równa  c,  to poszukiwana  wielkość

(3.7)  2d
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Dla  ilustracji  rozpatrzmy  przykład układu uż ywanego  przez  autora do badania ugięć
kwadratowej  płyty, wymuszonych  w sposób  pokazany  na rys.  '3. Schemat układu  projek-
cyjno- fotograficznego  wykreś lony  jest na rys. 4, a jego zdję cie  przedstawia  rys.  5. Funkcję
projektorów  spełniały dwa powię kszalniki  fotograficzne  typu  „Krokus 3 color" z obiekty-

Rys.  3.  Sposób  odkształcania  badanej  płyty  kwadratowej

wami  Amar/s  o ogniskowej  /   =  10.5  cm. W  ramki  negatywowe  zostały  włoż one  siatki
liniowe  o  gę stoś ci  6  linii/mm  (tzn. mają ce  odstęp  mię dzy  liniami p  =  0,0167 cm) w ten
sposób,  ż eby  ich  linie  były  prostopadłe do  płaszczyzny  rysunku.  Mię dzy  projektorami
zarezerwowano  miejsce  na  aparat  fotograficzny,  pozwalają cy  rejestrować  optyczne prze-
cię cia  badanej  płyty,  umieszczonej  na jego  osi  optycznej.  W  celu  oś wietlenia  badanego
obiektu  przez  obydwa  projektory,  zostały one obrócone o pewien  ką t  ę ,  jak  ilustruje  to

aparat  fotograficzny

projektor

Rys.  4.  Schemat  układu  projekcyjno- fotograficznego

rys.  4,  a  nastę pnie drogą   regulacji  ostroś ci  doprowadzono  do powstania  ostrego  obrazu
obydwu  siatek na powierzchni obiektu. Należy tu dodać, że ze wzglę du na nierównoległość
płaszczyzny przedmiotowej  (tzn. płaszczyzny siatki)  i płaszczyzny  obrazowej  (płaszczyzny
płyty przed odkształceniem) ostre obrazy otrzymuje  się  przy spełnieniu warunku Czapskie-
go- Scheimpf luga wymagają cego,  by trzy płaszczyzny — płaszczyzna przedmiotowa, obrazo-
wa  oraz  płaszczyzna  główna  obiektywu  — przecię ły  się   wzdłuż jednej  prostej.  Wystę pu-
ją cy  we  wzorze  (3.2)  ką t  ę  t  jest  ką tem  mię dzy  płaszczyzną   przedmiotową   a płaszczyzną
główną   obiektywu.
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Parametry  ukł adu  projekcyjnego  znaleziono  w  sposób  opisany  powyż ej.  W  miejsce
siatki  G wstawiony  został  dokł adny rysunek  prostoką ta  o bokach  a  =  4  cm  i b  — 5 cm
w  ten sposób,  by jego  ś rodek  leż ał  na  osi  optycznej  projektora.  W  pł aszczyź nie  ekranu
E, pokrywają cego  się z pł aszczyzną badanej pł yty, prostokąt ten odwzorował  się w postaci
równobocznego  trapezu  o  podstawach  a\ — 20,55  cm,  a'2 — 18,75  cm  oraz  wysokoś ci
V. = 25,05  cm. Rachunek elementów ukł adu przeprowadzony  został  wg  przedstawionego
schematu.  Ze  wzorów  (3.2)  otrzymujemy  A  = 0,207665  oraz  sinę̂   = 0,0392409  skąd
ęl  = 2°14'56'  oraz  cos x̂  =  0,999230.

Rys.  5.  Ukł ad  projekcyjno- fotograficzny

Nastę pnie za pomocą  (3.3) obliczamy sin93=  0,227351  skąd  ę  =  13°8'28". Odległ ość
ś rodka rzutowania Q od pł aszczyzny ekranu £ jest wg  (3.4) równa e  = 60,8341  cm, a od-
legł ość pł aszczyzny siatki  od Q, wyliczona wzorem  (3.5) wynosi  q  =  12,6331  cm. Rzutując
prostoką ty  z  obydwu  projektorów  jednocześ nie  stwierdzamy,  że  obrazy  ich  ś rodków
odległe  są  w pł aszczyź nie ekranu  Eoc  =  4,6  cm,  co pozwala  wzorem  (3.7)  obliczyć  od-
legł ość 2d = 33,00 cm mię dzy ś rodkami projekcji Qi'iQ2-   Na koniec z (2.5) obliczamy wiel-
kość  j  = 1,3219-  10~3,  zamykając  tym  samym  proces  wyznaczania  elementów  ukł adu
projekcyjnego.

Po wstawieniu  tak uzyskanych  liczb do wyraż enia  (2.8) otrzymujemy  równanie rodziny
powierzchni  A

(3.8)  (0.44279- 6.3326  •  10~5k)X2 +  (0.44279+1.25357  •   IO~3k)Z2  - 33.00  •  Z  =  0

3 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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z jednym  parametrem k, który  moż na uznać za numer powierzchni  w rodzinie. Podobnie
z  (2.11)  dostajemy  wyraż enie  .  .  '  ,,

(3.9)
33.00

0.44279  + 1.25357-   10~3/ c

okreś lają ce  punkty na osi Z, w których przecię ta jest ona przez powyż szą rodzinę powierz-
chni. Są  to wierzchoł ki elips  Xh  (rys. 2). Dla k  = 0 otrzymujemy  z  (3.9) Z o  = 74,5274 cm,
co jest ś rednicą  okrę gu  Jł0,  tzn. ś rednicą  walca koł owego, bę dą cego jedną  z powierzchni  A.
Dla  są siednich  powierzchni A_x  oraz/ li  znajdujemy  wg  (3.9)  wartoś ci  74,7390 cm  oraz
74,3170 cm, z  czego  wynika, że  odległ ość  mię dzy  są siednimi  powierzchniami  mierzona
wzdł uż osi  Z, wynosi  0,2116- cm  oraz 0,2104 cm. Stosunek  tych  liczb jest  równy  1,0057,
skąd wniosek, że róż nią się one (w tym miejscu) o 0,57%.

4.  Mapa  przecięć  optycznych  •   '  ,

Jeż eli  w  przestrzeni  powierzchni  A  umieś cimy  materialną  powierzchnię 27 np. badaną
powł okę lub pł ytę, to pojawi  się  na-  niej  ukł ad linii  V, powstał ych z optycznego  przecię cia
powierzchni 27 rodziną powierzchni A.  Jeś li A  (X, Y, ZyK)  =^0  jest równaniem tej rodziny,
a 27  (X, Y, Z)  =  0 równaniem powierzchni £,•  to  rodzina linii , V  na  powierzchni 27 ma rów-

nania

(4.1) A(X, Y,Z,k)  = 0, EQC, Y,Z),=  0.

Rys.  6.  Mapa  przecięć  optycznych  pochył ej  pł aszczyzny

Rzutując  ten  ukł ad  lini i  V  na pł aszczyznę XY  otrzymujemy  ;,mapę" powierzchni  27.  Jej
równanie  '

(4.2)  ,• .;.•   W(X,Y,k)  = 0

uzysku jemy  w wyn iku  rugowan ia  zm iennej Z z równ ań  (4.1). N ależy pam ię tać, że  wprowa-
d zo ne  tu  po ję c ie  „ m a p y"  jest  szersze  od poję cia  m apy,  stosowan ego  w  topografii,  gdzie
po wierzch n iami  warstwowym i'są  równoległe  i  równ ood ległe  pł aszczyzny.  >,«.- .<  ;
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(4.3) Z  =  MY+N.

Jej  mapa  ma  równanie  .  .*  ,  .  • '.'• )

(4.4)  W{X, Y, k)  = az'x2  + ji zM2Y2  + 2M(P2N- d)Y+N(fi2N~d)  =  0

powstałe z  rugowan ia  zm iennej  Z z  równ ań  (2.10)  i  (4.3).  M apę  tę,  o t rzym aną  za  po m o cą
ukł adu  projekcyjno- fotograficznŚ go  ukazan ego  na, rys.  5 przedstawia  rys. 6. P o wst a ła  o na
z  optycznego  przecię cia  pł aszczyzny  Ź  (którą  w  t ym przykł adzie  był a  p ł yt ka  m eta lowa)
rodziną  powierzchni  A  wygenerowaną  przez  ukł ad  projekcyjny.'  W  drugim  przykł adzie,1

ukazan ym na rys.  7, widzimy  m apę  powierzchni  ku li ,  uzyskaną  przez  au t o ra w  t ym  sam ym
ukł adzie  projekcyjnym.  '  '  '  '•   • • '?

Rys.  7. Mapa  przecięć  optycznych  powierzchni  wzorcowej

Jednakże w  zagadnieniach  praktycznych  równanie  powierzchni S  nie jest  znane. Sto-
sując przedstawioną metodę otrzymujemy mapę tej powierzchni w postaci obrazu morowego
(jak  np. ńa  rys.  6  i  7)  za  pomocą  której  oraz  znajomoś ci  rodziny  powierzchni  tną cych
A  moż na na drodze obliczeniowej  okreś lić kształt powierzchni U.

' • ' ' • '  '  5.  Wyznaczanie  pochodnych-   czą stkowych

Jeż eli  interesują cym  nas zagadnieniem bę dzie  rozkł ad momentów zginają cych  i  skrę ca-
ją cych,  dział ają cych  w badanej pł ycie,  to w "tym  przypadku  poszukiwać  bę dziemy  drugich
pochodnych czą stkowych  powierzchni ugię tej, niezbę dnych  do tego  rachunku.  •  '  >  <!

Przypuś ć my, że pł aska pł yta sprę ż ysta staje się w wyniku obcią ż enia pewną powierzchnią
Z  — Z(X,  Y) i zał óż my, że interesuje  nas przebieg momentu zginają cego  wzdł uż przekroju
X  = 0. Pochodną czą stkową  w punkcie 7+ ^zlF moż na przedstawić w postaci  V  .  • '  !
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Przyrost  AZ  obliczymy jako  róż nicę  wartoś ci  Zk  dla  dwu  są siednich  wartoś ci  k  i
parametru  w  wyraż eniu  (2.11):

Zk

(5.2)  AZ  -   AZk/ k+l  -   Zk~Zk+1  =

Są siednia  róż nica jest analogicznie

( 5 l 3 )  ń Zk~W  =   z * -  * ~ Z *  =   - j2

a  ich stosunek jest  równy

±i_ _
vk  ~  (2/ s)tg<p+k~i'-

W przypadku  omawianego układu projekcyjnego  wielkość  ta jest

354.225+k
(5.5)

352.225+k  '

Dla k  =  0 otrzymujemy  U = 1.0057, co oznacza, że są siednie  róż nice AZ0/ l  oraz
róż nią  się  o 0,57%, co stwierdziliś my już  wcześ niej.

Aby  zorientować się  z jakiego rzę du wartoś ciami k mamy do czynienia w naszym ukła-
dzie projekcyjnym,  znajdujemy  współrzę dną   ZE  płaszczyzny ekranu E, z  którą   pokrywa
się  pł yta nieodkształ cona:

(5.6)  ZE  =  dtgy  + e  = 64.6862  cm.

Rozwią zując  (2.11) wzglę dem  k  uzyskamy  wyraż enie

33.00- 0.44279Zitk  =
1.25357-

z którego po podstawieniu ZB  w miejsce  Zk  obliczymy  numer powierzchni Ak  znajdują cej
się  w pobliżu ekranu. Otrzymujemy w ten sposób k  = 53,74 z czego wynika, że płaszczyzna
E znajduje  się  mię dzy powierzchniami A  o numerach 53 i 54. Po wstawieniu  obliczonego
k do (5.5) dostajemy R  = 1,0049 co znaczy, że w otoczeniu badanej płyty są siednie wartoś ci
AZ  róż nią   się  o 0,49% czyli ok. 0,5%.
Jeż eli  przyjmiemy,  że taką   zmienność moż na pominą ć, wtedy  AZ  we wzorze  (5.1) bę dzie
stałe  i w naszym  przypadku  równe AZ  =  Z53- Z54.  -   64,8038- 64,6447  = 0,1591 cm =
=  1,59  mm.  Jeś li  tej  zmiennoś ci  zaniedbać nie  chcemy, wtedy  kolejne  wartoś ci  AZ  we
wzorze  (5.1) otrzymujemy  z pomnoż enia poprzedniej przez R, które jako  wolno zmienne
może być nawet w duż ym przedziale  k przyję te  za stały współczynnik. Znaczy to, że obli-
czając  pochodną   czą stkową   należy  we  wzorze  (5.1) podstawiać  na AZ  kolejno  wartoś ci
AZ,  RAZ,  R2AZ,  R3AZ,...  dla  kolejnych  punktów wykresu pierwszej  pochodnej czą st-
kowej  dZjdY.

Przejdź my  teraz do  dowolnego  przekroju  X,  wzdłuż którego  trzeba  znaleźć  przebieg
pochodnej  czą stkowej  dZjdY. Dla uzyskania potrzebnych przyrostów  AZ  przecinamy ro-
dzinę   kierownic  X prostą   X.  Rozwią zując  równanie kierownic  (2.10) wzglę dem  Z  otrzy-
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mujemy dwa pierwiastki, z których interesuje  nas wył ą cznie pierwiastek  wię kszy  (co  wynika
z  rys.  2)  dany  wzorem

w którym  j8t jest półosią  elipsy  kk,  równoległą  do osi X  (rys. 2) daną   wyraż eniem

(5.9)  A -   ,  '  ,

ń n2(py  1-   l- j-l  +ksctg2cp

a Zk  wyraża  się  przez (2.11). Poszukiwany przyrost AZk/ k+  x jest odległoś cią  mię dzy  dwiema
są siednimi  elipsami  Afc  i  źk+l,  mierzoną   wzdłuż prostej  X,  tzn.

(5.10)

- Z,fc+ l

gdzie  AZk/ k+i  jest  znalezionym  wcześ niej  przyrostem  liczonym  wzdł uż przekroju  X  — 0
i  danym przez  (5.2). Jeś li  dwie  wielkoś ci  /?fc i  f}k+l  zastą pić  ich wartoś cią   ś rednią   /?.,, wtedy
wyraż enie  (5.10)  da  się   przedstawić  w  prostszej  postaci

(5.11)

W  niektórych  przypadkach  moż na  wprowadzić  ś rednią   wartość  J3S nie  tylko  dla  dwu
są siednich  elips  Xk  i  Ak+1,  lecz  dla  wszystkich  elips,  które  biorą   udział   w  tworzeniu  mapy
badanej  powierzchni  Z,

Rozpatrzmy  dla  ilustracji  nasz  ukł ad,  w  którym  umieszczona  jest  badana  pł yta,  bę -
dą ca  kwadratem  o  boku  15,3  cm.  Jej  najwię kszy  rozmiar  (przeką tna)  wynosi  21,6  cm,
tzn. przy  ustawieniu  przeką tnych  wzdł uż osi X,  Y zajmie  ona na  osi X  przedział   od XE  =
=   —10,8  cm  do XE  =  10,8  cm.  Pł yta  zostanie  optycznie  przecię ta  pewną   liczbą   Ak  po-
wierzchni  A.  D la  znalezienia  tej  wielkoś ci  rozwią zujemy  równanie  (2.10)  wzglę dem  k
otrzymując

okreś lają ce  numer  powierzchni  Ak>  przecinają cej  pł aszczyznę   Z  w  punkcie  .3T przekroju
7  =- 0.  Kł adą c  w  (5.12)  Z  =   ZE  =   64,69  cm  oraz  X  ~  XE  =  10.8  cm  otrzymujemy
k  =  43,94,  co  znaczy,  że  ostatnia  powierzchnia  A,  przecinają ca  naszą   pł ytę  przy  naroż-
niku  ma numer k  =  43, a nastę pna  k  =   44 przechodzi już  poza  n im. Poprzednio  stwier-
dziliś my,  że najbliż szą   ś rodka  pł yty  (X  — 0) jest powierzchnia  k  =   53, z  czego  wynika,  że
płaszczyznę   pł yty przecina  Ak  =   10  powierzchni  warstwowych  A.
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Wstawiając  do wzoru  (5.9) wartoś ci  k  = 53,74 oraz k  = 43,94  obliczamy  /?(53;74) =
=   34,863  cm oraz /S(43,94)  = 35, 263 cm, skąd wynika,  że zmiana j9 na obszarze badanej
płyty wynosi  Aft  = 0,400 cm  = 4 mm, a najwię ksza  w naszym przykładzie wartość  (X\$f
jest  równa 0,094 przy  koń cu przeką tnej.  Po rozwinię ciu w szereg i odrzuceniu potęg Xjfi's
wię kszych  od 2 wyraż enie  (5.11) przepiszemy w postaci

(5.13)

przydatnej  do  praktycznych  obliczeń.  Przyjmując  wartość  ś rednią   /?., = 35,06 cm, wzór
rachunkowy  dla  rozpatrywanego  przykładu przyjmie  postać

(5.14)  '  AZj;lk+1

Zestawiając  otrzymane wnioski  otrzymujemy  wyraż enie

pozwalają ce  obliczyć pochodną  czą stkową   8Z/ 8Y  w punkcie  (X, Y) powierzchni  Z(X,  Y)
badanej pł yty. Na  t kładziemy kolejne wartoś ci  1,2,  3 ... dla kolejnych punktów przekro-
ju^ -

W analogiczny  sposób uzyskać  moż na wzór  •

4

dla  obliczenia pochodnej  czą stkowej  BZjdX,  Potrzebną   do tego  celu mapę   otrzymujemy
w wyniku  obrócenia badanego modelu wokół  osi Z  o 90°  w stosunku do ustawienia pop-
rzedniego. Wyznaczywszy w opisany sposób pierwsze pochodne czą stkowe  SZ/ dXi ~bZ\8Y
moż emy  na  ich podstawie  obliczyć  pochodne drugie  dzZl8X2,  82ZI8Y2  oraz pochodną
mieszaną   82Z/ 8X8Y  potrzebne do  rachunku momentów.

6.  Weryfikacja  metody

Dla  sprawdzenia  opisywanej  metody, wyniki  otrzymane przy  jej  pomocy zostały po-
równane z wynikami uzyskanymi  w sposób niezależ ny. W tym celu przygotowano powierz-
chnię  wzorcową, dla której  okreś lono kształt obranego przekroju  mierząc z dokładnoś cią
0,01  mm współ rzę dne  F, f  punktów  w odstę pach AY  = 3 mm. Powstały w  ten  sposób
wykres przekroju  ukazany jest na rys.  8. Powierzchnia wzorcowa  została nastę pnie wsta-
wiona w ukł ad projekcyjno-   fotograficzny,  który wyprodukował  jej  mapę  morową, przed-
stawioną   na  rys.  7, na podstawie  której  wykreś lony  został  rys.  9, na którym jasne  prą ż ki
mory  zastą piono  liniami  geometrycznymi,1  umoż liwiają cymi  wyznaczenie  współrzę dnej
Y  warstwie wzdłuż wybranego  przekroju, w naszym przykładzie przekroju X  = 0. Powierz-
chnię   wzorcową   umieszczono  w układzie tak, ż eby  w  ś rodku  stykała się   z powierzchnią
warstwową   As4..  Nastę pnie za pomocą   wzoru  (3.9) wyliczono  wartoś ci  Zk  dla  kolejnych
wartoś ci  k  =  54,  53,  52,  ..., 44  (wzdłuż przekroju  X  ==  0 powierzchnię   wzorcową   prze-
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cina  11  powierzchni  warstwowych  A  o  tych  numerach), z  których  z  kolei  moż na  było
wyliczyć  współrzę dne  Ck  =  Zk — ZSĄ ,  mierzone  od  wierzchołka  powierzchni  wzorcowej
i  umoż liwiają ce  konfrontację   z  pomiarami  kontrolnymi. Porównanie  obydwu  pomiarów
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Rys.  8.  Porównanie  pomiaru  optycznego  metodą   mory  (kółeczka) z  pomiarem mechanicznym
(kropki)

przedstawia  rys. 8, na  którym  kółeczkami zaznaczone zostały  wyniki  otrzymane  metodą
mory opisywaną   w artykule.  Jak widać, zgodność jest zadowalają ca.  Należy jednak dodać,
że  dokładność metody  może  być  zwię kszona  przez  uż ycie  doskonalszego  sprzę tu  oraz
fotometrycznego  wyznaczania  linii  warstwicowych  z  prą ż ków  mory  ze  zdję cia  przecięć
optycznych.  Także  liczbę   warstwie  moż na  zwię kszyć uż ywając  gę stszych  siatek  do pro-
jekcji.

Rys.  9.  Mapa  warstwicowa  powierzchni  wzorcowej  (powstała  z  zastą pienia  liniami  prą ż ków  mory
na  rys.  7)
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7. Przykład zastosowania metody do badania płyty

Dla  ilustracji  rozpatrzmy przykład płyty  kwadratowej  153  mmx 153 mm, odkształ-
conej  w  sposób  ukazany na  rysunkach  3  i  5.  Mapę  przecięć płyty przedstawia  rys.  10.
Ograniczając  się   do przekroju X  = 0 wyznaczamy z tego zdję cia  współrzę dne Yk punktów
przecię cia  kolejnych  warstwie  (jasnych  prą ż ków  mory) z  linią   wybranego  przekroju  (tu

Rys.  10.  Mapa  przecięć  optycznych  badanej  płyty kwadratowej.  Tworzą ce  walców eliptycznych,  przecina-
ją cych  pł ytę , są   równoległe  do  osi  Y

osią   Y), a nastę pnie przy pomocy wzoru  (3.9)" obliczamy rzę dne Zk  tych punktów, kładąc
kolejno wartoś ci parametru k  =  53, 52, ..., 45. W ś rodku płyty, jak wyliczyliś my poprzed-
nio, jest k  =   53,74 czemu odpowiada Z o  =  648,04 mm. Ugię cie Ck w punktach. Yk naszego
przekroju jest wobec tego Ck = Zk—Z0  i wykreś lnie przedstawione jest na rys. 11.

Immi

0 -

- 100  i  - 50  0  "50  100

Rys.  11.-  Wykres  ugię cia  (kółeczka)  oraz  wykres  pochodnej  (krzyż yki)  w  przekroju  AC(X  — 0)  badanej
płyty  kwadratowej
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Wyniki  obliczeń  zestawione są  w tablicy  1.

Tablica  1.  Wyniki  obliczeń  dla  pł yty  kwadratowej

k

45

46

47

48

49
50

51

52

53

53.74
53

52

51

50
49

48

47

46

45

- 87.90
- 82.49
- 76.40
- 70.32
- 64.23
- 56.80
- 48.68
- 37.86
- 22.99

0.00
21.64
37.19
47.33
55.44
62.88
69.64
76.40
81.14
86.55

Zk

661.06
659.40
657.75
656.11
654.48
652.86
651.24
649.64
648.04
646.86
648.04
649.64
651.24
652.86
654.48
656.11
657.75
659.40
661.06

c*

14.20
12.54
10.89
9.25
7.62
6.00
4.38
2.78
1.18
0.00
1.18
2.78  .
4.38
6.00
7.62
9.25

10.89
12.54
14.20

AY

5.41
6.09
6.08
6.09
7.43
8.12

10.82
14.87
22.99
21.64
15.55
10.14
8.11
7.44
6.16
6.76
4.74
5.41

AZ

- 1.66
- 1.65
- 1.64
- 1.63
- 1.62
- 1.62
- 1.60
- 1.60
- 1.18

1.18
1.60
1.60
1.62
1.62
1.63
1.64
1.65
1.66

8ZJ8Y

- 0.3068
- 0.2709
- 0.2697
- 0.2676
- 0.2207
- 0.1995
- 0.1479
- 0.1076
- 0.0513

0.0545
0.1029
0.1578
0.1997
0.2177
0.2411
0.2426
0.3481
0.3068

Y+£L
2

- 85 . 2.
- 79.4
- 73.4
- 67.3
- 60.5
- 52.7
- 43.3
- 30.4
— 11.5

10.8
29.4
42.3
51.4
59.2
66.3
73.0-
78.8
83.8

R'AZ

1.60
1.61
1.61
1.62
1.63
1.64
1.65
1.65

Rys.  12.  Mapa  przecięć  pł yty  kwadratowej  przy  drugim  ustawieniu  pł yty  (tworzą ce  walców  są  teraz
równoległe  do  osi  X)
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Przyrosty  AZ  zostały  ta  obliczone jako  róż nice AZ  =  Zjc—Zk+U  ale  to  samo moż na
było otrzymać wzorem  R'AZ,  gdzie AZ  = Z 5 3 - Z5 4  = 1,591  mm, R  = 1,0049 (patrz §5),
kładąc  na  /   wartoś ci  1,2,3, . ..  dla  kolejnych  k  = 53, 52, 51, ... 45.  Są   one  podane
w  ostatniej  kolumnie tablicy  1 w celu porównania ich z wartoś ciami  AZ  z kolumny  6- ej.
Obliczając  przyrosty  ń Z  wzorem  R'AZ  nie musimy  wielokrotnie  wyliczać  Zk  ze  wzoru
(3.9), co znacznie skraca proces  obliczeniowy.

Po  obliczeniu  przyrostów  A Z  oraz AY  znajdujemy  za pomocą  (5.1) wartoś ci pochodnej
czą stkowej  8Z/ BY, podane w tablicy  1  w kolumnie pod tym nagłówkiem. Jej wykres nanie-
siony jest na rys.  11.  Jak widać, wyliczone punkty układają  się  wzdłuż linii prostej, mają cej
współczynnik  kierunkowy  0,366,  skąd  wniosek,  że  druga  pochodna  czą stkowa  jest  stała
i  równa  82ZjdY2  = 0,366.

Dla  otrzymania  pochodnej  czą stkowej  3Z/ 8X  badany  obiekt  należy  obrócić wokół
osi  Z  o  ką t  90°  i  całą   procedurę   powtórzyć.  W  rozpatrywanym  przykładzie orzymano
mapę  przecię ć, przedstawioną   na  rys.  12. Jak  widać, warstwice  są   liniami równoległymi,
z  czego  wynika,  że zginanie  jest  walcowe.  Jedynie  w pewnym  otoczeniu punktów  B, D
podparcia  płyty  widoczne  jest  zaburzenie  tego  przebiegu.  Widać  nastę pnie,  że  ś rodek
płyty  (oraz znaczna czę ść jej  przeką tnej  BD) obniż ony jest  o ok. AZjl  = 0,8  mm w sto-
sunku do punktów podparcia B,D.

8.  Podsumowanie  i  streszczenie

W  artykule  opisano metodę  badania ugięć płyt  metodą  przecięć optycznych powierz-
chniami  walcowymi,  wygenerowanymi  w przestrzeni  przy  pomocy układu  projekcyjnego,
zaprojektowanego  i zbudowanego  przez autora. Układ jest prosty  w budowie  i może być
wykonany  niewielkim  kosztem  z  elementów dostę pnych na  krajowym  rynku  fotograficz-
nym.  Przy jego pomocy moż na badać ugię cia płyt i powłok dowolnie obcią ż anych, przy czym
rozmiary  badanych  obiektów  mogą   zawierać  się   w  szerokich  granicach  od  kilkunastu
centymetrów do kilku  metrów, co pozwala  wykorzystywać metodę  w warunkach natural-
nych  bez  koniecznoś ci  modelowania. W artykule  wyłoż ono w zarysie  teorię1  powstawania
powierzchni  optycznych  oraz  mechanizm  optycznych  przecię ć.  Podane  zostały  wzory
umoż liwiają ce  zastosowanie  opisywanej  metody  do  praktycznych  zagadnień  mechaniki
stosowanej.  Dla  ilustracji  dość  szczegółowo  opisano  przykład  zginania  płyty,  a  w  celu
weryfikacji  metody, wyniki  otrzymane przy jej  pomocy porównano z wynikami  niezależ-
nego  pomiaru.
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Praca została wykonana w  ramach problemu wę złowego 1205— „Wytrzymałoś ć  i  optymalizacja  konstrukcji
maszynowych  i  budowlanych",  koordynowanego  przez  IPPT  PAN.

P  e 3 io M e

HCCJIEflOBAHHE  H3rHBA  IDIACTH H "METODOM  MYAPA

B  pa6oTe  npeflCTaBJieno  ncn0Jib3OBaHHe  Merona  npoeKUHOHHoro  Myapa  B  HccnefloBaiMu  H 3rn6a
HarpyH<eHHtix  njiacTHH.  H a noBepxH ocro  HccneflyeMoił   njiacTHHbi  npoeirjł pyeTCH   ppe  jnraeHHMe  CCTKH
c  noMombw  ffByx  npoeKTopoB.  PI3 Hano>KeiniH  HX o6pa3u,OB  nojiyiaeM  iviyapoByio  KapTHHŷ   Koxopyio
MO>KHO paccmoTpiiBaTŁ  icaK KapTy flecpopMHpoBai- iHoft njiacTHHbij  a AiyapoBŁie  nojiocbi  Kait jnnn lH  ypoBiia,
KOTopwe  nojryiaioTca  B  pe3ynbTaTe  nepece^ieHUH  «ccjieflyemofl  njiacTHHbi  ceMeń cTBOAi  noBepxnocTeii,
KOTOpŁiMH B paccMOTpuBaeiwoM   cnyxiae  6biJin  3JinmiraecKHe  aHJiiffiflpbi.  Yicasano,  Kai< H3  nony- ieiniofi
KapTU  MOH<HO  oflepHOTt  He TOJibKO  KpHByio  nporn6a  nnacrio ibi  B jatamioM   ce^eHHH, HO Taiowe  an iopy
ł r3rn6aioinero  MoineiiTa. B  paSoTe  npeflCTaBjieno  Teopił io  onm'qecKHX  ce^ieHHH MCTOAOM npoeKi(HOHHoro
Myapa,  onHcano  npoeKnHoHHo- d^oTorpadjHyecKyio  ycTaHOBKy  H  pacciwoTpeHO  fleTajibHO  npH Mep,  TITO
B  Kfrore  no3BOJi«eT  npHMeHHTb  flamtbiH  MeTOfl  K peuieHHio  pH ^a  npaKTHiecKHx  3aflay  iipHKJiaflHofi  Me-
xamlKH.

S u m m a ry

EXAMINATIO N  OF  THE  DEFLECTION  OF  PLATES  BY  MOIRE  METHOD

The  application of projective  moirć to  the study  of the  deflection  of  plates  is presented  in  the paper.
By  means of  two  projectors  two  liaear  gratings  are  projected  onto the surface  of  the tested  plate,  where
from  their superposition  a moirć is  produced. The moire  fringes  can  be  interpreted  as  the contour  lines
obtained fom  optical sectioning  of the plate by a family  of contouring surfaces  and  hence the moire can be
regarded  as the contour map of deflected  plate. A special  case, in which the contouring  surfaces  are elliptic
cylinders, has been discussed.  I t was shown, how to obtain not only the shape  of  deflection  of  the plate in
a chosen cross  section, but also the distribution of bending moment. The theqry of moire optical contouring
is  presented  in  the paper,  the projective- photographic  setup  is  described  and  an illustrative  example  is
discussed  in detail, what  permits immediate application  of  the method  to the problems  of  applied mecha-
nics.  *

POLITECHNIKA  WARSZAWSKA  .
INST.  TECHN. LOTNICZEJ I  MECHANIKI   STOSOWANEJ

Praca została  złoż ona w  Redakcji  dnia 5  lutego 1978  r.

Praca uzyskała I  nagrodę w ogólnopolskim  konkursie  na pracę  doś wiadczalną  w  mechanice, organizo-
wanym w  1977 r. przez  Oddział Czę stochowski  PTMTiS


