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Wtedy réwnanie wrazliwo§ci moZemy napisa¢ w postaci

ow J*u
U’W"f"(a—'ﬂ)w = ka—xz—"i‘H

*w dw
61) 2= D~

Poniewaz rozwigzanie u(x, ¢, ¢) traktujemy jako znane, wigc funkcje (60) sa znane.
Roéwnanie wrazliwoéei (61) jest wiee réwnaniem liniowym o zmiennych wspdlczynnikach.
W przypadku liniowego réownania struny /* = 0, ktadziemy w réwnaniu (61) 1 = o =v =0
i otrzymujemy réwnanie rézniczkowe liniowe o stalych wspé}c%ynnikach, wymuszone
rozwigzaniem (lub jego pochodnymi), ktérego wrazliwo$é badamy.

W przedstawionych wyzej rozwazaniach dokonany zostat przeglad pojeciowy najwaz-
niejszych poje¢ statecznosdci ruchu, dla modeli matematycznych dyskretnych i cigglych,
z punktu widzenia potrzeb technicznych. Pominigte zostaly mniej istotne wariarity pojet
statecznodci oraz catkowicie pominigto zagadnienia statecznosci proceséw losowych, wy-
magajacych osobnego opracowania. Dla wszystkich przedstawionych tu rodzajéw sta-
tecznosci istnieja mniej lub bardziej zaawansowane metody ich badania. Metody te sg
znacznie bardziej zaawansowane dla modeli dyskretnych, niz dla modeli ciaglych. Przedsta-
wienie nawet pobieZznego przegladu istniejacych metod przekracza znacznie ramy niniej-
szego opracowania. Systematyczne zapoznanie si¢ z metodami badania statecznosci ruchu
ofrodkéw dyskretnych i ciaglych, wymaga siegniecia do Zrédlowej literatury.
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BADANIE UGIEC PLYT METODA MORY

Jerzy J. Wasowskl (WARSZAWA)

. Wstep

Technika mory moze by¢ uzyta skutecznie nie tylko do badania przemieszczen i napre-
zen w praskich zagadnieniach mechaniki technicznej [1], ale réwniez do wyznaczania prze-
mieszczen i odksztalcen powlok poddanych réznym obcigzeniom, W tym przypadku znaj-
duje si¢ metoda mory mape warstwicowg powloki nicobcigzonej, nastgpnie mape powloki
obcigzonej, po czym z porodwnania obydwu map wnioskuje si¢ o zasztych odksztatceniach
jej powierzchni [2].

Ta metoda z trudem nadaje si¢ do badania ugieé ptyt, gdyz na plaskiej, nieodksztalconej
plycie nie ma Zadnego uktadu linii warstwicowych, ktére ulegalyby zmianie w wyniku
jej obciazenia. Wprawdzie linie te pojawiaja si¢ w chwili odksztatcenia plyty (gdy prze-
ksztalci si¢ ona w pewna powierzchnig), jednak wobec niewielkich zazwyczaj ugigé sg one
tak szerokie i nieostro zarysowane, ze uzycie ich do celéw obliczeniowych jest polaczone
z pewnymi trudno$ciami. .

W takiej sytuacji autor proponuje bada¢ ugiecia ptyt nie metoda plaskich cigé optycz-
nych, lecz metoda przecie¢ powierzchniami, ktore juz na plaskiej ptycie daja ukiad linii,
mogacych zmieniaé si¢ w procesie zginania. Jest to swego rodzaju odmiana metody réz-
niczkowej, stosowanej w podobnych okolicznosciach w badaniach plaskich stanéw od-
ksztalcen i naprgzen [3).

2. Metoda ci¢é optycznych

Otrzymywanie map warstwicowych technikag mory polega na optycznym przecigciu
badanej powierzchni X uktadem powierzchni /1. W wyniku tego przeciecia na powierzchni X
powstaje uklad linii warstwicowych (jeZeli przyjaé terminologi¢ topograficzna), ktére po
zrzutowaniu na plaszezyzng daja warstwice poszukiwanej mapy [4]. Optyczne powierzchnie
warstwowe /1 powstajg w przestrzeni w rezultacie o$wietlenia jej dwoma punktowymi zréd-
tami $wiatla Q,, Q,, zmodulowanego dwiema siatkami liniowymi G, , G,. Dla uproszczenia
wykladu mozna przyjaé, ze siatki sa mieprzezroczystymi ekranami, w ktérych wycieto
w réwnych odstepach p uklad réwnolegtych i nieskoficzenie waskich szczelin.

Taka siatka o$wietlona przez Zrédto punktowe wytwarza w przestrzeni (w przyblizeniu
optyki geometrycznej) wspélosiowy pek plaszczyzh $wietlnych o réwnaniu

(2.1 (gcos p+mpsing)x+ (gsing—mpcosp)z—d(gcosg +mpsing) = 0,
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w ktérym ¢ oznacza odleglo$¢ siatki G, od zrédla §wiatta Q,, ktdérego potozenie na osi x
okre§lone jest odcicta o, ¢ jest katem ustawienia siatki, a parametr n =0, +1, +2, ...
mozZe byé traktowany jako numer linii siatki, a tym samym plaszczyzny §wietlnej. Orto-
kartezjanski uklad wspéirzednych xyz dobieramy przy tym w ten sposob, by linie siatek G,
G, byly réwnolegte do osi y, co bez zmniejszenia ogdinoéci pozwala na znaczne uproszczenie
rownar. '

Podobnie réwnanie peku ptaszczyzn $wietlnych powstalych z oéwietlenia siatki G,
punktowym zrédlem §wiatta ¢, polozonym na osi x w punkcie o odcigtej x = —d jest

(2.2) (gcos p—mpsing)x—(gsing + mpcose)z+d(gcosp —mpsing) = 0,

gdzie m = 0, +1, +2, ... moze by¢ takze interpretowane jako numer linii w siatce G,
lub numer plaszczyzny w peku. Na rys. 1 pokazana jest schematycznie geometria ukladu
projekcyjnego i jego elementy oraz wyjaénione zostaty wielkosci wystgpujace w réwnaniach

2.1) i (2.2).

Az

)/7 siatka

Rys. 1. Zasadniczy schemat ukladu projekcyjnego

Z przeciecia obydwu pekdw plaszczyzn powstaje w przestrzeni uklad linii prostych /,,.
Okazuje sig, ze proste /,,, nie sa luznym zbiorem nie powigzanych ze sobg elementéw, lecz
ukiadaja si¢ na powierzchniach pewnej jednoparametrowej rodziny powierzchni prosto-
kreS$lnych «1 [5]. Jej réwnanie otrzymamy rugujgc parametry m, r z réwnan (2.1) i (2.2)
~ przy pomocy warunku

(2.3) m—n ==k
zwanego warunkiem mory. Réwnanie to jest postaci

2.4 (sin2¢-—kssin?@)x?+ (sin2¢ +kscos’@)z* + + d(kssin2p—2 cos2@)z +
—d?(sin2p —kssin*p) =0,

przy czym przyjeto w mim oznaczenie

(2.5 s =plg,

za$ catkowitoliczbowa wielko§¢ k = 0, +1, +2, ... jest parametrem rodziny.



BADANIE UGIEC PLYT . 441

Jak widaé, powierzchnie /1 opisane réwnaniem (2.4) sa powierzchniami prostokre§lnymi
o tworzacych [ réwnolegtych do osi y. Mozna wobec tego (2.4) uwazaé za réwnanie kie-
rownicy A powierzchni ;.
W szczegdlnosci dla k = 0 otrzymujemy z (2.4)
(2.6) x2+22—2dctg2g - z—d* =0,
co jest réwnaniem okregu o $rodku C znajdujacym si¢ na osi z w punkcie z. = d- ctg2p
i majacego $rednicg 2d - cosec2g. Mozna tatwo sig przekonaé, Ze wszystkie linie A, rodziny
(2.4) przechodzg przez punkty Q,, Q, osi x oraz przez punkt P lezqcy na osi z i majacy

wspoirzedng z, = —dtgp.
Okoliczno§é ta pozwala wprowadzi¢ nowy uktad wspéirzednych X¥Z o poczatku

w punkcie P i osiach réwnolegtych do osi ukladu xyz.

d
Rys. 2. Kierownice powierzchni A

Obydwa uktady sa w tym przypadku zwiazane zaleznos$ciami

(2.7) x=X,y=Y, z=Z-dtgyp,

W nowym ukladzie wspoirzednych rodzina kierowni;: (2.4) ma réwnanie
-(2.8) (sin2¢p—lssin?p) X2+ (sin2¢ + kscos2@) 2> —2dZ = 0,
ktére po wprowadzeniu oznaczen '

(2.9) - o? =sin2p—kssin’p, B = sin2p+kscos’p,

da si¢ napisaé zwigzle w postaci

(2.10) - o?X?2+ (2 Z2—2dZ2 = 0.

Z teorii krzywych stozkowych wiadomo, Ze jest to wierzchotkowe réwnanie elipsy 0 duzej
osi 2o potoZonej na osi Z i osi malej 28 réwnoleglej do osi X (rys. 2).
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Kiadac w (2.10) X = 0 otrzymujemy punkty przecigcia rodziny elips z osig Z. Jednym
z nich jest poczatek P ukladu wspélrzgdnyph XYZ, bedgcy wspolnym wierzcholkiem calej
rodziny, drugi ma wspolrzedna

2d

(211 Zi = sin2 @+ kscos’p

i jest funkcja parametru k. Przy & = 0 otrzymujemy okrag o $rednicy Z, = 2d - cosec2gp.
Przy & # O rownanie (2.10) przedstawia elipsy, przy czym sa one wydiuzone wzdhuZ osi
Z,gdy k < O oraz Wyd{uione w kierunku osi X, gdy k& > O (patrz rys. 2).

Reasumujac otrzymane wnioski mozZemy stwierdzi¢, ze opisany ukiad projekcyjny
generuje w przestrzeni rodzine powierzchni optycznych, ktérymi sq walce eliptyczne o two-
rzacych réwnolegtych do linii siatek (tzn. do osi ¥). Réwnanie tej rodziny dane jest wyra-
zeniem (2.8), w ktérym parametr k mozZe by¢ interpretowany jako numer powierzchni
<by, przy czym moze on przyjmowaé wartoséci dodatnie i ujemne oraz wartos¢ 0, dla ktdrej
walec eliptyczny staje si¢ walcem kotowym.

3. Wyznaczanie clementow ukladu projekcyinego

W réwnaniu (2.8) rodziny powierzchni tngcych <1 wystepujg cztery parametry ¢, d, q, p,
charakteryzujace uklad projekcyjny i ukazane na rys. | [wielko§¢ S wystepujaca w 2.8)
wyraza sig przez p, g wzorem (2.5)]. Przygotowanie ukladu do pracy polega na ustaleniu
tych wielkosci w sposéb umozliwiajacy rozwigzanie danego zagadnienia. Na przyklad kat
¢ dobiera si¢ w ten sposdb, zeby wigzki $wiatla wychodzace z obydwu projektoréw cal-
kowicie oswietlity badany obiekt, odlegto$¢ 2d miedzy projektorami powinna pozwolié
na ewentualne wstawienie miedzy nimi aparatu fotograficznego, a operowanie wielko$cia
s umozliwia zmiang stopnia ,,zageszczenia” powierzchni «l. W praktyce uklad zestawia
sie tak, by speinial tego rodzaju warunki, ale wtedy wielkosci g, 4, ¢ sa nieznane, a ponadto
nie zawsze istnieje realna mozliwo$é bezposredniego ich pomiaru. Na przykiad odleglosé
2d miedzy $rodkami projekcji Q,, 0, nie moze byé zmierzona bezposrednio ze wzgledu
na niedostepnosé¢ tych punktéw. To samo dotyczy bezpo$redniego pomiaru wielkoéci
g — odleglosci siatki od $rodka projekcji. Z tych wielkosci najbardziej dostepny jest kat
@, ktéry daje si¢ zmierzy¢ bezposrednio.

W takiej sytuacji potrzebne wielkosci mozna wyznaczyé w sposéb posredni. Jezeli
bowiem w zestawionym ostatecznie ukladzie w miejsce siatki G wstawimy okre$long fi-
gure, np. prostokat o znanych bokach a, b, za§ w miejsce badanego modelu ptaski ekran
E réwnolegly do plaszczyzny XY ukladu wspdtrzednych, to przy spelnieniu oczywistych
warunkéw prostokat odwzorowuje si¢ na ekranie jako réwnoramienny trapez o podsta-
wach a3 1 a; | wysokoéei b”. Po zmierzeniu tych wielkosci mozemy za ich pomoca znalezé
niewiadome parametry ukladu projekcyjnego. :

Podstawe rachunku stanowig réwnania przetworzenia optycznego [6, 7]

(3.1) x, = ¢ * ! = ';ey__ .
xsm<p+qcosq)

cosp xsing+gcosg’
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Uklad wspoétrzednych prostokatnych xy zwigzany jest z plaszczyzna rzucanego przezrocza,
ukdad x'y’ — z plaszczyzng ekranu. W tych wzorach g oznacza odleglo$é przezrocza
(np.’siatki G) od $rodka rzutowania Q, za$ e jest odlegloscia ekranu E od tegoz srodka.
Miedzy ptaszczyzna przezrocza a plaszczyzna ekranu zawarty jest kat ¢. Znajac wspdtrzed-
ne (x,y) punktu A przezrocza, np. wierzchotka wspomnianego prostokata, mozna przy
pomocy réwnan (3.1) obliczy¢ wspoirzedne (x’, ¥') punktu 4’. w ktdry przetworzyt sie
punkt 4 (a wigc odpowiedniego wierzchotka trapezu). W szczeg6lnosci mozemy obliczyé
elementy ay, a;, b’ trapezu ze znajomosci bokow a, b rzucanego prostokata. Jesli jednak
znamy z pomiaru boki a, b rzucanego prostokata oraz elementy ay, a;, &' trapezu, w ktéry
przetworzyt si¢ prostokat, to z rownan wiazacych te elementy mozna wyznaczy¢ parametry
uktadu przetwarzajacego. '

Po rozwiazaniu powstatego w ten sposéb ukladu réwnan wzgledem interesujgcych nas
niewiadomych, otrzymamy zestaw wzoréw pozwalajacych wyliczy¢ poszukiwane wielkosci.
W praktyce rachunek ten. wygodnie przeprowadzi¢ wedtug nastepujgcego schematu.
Obliczamy najpierw wielkosci

2 of (a;—a3)

32 A=-22_ sing, =4
(3.2) baja; ’ S bala;

w oparciu o zmierzone elementy a, b oraz aj, a;, b’ figury przetwarzanej (prostokat)
i przetworzonej (trapez). Wielko§¢ f jest ogniskows obiektywu uzytego w ukladzie prze-
twarzajacym czyli projekcyjnym. Interpretacja kata ¢, podana jest nizej. Nastepnie za
pomocg wzoru

. . 2
. sin sin
33 sing = A(pl [cosq91+A ]/1—( A(plk) ]

znajdujemy kat @ — jeden z podstawowych parametréw ukladu projekcyjnego. Z kolei
obliczamy odleglo$¢ e ekranu E od $rodka rzutowania Q wg wzoru

’ sing
3.4 =S
34 ¢ singy

oraz odleglo$¢ g srodka rzutowania Q od ptaszczyzny siatki G-
(3.5) q = Ae.

W koncu dla znalezienia odlegtoci 24 migdzy $rodkami rzutowania obliczamy odcietg
$rodka rzutowania Q wzgledem ukladu x'y’, zwiazanego z plaszczyzng ekranu E, przy po-
mocy Wzoru

(3.6) Xg = etge.

W ogdlnym przypadku poczatki ukiadéw wspdirzednych x'y’, sprzgzonych z obydwoma
projektorami, nie pokrywajy sie. Jedli odleglo§¢ miedzy nimi, mierzona wzdluz osi x jest
réwna ¢, to poszukiwana wielko§é

3.7 2d = c+2etgp.
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Dla ilustracji rozpatrzmy przykiad ukladu uZywanego przez autora do badania ugie¢
kwadratowej plyty, wymuszonych w sposéb pokazany na rys. 3. Schemat uktadu projek-
cyjno-fotogralicznego wykreslony jest na rys. 4, a jego zdjgcie przedstawia rys. 5. Funkeje
projektoréw spelniaty dwa powigkszalniki fotograficzne typu ,,Krokus 3 color” z obiekty-

2

Rys. 3. Sposob odksztalcania badanej plyty kwadratowej

wami Amar/s o ogniskowej f = 10.5 cm. W ramki negatywowe zostaly wlozone siatki
liniowe o gestosci 6 liniijmm (tzn. majace odstep miedzy liniami p = 0,0167 cm) w ten
sposob, zeby ich linie byly prostopadie do plaszczyzny rysunku. Migdzy projektorami
zarezerwowano miejsce na aparat fotograficzny, pozwalajacy rejestrowaé optyczne prze-
ciecia badanej plyty, umieszczonej na jego osi optyczne]. W celu o$wietlenia badanego
obiektu przez obydwa projektory, zostaly one obrocone o pewien kat ¢, jak ilustruje to

aparat  fotograficzny

powierzchnie A

badany model

Rys. 4. Schemat ukiadu projekcyjno-fotograficznego

Tys. 4, a nastgpnie droga regulacji ostrosci doprowadzono do powstania ostrego obrazu
obydwu siatek na powierzchni obiektu. Nalezy tu dodaé, ze ze wzgledu na nieréwnolegitodé
plaszczyzny przedmiotowej (tzn. plaszczyzny siatki) i plaszczyzny obrazowej (plaszczyzny
plyty przed odksztalceniem) ostre obrazy otrzymuje sie przy spetnieniu warunku Czapskie-
go-Scheimpfluga wymagajgcego, by trzy plaszczyzny — plaszezyzna przedmiotowa, obrazo-
wa oraz plaszczyzna gléwna obiektywu — przecigly sic wzdhz jednej prostej. Wystepu-
jacy we wzorze (3.2) kat ¢, jest katem migdzy plaszezyzna przedmiotowa a ptaszczyzng
gtéwna obiektywu.
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Parametry ukfadu projekcyjnego znaleziono w sposdb opisany powyzej. W miejsce
siatki G wstawiony zostal dokladny rysunek prostokata o bokacha =4 cmi b =5 cm
w ten sposdb, by jego Srodek leZat na osi optycznej projektora. W plaszczyZnie ekranu
E, pokrywajacego si¢ z plaszczyzng badanej plyty, prostokat ten odwzorowat sie w postaci
réwnobocéznego trapezu o podstawach a; = 20,55 cm, a; = 18,75 cm oraz wysokosci
b’ = 25,05 cm. Rachunek elementéw ukladu przeprowadzony zostat wg przedstawionego
schematu. Ze wzoréw (3.2) otrzymujemy A4 = 0,207665 oraz sing, = 0,0392409 skad
@, = 2°14'56" oraz cosg; = 0,999230.

Rys. 5. Uklad projekcyjno-fotograficzny

Nastgpnie za pomoca (3.3) obliczamy sing = 0,22735] skad ¢ = 13°8'28". Odleglos¢
$rodka rzutowania Q od plaszczyzny ekranu E jest wg (3.4) réwna e = 60,8341 cm, a od-
legtoé¢ ptaszczyzny siatki od Q, wyliczona wzorem (3.5) wynosi ¢ = 12,6331 cm. Rzutujac
prostokaty z obydwu projektoréw jednoczeénie stwierdzamy, ze obrazy ich Srodkow
odlegte sa w ptaszczyznie ekranu Foc = 4,6 cm, co pozwala wzorem (3.7) obliczy¢ od-
leglod¢ 2d = 33,00 cm migdzy $rodkami projekcji O, i Q,. Na koniec z (2.5) obliczamy wiel-
ko$¢ s = 1,3219- 1073, zamykajac tym samym proces wyznaczania elementéw ukladu
projekcyjnego.

Po wstawieniu tak uzyskanych liczb do wyrazenia (2.8) otrzymujemy réwnanie rodziny
powierzchni A |

(3.8)  (0.44279—6.3326- 10 %k)X >+ (0.44279+1.25357 - 10~ 3k)Z*—~33.00- Z = 0

3 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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7 jedhym parametrem k, ktéry mozna uzna¢ za numer powxerzchnl w rodzinie. Podobme
Z (2 11) ‘dostajemy wyraZenie e

33.00
0 44279-+1.25357 - 10~ 3k

(3.9) . ’. ’ Zk =

okreslajqce punkty na osi Z, w ktérych przecigta jest ona przez powstzac rodzmq powierz-
chni. S to wierzcholki elips A (rys. 2). Dla k = 0 otrzymujemy z (3.9) Z, = 74,5274 cm,
co jest érednica okregu Ao, tzn, $rednica walca kotowego, bgdacego jedna z powierzchni A.
Dla sasiednich powierzchni A_, oraz A, znajdujemy wg (3.9) wartosci 74,7390 cm oraz’
74,3170 cm, z czego wynika, ze odlegto$¢ miedzy sasiednimi powierzchniami mierzona
wzdhiz osi Z, wynosi 0,2116-cm oraz 0,2104 cm. Stosunek tych liczb jest réwny 1,0057,
skad wniosek, ze ré2nig si¢ one (w tym migjscu) o 0,57%.

4. Mapa przecleé optyeznych - -

Jezeli w przestrzeni powierzchni /4 umie$cimy materialng powierzchnig¢ 2 np. badang
powtoke lub plytg, to pojawi si¢ na.niej ukiad linii ¥, poWstaljich Z optycznego przeciecia
powierzchni X rodzing pbwierzchni. /L. Jeéh A X, Y,Z.k)=0 jest réwnaniem tej rodziny,
al (X,7Y, Z) = 0 rownaniem powxerzchmZ to rodzma linii; Vna powierzchni 2’ ma réw-
nania Co :

4.1 . ‘A(X, Y, z, k) = o, ):(X', 1{,. Z,)--?

11"

'ﬁ'lﬂ%!ll mﬂ“ﬁ’nlrf %'“P '“°4

gﬁn g
iy "**ﬁmmw i

Rys. :6.'Mapa_przecieé optycznych pochylej blaszczyzny

Rzutujqc ten uktad hnu V na plaszczyzne XY otrzymujemy ,,mapq” pow1erzchn1 )3 Tej
réwnanie

(4.2) | L WY, B =0

uzyskujemy w wymku rugowama zmiennej Z z réwnan (4.1). Nalezy pamlqtac Ze wplowa-
dzone tu pojecie ,,mapy * jest szersze od pojecia mapy, stosowanego w topografii, gdme
powierzchniami warstwowymi'sg réwnolegie i réwnoodlegle ptaszczyzny. :
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i Wezmy dla ilustrécji,prosty przyktad, gdy powierzchnia 2 jest plaszczyzna
(4.3) Z = MY+N. o

Jej mapa ma réwnanie ‘ .
(4.4) WX, Y, k) = UZXZ ﬂ2M2Y2+2M(,92N-d)Y+N(,32N d)=0

powstale z rugowania zrmenneJ Z z réwnain (2.10) i (4.3). Mape tg, otrzymana za pomoca

ukladu projekeyjno-fotografi lczr_lé_go ukazanego na,rys. 5 przedstawia rys. 6. Powstala ona
z optycznego przecigcia plaszczyzny 2 (ktérg w tym przykiadzie byla plytka metalowa)
rodzing powierzchni A wygenerowang przez ukiad projekcyjny.” W drugim przykladzie;
vkazanym na rys. 7, widzimy mapg pow1erzchm kuh uzyskanq przez autora w tym samym
uktadzie projekcyjnym. .

Rys. 7. Mapa przecu:é optycznych pown:rzchm wzorcowej

Jednakze w zagadmemach praktycznych réwnanie pow1erzchn1 2 nie jest znane. Sto-
’sumc przedstamonq metod@ otrzmeJemy mape teJ pow1erzchru w postaci obrazu IMOrowego
(jak np ‘narys. 61 7) za' pomocg ktore) ofaz “znajomoféci’ rodziny powxerzchm tngcych
/1 moZna na drodze obhczenxowe] okreéhé ksztalt poW1erzchn1 Z,’

T

-5, Wyznaczanie p'ochodnych- czéstkowyéh'

Jezeli interesujacym nas zagadnieniem bedzie rozklad mosentéw zglnajqcych 1 skreca-
Jjacych, dzialajacych w badane) plycie, to wtym przypadku poszukiwaé bedziemy druglch
pochodnych czqstkowych ‘powierzchni ﬁgl@tej, niezbednych do tego rachunku, - -~ + ¢

Przypuéémy, ze plaska plyta sprezysta staje si¢'w wyniku obquzema pewna powxerzchmq‘
Z ="Z(X,Y)izalézmy, ze iriferesuje nas przébieg momentu zginajacego wzdhiz przekrOJu
X = 0 Pochodnq CZqStkOWcL w punkcw Y+ lAYmoZna przedstaw1c w postaci o

51 : (az) L AZ s
¢ ) T AN AR R £ .YHAY Ay '

3
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Przyrost AZ obliczymy jako roznicg wartosci Z, dla dwu sgsiednich wartodci k i (k+1)
parametru w wyraZzeniu (2.11):
Z

(5.2) AZ = AZk/k+1 =Zy—Zys = m .
Sasiednia réznica jest analogicznie

Zy
(5.3) _ AZy sy = Zy—y— Zy = Wk—_l

a ich stosunek jest rowny

AZypys _ Cfs)tgptk+]
AZp s~ @Qlo)tge+k—1"

'(5.4) R =

W przypadku omawianego uktadu projekcyjnego wielkosé ta jest

354.225+k

(5-3) R= 3557k

Dla k = 0 otrzymujemy R = 1.0057, co oznacza, ze sasiednie réinice 4Z,,, oraz A4Z_,
t6znia si¢ 0 0,57%, co stwierdzili§my juz wczeéniej.

Aby zorientowaé si¢ z jakiego rz¢du wartoéciami k¥ mamy do czynienia w naszym ukfa-
dzie projekcyjnym, znajdujemy wspdtrzedng Zg plaszczyzny ekranu E, z ktora pokrywa
si¢ ptyta nieodksztalcona:

(5.6) Zy = dtgp+e = 64,6862 cm.
Rozwiazgjqc (2.11) wzgledem k uzyskamy wyraZenie

.7 k= 2d—Zysin2p  33.00-0.44279Z,
. T Zyscoshp . 1.25357-1073Z,

z ktérego po podstawieniu Zy w miejsce Zj obliczymy numer powierzchni A, znajdujacej
sig w poblizu ekranu. Otrzymujery w ten sposéb k = 53,74 z czego wynika, ze plaszczyzna
E znajduje si¢ migdzy powierzchniami <1 o numerach 53 i 54. Po wstawieniu obliczonego
k do (5.5) dostajemy R = 1,0049 co znaczy, ze w otoczeniu badanej ‘plyty sasiednie wartofci
AZ réznig si¢ 0 0,49% czyli ok. 0,5%.
Jezeli przyjmiemy, ze taka zmienno§é mozna pomingé, wtedy AZ we wzorze (5.1) bedzie
state i w naszym przypadku réwne 4Z = Zs;—Z,, = 64,8038 —64,6447 = 0,1591 cm =
= 1,59 mm. Jesli tej zmiennosci zaniedbaé¢ nie chcemy, wtedy kolejne wartosci AZ we
wzorze (5.1) otrzymujemy z pomnozenia poprzedniej przez R, ktére jako wolno zmienne
moze byé nawet w duzym przedziale k przyjete za staty wspdtczynnik. Znaczy to, Ze obli-
czajac pochodng czastkowa nalezy we wzorze (5.1) podstawiaé na AZ kolejno warto$ci
AZ, RAZ, R*AZ, R*AZ, ... dla kolejnych punktéw wykresu pierwszej pochodnej czast-
- kowej 9Z/0Y.

Przejdzmy teraz do dowolnego przekroju X, wzdhuz ktérego trzeba znalezé przebieg
pochodnej czastkowej 6Z/0Y. Dla uzyskania potrzebnych przyrostéw AZ przecinamy ro-
dzing kierownic A prosta X. Rozwiazujac réwnanie kierownic (2.10) wzgledem Z otrzy-
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mujemy dwa pierwiastki, z ktérych interesuje nas wylacznie pierwiastek wigkszy (co wynika
z rys. 2) dany wzorem

(5.8) | Zr = %[1 + ]/;Tgﬂ

w ktorym B, jest polosia elipsy A, réwnolegla do osi X (rys. 2) dana wyrazZeniem
d

ks :
sianJ]/l - (—é~~) +ksctg2ep

a Z, wyraza sig przez (2.11). Poszukiwany przyrost AZj,. . jest odlegto$cig migdzy dwiema
sasiednimi elipsami A, 1 A4, ,, mierzona wzdiuz prostej X, tzn. '

(5.9 B = -

1 1 ' x\?
(5.10) AZ]’:/’C+1 =ZF;—Zi. = AZk/k+1+ 7l2"]/ 1— (~———) —

2
/]y \2
S AN
e B+
gdzie AZy,., jest znalezionym wczesniej przyrostém liczonym wzdhuz przekroju X =0

i danym przez (5.2). Jesli dwie wielkosci By i By, zastapi€ ich warto§cia $rednig 8, wtedy
wyrazenie (5.10) da si¢ przedstawié w prostszej postaci

AT
(5.11) AZipsy = TZ"IHI ll"' l/l— (F) ]

W niektorych przypadkach mogna wprowadzié $rednia warto$é S, nie tylko dla dwu
sasiednich elips A i 44, ,, lecz dla wszystkich elips, ktore biérq udzial w tworzeniu mapy
badanej powierzchni 2.

Rozpatrzmy dla ilustracji nasz ukiad, w ktérym umieszczona jest badana plyta, be-
daca kwadratem o boku 15,3 cm. Jej najwigkszy rozmiar (przekatna) wynosi 21,6 cm,
tzn. przy ustawieniu przekatnych wzdluz osi X, Y zajmie ona na osi X przedziat od X =
= —10,8 cm do Xy = 10,8 cm. Plyta zostanie optycznie przecigta pewna liczba 4k po-
wierzchni /. Dla znalezienia tej wielko$ci rozwigzujemy rownanie (2.10) wzgledem k
otrzymujac '

2 2
(5.12) b= ZoZ~(X*+Z%)

%(chtw-X 2tgp)

okre$lajace numer powierzchni ,, przecinajacej plaszczyzng Z w punkcie X przekroju
Y =.0. Ktadac w (5.12) Z = Z; = 64,69 cm oraz X = Xy = 10.8 cm otrzymujemy
k = 43,94, co znaczy, ze ostatnia powierzchnia 4, przecinajaca naszg piytg przy naroz-
niku ma numer k = 43, a nastgpna k = 44 przechodzi juz poza nim. Poprzednio stwier-
dziliémy, ze najblizsza $rodka plyty (X = 0) jest powierzchnia k = 53, z czego wynika, Ze
plaszczyzng plyty przecina Ak = 10 powierzchni warstwowych /.



‘450 ¢ 3. J. Wasowskl

~ Wstawiajae do wzoru (5.9) wartosci & = 53,74 oraz k = 43,94 obliczamy f(53,74) =
= 34,863 cm oraz §(43,94) = 35, 263 cm, skad wynika, ze zmiana f na obszarze badanej
plyty wynosi 48 = 0,400 cm = 4 mm, a najwigksza w naszym przykladzie wartoéc (X/§)?
jest réwna 0,094 przy koncu przekatnej.- Po rozwinigciu w szereg i odrzucenin poteg X/B;
wiekszych od 2 wyraZenie (5.1 1) przepiszemy w postaci

. ) T 1 X 2
(5.13) AZs 1 = Ak 1+ /5,

przydatnej do praktycznych obliczen. Przyjmujac wartoé¢ $rednig fi; = 35,06 cm, wzér
rachunkowy dla rozpatrywanego przyktadu przyjmie postaé

(5.14) : AZps s = AZxpep 1 (142.03 - 1074X?).
Zestawiajac otrzymane wnioski otrzymujemy wyraZenie

oz 4z 1 x\?
o) Lzl (X))
G-15) (3Y)y+-my Ay Bsi

pozwalajace obliczyé pochodng czastkowa dZ[0Y w punkcie (X, Y) powierzchni Z(X, Y)
badanej ptyty. Na ¢ ktadziemy kolejne wartoéci 1,2, 3 ... dla kolejnych punktéw przekro-
Ju X. N

W analogiczny sposob uzyskaé mozna wzor

oz Az, 1{r\
(16 (—af)ﬂw AXR[“" (ﬁ)]

dla obliczenia pochodnej czastkowej dZ/dX. Potrzebna do tego celu mapg otrzymujemy
w wyniku obrdécenia badanego modelu wokoét osi Z o 90° w stosunku do ustawienia pop-
rzedniego. Wyznaczywszy w opisany sposSb pierwsze pochodne czastkowe 0Z/0X 1 dZ/[0Y
mozemy na ich podstawie obliczy¢ pochodne drugie 02Z/0X?, 92°Z[9Y? oraz pochodnq
rmeszanq E)ZZ/BXaY potrzebne do rachunku momentéw.

6. Weryfikacja metody

‘Dla sprawdzenia opisywanej metody, wyniki otrzymane przy jej pomocy zostaty po-
réwnane z wynikami uzyskanymi w sposSb niezalezny. W tym celu przygotowano powierz-
chni¢ wzorcowa, dla ktSrej okre$lono ksztalt obranego przekroju mierzac z dokladnoscia
0,01 mm wspéirzedne Y, ¢ punktéw w odstepach 4Y = 3 mm. Powstaly w ten sposéb
wykres przekroju ukazany jest na rys. 8. Powierzchnia wzorcowa zostala nastgpnie wsta-
wiona w uklad projekcyjno- fotograficzny, ktory wyprodukowal jej mape morows, przed-
stawiong na rys. 7, na podstawie ktdorej wykreslony zostat rys. 9, na ktérym-jasne prazki
mory zastapiono liniami geometrycznymi, umozliwiajacymi wyznaczenie wspoirzednej
Y warstwic wzdhuz wybranego przekroju, w naszym przykladzie przekroju X = 0. Powierz-
chnig¢ wzorcowa umieszczono w ukiadzie tak, zeby w §rodku stykala si¢ z powierzchnia
warstwows /s,. Nastepnie za pomoca wzoru (3.9) wyliczono wartoéci Z, dla- kolejnych
wartoéci k = 54, 53, 52, ..., 44 (wzdtuz przekroju X = Q powierzchni¢ wzorcows prze-
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cina 11 powierzchni warstwowych / o tych numerach), z ktérych z kolei mozna byto
wyliczyé wspdirzedne §, =-Z,—Zs,, mierzone od wierzchotka powierzchni wzorcowej
i umozliwiajace konfrontacje z pomiarami kontrolnymi. Poréwnanie obydwu pomiaréw

tmml[g 4 T T T T T T : T

| 1 | R t ! | | | A
720 -0 -80 60 -40 <20 0 20 10 60 80  100(mmi

Rys. 8. Porowname pomiaru optycznego metoda mory (kodleczka) z pomiarem mechanicznym
(kropki)

przedstawia rys. 8, na ktérym kéleczkami zaznaczone zostaly wyniki otrzymane metodg
mory opisywang w artykule. Jak widaé, zgodno$¢ jest zadowalajaca. Nalezy jednak doda¢,
ze dokladno$é metody moze byé zwigkszona przez uzycie doskonalszego sprzgtu oraz
fotometrycznego wyznaczania linii warstwicowych z prazkéw mory ze zdjecia przeciec
optycznych. Takze liczbe warstwic mozna zwieckszy¢ uzywajac gestszych siatek do pro-
jekeiji.

Y

¢

Rys. 9. Mapa warstwicowa powierzchni wzorcowej (powstala z zastgpienia liniami prazkéw mory.
na rys. 7)
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7. Przyklad zastosowanla metody do badania plyty

Dla ilustracji rozpatrzmy przyktad pyty kwadratowej 153 mmx 153 mm, odkszta-
conej w sposéb ukazany na rysunkach 3 i 5. Mapg przecig¢ piyty przedstawia rys. 10.°
Ograniczajac si¢ do przekroju X = 0 wyznaczamy z tego zdjgcia wspétrzedne Yy punktéw
przeciecia kolejnych warstwic (jasnych prazkéw mory) z linia wybranego przekroju (tu

R
1 P,
R P

e iten
M Mg:?;‘;.“”h "

mﬁ’ﬁuﬁﬂ-‘ et igote,
e"‘ﬁﬁﬁ 1\'@' i

Rys. 10. Mapa przeci¢é optycznych badanej plyty kwadratowej. Tworzace walcow eliptycznych, przecina-
jacych plyte, sa rownolegle do osi Y

osig Y), a nastepnie przy pomocy wzoru (3.9) obliczamy rzedne Z; tych punktdw, kladac
kolejno warto$ci parametru k = 53,52, ..., 45. W §rodku plyty, jak wyliczyliémy poprzed-
nio, jest £k = 53,74 czemu odpowiada Z, = 648,04 mm. Ugiecie £, w punktach Y} naszego
przekroju jest wobec tego £, = Z;— Z, i wykreslnie przedstawione jest na rys. [1.

Immi[e T ' T 3Z/0Y

= /

2 '01/-0\( - Jo 0.3
o2

10} -|oa
1o

8- -[01

x ’x/ “_0‘2 '

6 -l-03

J-

2 -

o , ; : Yimm|

-160 50 0 50 700

Rys. 11.- Wykres ugigcia (kOleczka) oraz wykres pochodnej (krzyzyki) w przekroju AC(X = 0) badanej
plyty kwadratowej
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Wyniki obliczefi zestawione sg w tabliéy 1.

Tablica 1. Wyniki obliczen dla plyty kwadratowej

k Yy Zy Lk AY A7 0Z|oY | Y+ —A—Y R'AZ
i : 2

45 —87.90 661.06 14.20 [ 5.41 —1.66 —0.3068 —85.2«
46 —82.49 659.40 12.54 6.09 —1.65 —0.2709 —79.4
47 —76.40 657.75 10.89 6.08 —1.64 —0.2697 —73.4
48 —70.32 656.11 9.25 6.09 —1.63 —0.2676 —67.3
49 —64.23 654.48 7.62 743 —1.62 —0.2207 ~—60.5
50 —56.80 652.86 6.00 8.12 —1.62 —0.1995 —52.7
51 —48.68 651.24 4.38 10.82 —1.60 —0.1479 —43.3
52 —37.86 649.64 2.78 14.87 —1.60 —0.1076 —30.4
53 —22.99 648.04 1.18 22.99 —1.18 —0.0513 —11.5
53.74 0.00 646.86 0.00 21.64 1.18 0.0545 10.8
53 21.64 648.04 1.18 15.55 1.60 0.1029 29.4 1.60
52 37.19 649.64 2.78 .| 10.14 1.60 0.1578 42.3 1.61
51 47.33 651.24 4.38 8.11 1.62 0.1997 51.4 1.61
50 55.44 652.86 6.00 7.44 1.62 0.2177 59.2 1.62
49 62.88 654.48 7.62 6.76 1.63 0.2411 66.3 1.63
48 69.64 656.11 9.25 6.76 1.64 0.2426 73.0- 1.64
47 76.40 657.75 10.89 4.74 1.65 0.3481 78.8 1.65
46 81.14 659.40 12.54 5.41 1.66 0.3068 83.8 1.65
45 86.55 661.06 14.20 \

Rys. 12. Mapa przecieé¢ plyty kwadratowej przy drugim ustawieniu plyty (tworzace walcow sa teraz
réwnolegle do osi X)
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Przyrosty AZ zostaly tu obliczone jako réznice AZ = Z,—Z,_.,, ale to samo mozna
byto otrzymaé wzorem R'AZ, gdzie AZ = Zs3—Zs54 = 1,591 mm, R = 1,0049 (patrz §5),
ktadgc na ¢ wartosci 1,2, 3, ... dla kolejnych k = 53,52, 51,...45. Sa one podane
w ostatniej kolumnie tablicy 1 w celu poréwnania ich z warto$ciami 4Z z kolymny 6-¢j.
Obliczajac przyrosty AZ wzorem R‘AZ nie musimy wielokrotnie wyliczaé Z, ze wzoru
(3.9), co znacznie skraca proces obliczeniowy.

Po obliczeniu przyrostéw /Z oraz AY znajdujemy za pomoca (5.1) wartoéci pochodne;j
czastkowej 0Z/0Y, podane w tablicy 1 w kolumnie pod tym nagtéwkiem. Jej wykres nanie-
siony jest na rys. 11, Jak wida¢, wyliczone punkty ukladaja si¢ wzdhuz linii prostej, majacej
wspolezynnik kierunkowy 0,366, skad wniosek, ze druga pochodna czastkowa jest stata
i rowna 0*Z[0Y? = 0,366.

Dia otrzymania pochodnej czastkowej 6Z/6X badany obiekt nalezy obrécié wokdét
osi Z o kat 90° i cala procedurg powtdrzyé. W rozpatrywanym przyktadzie orzymano -
mape przecieé, przedstawiona na rys. 12. Jak wida¢, warstwice sg liniami réwnolegtymi,
Z czego wynika, Ze zginanie jest walcowe. Jedynie w pewnym otoczeniu punktéw B, D
podparcia ptyty widoczne jest -zaburzenie tego przebiegu. Widaé nastepnie, ze §rodek
plyty (oraz znaczna czgéé jej przekatnej BD) obniZony jest o ok. AZ /2 = 0,8 mm w sto-
sunku do punktéw podparcia B,D.

8. Podsumowanie I streszczenie

W artykule opisano metode badania ugieé piyt metodg przecigé optycznych powierz-
chniami walcowymi, wygenerowanymi w przestrzeni przy pomocy ukladu. pfojekcyjnego,
zaprojektowanego i zbudowanego przez autora. Uklad jest prosty w budowie i moze byé
wykonany niewielkim kosztem z elementéw dostgpnych na krajowym rynku fotograficz-
nym. Przy jego pomocy moznabadag ugiecia phyt i powlok dowolnie obcigZzanych, przy czym
rozmiary badanych obiektéw moga zawieraé sie w szerokich granicach od kilkunastu
centymetréw do kilku metréw, co pozwala wykorzystywaé metode w warunkach natural-
nych bez koniecznosci modelowania. W artykule wylozono w zarysie teori¢ powstawania
powierzchni optycznych oraz mechanizm optycznych przecieé. Podane zostaly wzory
umozliwiajace zastosowanie opisywanej metody do praktycznych zagadnier mechaniki
stosowane]. Dla ilustracji doé¢ szczegdtowo opisano przykiad zginania plyty, a w celu
weryfikacji metody, wyniki otrzymane przy jej pomocy poréwnano z wynikami niezalez-
nego pomiaruy.
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Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego 1205 — | Wytrzymalo$é i optymalizacja konstrukcji
maszynowych i budowlanych™, koordynowanego przez IPPT PAN.

Peswome

HMCCIIENOBAHME U3THEA TIJIACTUH METOIOM MYAPA

B paGoTe NpeACTaBEHO HCIOb3OBAHKHE METONA IIPOEKUMOHHOTO Myapa B HCCIENOBANWH H3ruda
HATPY>(EHHBIX INAacTHd. Ha [I0BEPXHOCTH Mccnedyemoi nIacTHHbI IPOSUHPYRTCA ABE JIMHEHHbIE CETKH
C TIOMOUIBIO ABYX NPOeKTOpPoB. VI3 nanorkenwa ux oOpasLOB ITONyYaerM MYapoBYIO KADTHHY, KOTOPYIO
MO>(HO PACCMOTPUBATE KaK KapTy AehOPMUPOBAHHON NIIACTHHLI, @ MyapOBbIE OJOCHI KK JIMHII YDOBHA,
KOTOPLlE TOJYYAIOTCS B PE3yJIbTATe IIEPECEUCHMA MCCIIenyeMOi INACTHHBI CeMeHCTBOM IIOBEPXHOCTEH,
KOTOPBLIMK B PACCMOTPHMBAEMOM Clyuae OblIM 3JMNTHYECKHe LMTMHAPDLI. YKAa3aHo, KAK H3 TOJyYeHHol
KapThl MOMCHO OHNEPMATh HE TONBKO KPHBYIO MPOIKGa TIacTHILI B JAHHOM CEUEHHM, HO TAIOKE JITOPY
USrHGAIOLIEro MOMEHTa. B paBoTe NpencTaBICHO TEOPHIO ONTHUESCKHX CEUCHUI METOAOM IIPOEKLIHOHHOTO
Myapa, ONHMCAHO IPOCKIMOHHO-hOTOrpadHYecKyIo YCTAHOBKY M DacCMOTPEHO MAETANbHO TIPUMED, UTO

B HTOre I03BOJIAET NPHMEHUTE NAHHLIM METON K PELUCHHIO DAMA IPAKTHYECKHUX 3243 IIPHKIATHOM Me-
XaHHKH. ’

Summary

EXAMINATION OF THE DEFLECTION OF PLATES BY MOIRE METHOD

The application of projective moiré to the study of the deflection of plates is presented in the paper.
By means of two projectors two linear gratings are projected onto the surface of the tested plate, where
from their supérposition a moiré is produced. The moiré fringes can be interpreted as the contour lines
obtained fom optical sectioning of the plate by a family of contouring surfaces and hence the moiré can be
regarded as the contour map of deflected plate. A special case, in which the contouring surfaces are elliptic
cylinders, has been discussed: It was shown, how to obtain not only the shape of deflection of the plate in
a chosen cross section, but also the distribution of bending moment. The theqry of moir€ optical contouring
is presented in the paper, the projective-photographic setup is described and an illustrative example is

discussed in detail, what permits immediate application of the method to the problems of applied mecha-
nics.
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