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1. Wstep

Istnieje wiele prac dotyczacych dynamicznych problemdw cienkich plyt niesprezystych
o warunkach kolowej symetrii. Wyczerpujgca bibliografia tych opracowan nie jest naszym
celem. Wymienione zostana tylko niektére prace. Pierwsze rozwiazania w ramach
klasycznej teorii plastycznosci podali WaNG, Hoprxins [1], Horkins, PRAGER [2], WANG
[3]. Nastepnie uwzgledniono niektére z dodatkowych czynnikéw jak: wlasnosdci spre-
zyste materialu, wzmocnienie, lepko$é i zmiany geometrii. Uczynili to: Durry, Ky [4],
WITMER, CLARK, BALMER [5], FLORENCE [6], JONES [7], WiErZBICKI [8—12], LEpix [I13],
PERRONE [l4]. Obszerna rozprawa WIERZBICKIEGO [IS] poswiecona dynamice powlok
i plyt lepkoplastycznych podaje analityczne metody wyznaczania deformacji, metody
oszacowania ugieé, omawia wplyw réznych czynnikéw decydujgcych o przebiegu pro-
cesu dynamicznego, oraz przeglad dotychczasowych osiagnigé. Istnieje nieporéwnanie
mniej rTozwigzan plyt o dowolnym ksztalcie. Przyczyna lezy w zlozonosci fizycznej
i matematycznej problemu. Dynamiczny warunek plastyczno$ci musi byé wyrazony
w conajmniej tréjwymiarowej ﬁl‘zestrzeni sit wewngtrznych. Uniemozliwia to prostg
linearyzacje prawa plynigcia. Rdwnania rdézniczkowe rzadzace problemem stajg sie
bardziej skomplikowane niz w przypadku kolowej symetrii. Uwzglednienie wymienio-
nych juz dodatkowych czynnikéw komplikuje problem jeszcze bardziej. Cox i MORLAND
[16] jako pierwsi podali rozwigzanie dla plyty kwadratowej. Podobny problem z uwzgled-
nieniem lepkos$ci materialu byt rozpatrywany w pracy WIERZBICKIEGO [L7]. JONES, URAN,
Texin [18] badali eksperymentalnie prostokatne plyty utwierdzone na krawedziach
wykonane z aluminium i miekkiej stali obcigzone impulsem ci$nienia. Stwierdzono is-
totny wplyw zmian geometrii i lepkoéci materiatu na zmniejszenie przemieszczen. W pracy
[19] Jones uwzglednit efekt zmian geometrii podajac uproszczong teorie idealnie plastycz-
nych plyt dowolnego ksztaltu. Podane wyzej rozwiazania [16], [19] jak réwniez rozwiazanie
Baka, NIEPOSTYNA [20], bazujgc na teorii linii zalomdw, przyjmuja ustalone pole predkosci,
a tym samym narzucaja koficowy ksztait odksztatconej plyty. Stwierdzono doswiadczalnie,
2€ w procesie dynamicznym deformacja plyty charakteryzuje si¢ znaczng zmiang postaci
pola predkoSci przemieszczen. W pracy WOJEWODZKIEGO, WIERZBICKIEGO [21] wogdl-
niono teori¢ WIERZBICKIEGO dotyczaca. konstrukcji powierzchniowych o osiowej symetrii
na przypadek plyt o dowolnym ksztalcie. Jako przyklad rozwigzano prostokatna plyte
utwierdzong na obwodzie, obgigzona idealnym impulsem cisnienia, Celem niniejszej
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pracy jest szczegélowa analiza w ramach zatozen [21] procesu deformacji i okre§lenie
koncowych ugieé plyty prostokatnej o krawedziach zamocowanych przegubowo, obcig-
zonej dynamicznie. Zbadany bedzie wptyw lepkosci materiatu, ksztattu i wielkoéci impulsu.
Koncowe ugiecia bgda wyznaczone przy zastosowaniu dwoch sposobdw spetnienia kry-
terium odcigzenia. W wyniku przejécia-granicznego podane beda wyniki dla plastycznoéci
idealne;j.

2. Roéwnanie ruchu lepkoplastycznej plyty

Roéwnanie ruchu plyty ma postaé, [21]
(2.1) W4 apd*y—(P—P¥)u =0,

gdzie w— oznacza przemieszczenie normalne, V*W = w,,.ps jest operatorem Laplace’a,
g = 4kh?|(3yw), k = oolY3, u = 2hp, 0o — oznacza granice plastycznosci materiah,
y — lepkos¢, ¢ — ggsto§¢ materiatu, za§ 2/t jest gruboscig plyty. Przecinkiem oznaczono
rézniczkowanie wzgledem wspdlrzednych kartezjanskiego ukladu x,, (o, 8 =1,2),
a kropka wzgledem czasu ¢. Przez P(x,, t) oznaczono cisnienie przylozone do plyty, a przez
P* jej nos$noé¢ graniczng.

Rdéwnanie powyzsze wprowadzone zostalo w oparciu o zlinearyzowane prawo lepko-
plastyczno$ei, przy pominigciu odksztalcen sprezystych i zatozeniu matych ugieé. Obo-
wigzuje ono tylko w obszarach plastycznego plynigcia. Granice miedzy sztywnymi obsza-
rami, ktore moga wystepowac w pkycie, a lepkoplastycznymi okres§lamy z warunku od-
cigzenia, w = 0. Réwnanie (2.1) wraz z warunkiem odcigZenia opisuje plastyczne i lepkie
efekty, propagacje stref sztywnych i zmiang postaci pola przemieszczen. Réwnanie to
mozna wzglednie szybko rozwiazaé i wyznaczy¢ trwale ugiecia plyty.

3. Metoda rozwigzania

Piyta prostokatna o krawedziach przegubowo zamocowanych jest obcigzona réwno-
miernie roztozonym na calej powierzchni impulsem ciénienia dowolnie zmiennym w czasie
i dziatajacym w kierunku normalnym do jej powierzchni, rys. 1, 2. Lepkoplastyczna de-
formacja wystapi, jezeli w chwili ¥ = 0 bedzie P > P*. Gdyby przez caly czas P=pF
to plastyczna deformacja plyty bylaby nieskoriczenie powolna i nie pojawityby sie sily
inercji 1 efekty lepkie. W przypadku przedstawionym na rys. 2 nalezy rozpatrzyé dwie fazy
ruchu plyty.

Faza 1. 0t < 7.

Réwnanie ruchu plyty ma postaé
(3.1) L(W) = W+ og Vv — (P()— P*)Ju = 0,
gdzie nos$nosé graniczna plyty obcigzonej stalym i réwnomiernie rozloZzonym na calej
powierzchni ciénieniem wynosi
Ppr o 24 Mo A* b
a

32 = e —— = Oh> =
(32 by 3+1/2% —1/3)?)° Mo o ’

= 1.
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Przyjmujemy, ze nieodksztalcona plyta jest plaska, zatem warunki poczatkowe sg naste-
pujace:

(3.3) wix,y,0) =0  w(x,»,0) = 0.
Warunki brzegowe sg okre§lone przez '

2
W(O,y, t) =07 "d_‘ﬁ(,o’zy, t) =0,
ox
2
w(a, y, ) =0, Fwia,y, 1) w(;x,zy, 2 0,
(34) 2*w(x, 0,1)
W, 0,0) =0, Tl g
ay
' *w(x, b, 1)
w(x,b,t) =O: T = 0.
vl
-
e B n s
20 (14 18 |2
21 |15 18 _!3
2 6 0 g4
23 117 I 5
24 mﬂs X gy ‘
| o . e
Rys. 1. Wymiary plyty Rys. 2. Impuls ci$nienia

Pole predkosci ugigcia spelniajace warunki brzegowe (3.4) przyjmujemy w postaci szeregu:

-

o0 o0

. Q . nax |, mmy

(3.5) wix,y,t) = 2{ _Z?A,,,,.(t)snn——a—sm 5
n=1 m=

Funkcy; amplitudy A,,,,,(t) wyznaczamy metodg Galerkina:

(3.6) ffL(w)sm smlexdy =0, k,I=1,2,3...
Otrzymane z (3.6) réwnanie rézniczkowe ma postaé
(3.7)  Aun(O)+ CamAun(t) = Gan(P(1)—P*) = 0
gdzie
(3.8) Com = (m?a®+n2b?)? “4 , G = j—z,
b : nmus
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a wskazniki n i m przyjmujq tylko wartoéci liczb catkowitych nieparzystych. Rozwiazujac
réwnanie (3.7) metoda uzmienniania statych i wykorzystujac pierwszy z warunkéw po-
czatkowych (3.3) do wyznaczenia stalej catkowania otrzymujemy funkcje amplitudy

G""l
(3.9) A"m(t) = C [D","([)_}_P*(e—cnml_l) D"m(o)e—Cnml]
gdzie
(310) Dmn(t) = Cm"e—c""'lfP(t)éC'“"’d[.

Catkujac (3.5) z uwzglednieniem (3.9) i drugiego warunku poczatkowego (3.3) otrzymujemy
nastepujace pola ugigé:

Gl w(x,y,1) = ZE

(P* ,.,,,(0))(1 —e=Cmt) 4

IH

+(Yn(8) = ¥ (0))Cp— P* C,,,,,r]sm—sm m;z){,

gdzie
(3.12) Yom(t) = [ Dyn(@)dt.

"Ruch ptyty moze zakonczyé si¢ jeszcze pod dzialaniem obcigzenia w przedziale czasu
T, — 17, gdzie 7, jest czasem, w ktérym funkcja P(¢) przyjmuje warto$é obciaZenia granicz-
nego P*.

Warunek odcigzenia
(3.13) wix,y,t;) =0
mozna spetnié w dwojaki sposéb. Pierwszy sposob dopuszcza ujemne wartoéci amplitud
predkosci ugiecia. Stosujgc ten sposob nalezy zbadaé czy w poszczegdlnych punktach
plyty warunek (3.13) jest speiniony dla czaséw 7, < # < 7. W tych punktach, w ktérych
ten warunek jest spélniony koricowe ugiecia obliczamy wedlug (3.11). W pozostatych
punktach plyty ruch zakonczy si¢ w fazie II. Drugi sposéb uwzglgdnienia tylko dodatnie
wartosci funkeji amplitud A4,,,(f). Zatem stosujac ten sposéb amplitudy nastepnych postaci
Aum(t), dla ustalonego problemu brzegowego, beda réwne zero dla czasu ¢ > tpy, gdzie
tram jest okreslone przez réwnanie A, (frm) = 0, ktére po uwzglednienin (3.9) ma postac

(314) . Dnm(t)f"m +P* (e—cnmfjnm_ ]) _D"m(())e—cnml,rnm =3 0_

W konfcowym okresie deformacji istnieje tylko pierwsza posta¢ A4,,(r) i w czasie fy, wszyst-
kie punkty plyty zatrzymuja si¢ jednoczesnie. Jezeli wyznaczony z (3.14) czas #7,, bedzie
mniejszy od 7z, oznacza to, ze ruch plyty zakonczy si¢ w fazie I. Koncowe ugigcia wyznacza
si¢ wtedy z (3.11).

Faza IT, 7 < ¢.

W tej fazie ruchu P(t) = 0, ale plyta bedzie odksztalcata si¢ dalej zanim energia kine-
tyczna wprowadzona uprzednio przez dzialanie obciazenia nie zostanie rozproszona w lep-
koplastycznej pracy. Réwnanie ruchu plyty w tej fazie jest nastgpujace:

(3.15) - L(W) = iv+oo VHv+P*[u = 0.
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Pole predkoéci ugigeia przyjmujemy jak poprzednio, w postaci (3.5). Dalej postepujemy
analogicznie jak w fazie I.

Réwnanie rézniczkowe amplitudy ma postaé (3.7) z podstawieniem P(z) = 0.

Spelniajac  warunki ciagtosci

(3.16) wi(x, v, ) = wnlx, », 7), wi(x, y, 1) = win(x, y, 7),

gdzie indeksy I i II odnosza si¢ odpowiednio do wielkosci fazy pierwszej i drugiej, obli-
czamy stale calkowania i ostatecznie otrzymlijemy

G""l
(3.17) Amm(t) = T[(Dmn(r)ec"'"r'i‘Pﬂ: _D"”'(O))G—Cnm!._P*],

(3.18) Wix, ¥, t) _ZZAmu(t)Sm X o mny

n=1 pr=

G19) wley, 0= 2 2 o (D,,".(O) P* — D, () eCrmt)

X G—C""' t. p# C,,,,,f + (Ymn(T) - Ynm(o))cmn + Dmu(T) - Dnm(o) + P*] sin nzx sin mZy

Dla tych punktéw plyty, ktére nie zatrzymatly sie w fazie I stosownie do pierwszego spo-
sobu speinienia kryterium (3.13) czas zatrzymania i koncowe ugigcia oblicza si¢ korzysta-
jac z (3.18) i (3.19). Natomiast stosujac drugi sposéb spelnienia kryterium odciazenia czas
koficowy amplitudy A,, dla tych numeréw wskaznikéw n i m dla ktérych nie zostat usta-
lony w fazie I wyznacza sig przyréwnujac (3.17) do zera. Otrzymujemy

1 D, (7)eCrm™+ P* — D, (0
(320) frum = In @ ;* ©
Chwila #;, ; obliczona z tego wzoru jest czasem zakonczenia ruchu plyty. Koficowe ugiecia
obliczamy korzystajac ze zwigzku (3.19).
Dyskusje réznych kryteriéw odciazenia dla zlineryzowanych réwnan lepkoplastycznosci
i interpretacje energetyczng podanych dwéch sposobdw spelienia (3.13) zawiera praca
WIERZBICKIEGO [23]. Pierwszy sposéb dopuszcza przeplyw energii z nizszych do wyz-
szych postaci predkosci przemieszczenia, drugi sposéb takiej transmisji nie dopuszcza.
Obecnie rozpatrzymy trzy predkosci szczegdlne, a mianowicie obciazenie plyty prosto-
katnym, tréjkatnym i idealnym impulsem ci$nienia.

¢

4. ObclaZenie prostokatnym Impulsem ci$nicnia

W podanej w poprzednim rozdziale metodzie rozwigzania nalezy uwzglednic, ze P(1) =
= P = const, rys. 3. Otrzymujemy:

Fazal. 0<r<g .

4.1 A1) =5 Gom (P—P*)(1—e=Cm1),

H

9 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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mmy

42)  wix,p.0) = 22 Ot (B — P¥)(e=Crmi 4 Gyt — 1)sin " sin ™

"

h=

Faza Il. z< 1t

4.3) Ap(t) = g’"" [(FeCan_F_*_ P*)e'c"""—P*],

@4  wa, y,r)—zz [ (B P Peme) g~ —

n
n={ m=I|

— p¥ tC,,,,,+PrC,,,,,+P ]sm xsmmzy
ol
B
P I
(.
] T

Rys. 3. Prostokatny impuls ci$nienia

Czasy zakonczenia ruchu, punktéw plyty wedlug pierwszego sposobu speinienia kryterium
odcigzenia okreéla si¢ przez przyréwnanie do zera prawej strony réwnania (3.5) z aktualng
amplituda (4.3), a koficowe ugiecia z (4.4). Natomiast wedlug drugiego sposobu spelnienia
kryterium przyréwnujac (4.3) do zera otrzymujemy

1 PeCrmt — P P*

4.5 lnm = I~

Dla r > ty,n amplitudy wyzszych postaci wynosza zero. Podstawiajac (4.5) do (4.4) otrzy-
mujemy wzor na koncowe ugiecia plyty

PeCrmt—— P4 P*\  pmx . mmuy
4. — P* .
4.6)  wy(x, y) E g anm (P Cpm—P*In Yo sin——sin—

n=1 m=

Na zakofczenie tego rozdziatu podamy wyrazenia (4.5) i (4.6) w przypadku idealnej
plastycznoéci tzn. gdy ¥ — 0, odpowiada to zgodnie z (3.8) Cyp — 0. Otrzymujemy

. Pt I =
(47) fpf =3L]]3°tfnm = F = F’ I = PT,
1\ 8P(P— P
— 1 nnx ., mwy
4.8 =1 - 5 \! 7 nwx
( ) wpf y_.]i:;w - /./:.ll nZP*/,L . SII] 2 sSin A
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5. Obcigzenie tréjkatnym impulsem cisnienia
W tym przypadku, rys. 4
.1) P@) = P(l - %)

Zgodnie z rozdzialem 3 otrzymujemy:

Fazal, 0<r<.

. _ Gnm P_ px F —Chpmt F‘
(52) A’”"(t) B C'"" ‘(P P TCnm )(1 -e )_ ?t] ’
(-3) w(x,y,1) = § 2 G P—pP* 4 . (Comt+e=Cmn? — 1) —
. > anm TCnm nm
n=1 m=1

- Pr? i X o MRy

—ZTC ]sn sin 3
Zaleznie od wielkoSci przytozonego impulsu odcigzenia moze nastapi¢ w przedziale czasu
1, — 7, gdzie 7, = (P—P¥) [P jest czasem, w'ktérym obcigZenie osigga wartoéé nosnosci
granicznej P*.

Rys. 4. Trojkatny impuls cinienia

Zgodnie z pierwszg mozliwoscia spefnienia kryterium odcigZenia badamy, dla ktérych
punktéw plyty. w(x, y, t} = 0 w przedziale czasu t; — 7. W tych punktach, w ktérych wa-
runek ten zachodzi ruch ustaje i trwale ugi¢cia moga byc obliczone z (5.3). W pozostalych
punktach ruch zakoficzy si¢ w fazie IL

Stosujac drug1 sposéb spelnienia kryterium odciazenia, dla kazdej pary n i m szuka
si¢ takiego czasu T, <ty < T, aby amplituda A,.(¢;mm) byla réwna zeru. Zadanie to
mozna rozwiazaé graficznie. Przyréwnuja,c . 2) do zera otrzymujemy réwnanie okreéla—
jace t,-,,,,, w posta01

(54) g~ Chmlsim = l—rnmt_fnm,
gdzie ‘
(5.5) r Plz

m = >
i P—P*+P|(7Cpn)

dla kaZdego nim. Dla kazdej z uwzglednianych wartosci n i m, po obliczeniu wspéiczynni-
kéw C,p 1 P, MOZna znaleZ¢ drugi poza punktem (0,1) punkt przecigcia krzywej @~ Chm! fnm
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Z prosta 1 —rpmteam. Jezeli odcigta punktu przecigeia bgdzie zawarta w granicach 7, — v to
?rum bedzie poszukiwanym czasem. W przypadku istnienia w okresie dziatania obcigzenia
trum < 7 dla wszystkich wskaznikdw n i m, ugigcia koncowe w poszczegdlnych punktach
plyty znajduje si¢ przez podstawienie fr,m, do (5.3), a rozpatrywanie fazy ruchu po zdjeciy
obciazenia staje sig zbedne. Z uwagi na szybka zbieznosC szeregu wystarczy w obliczeniach
uwzgledniaé niewielkg liczbg wyrazow.

Faza II. 1<t

n P_ ) . e
(56) Anm(t) = (C}, i {[ 7C (GC'""r—1)—P+P"‘:]e“‘cﬂ'"’—P'[‘},
T\ G [[ 5 2 |
(5‘7) W(x, J’, t) = Z Z C2 {I:P—‘P* —_ TC"‘P (gcllmf___ I)Je—C,,,,,l___
n=1 m=1 fhn nm ,

— P*Com i LT Gt P*Ysin 7 i T
2 a b
Postgpujac wedhug pierwszego sposobu spelnienia kryterium odciazenia, w punktach,
w ktérych trwale ugigcia nie zostaly znalezione w fazie I, bada sig dla jakiego czasu
w(x, y, t) = 0. Wykorzystujgc ten wynik, ze wzoru (5.7) obliczamy koncowe ugiecia.
Korzystajac z drugiego sposobu spelnienia warunku odcigzenia czas koficowy amplitu-
dy, dla tych »n i m, dla ktdrych nie zostal ustalony w fazie I, oblicza sig ze wzoru
. 1, P(eSm™—1)|(zCom) — P+ P*

(5.8) tam = 1 o

AY

Czasem zakonczenia ruchu plyty bedzie czas ¢, ;. Koficowe ugigcia stanowia sume wyrazéw
wyznaczonych przez podstawienie Z,, < 7 obliczonych z (5.4) do szeregu (5.3) 1 typm > T
z (5.8) do (5.7).

PrzejScie graniczne do plastycznodcl idealnej. Faza 1. Jak widaé z réwnania (5.4) nie moZna uzy-
ska¢ jawnego wzoru na #,, aby nastgpnie obliczy¢ granice dla y — oo (jest to réwnow-
azne C,, — 0). Postapimy zatem w sposéb nastepujacy: '

Wyznaczamy z (5.4) wielko§é P:

P*(l — e—Cmnffmn)
(A= 1/(xCrp))(1 —e=Comtsamy —t . [T °

a nastgpnie obliczamy prawg strone tego wyraZenia gdy ¥y — oo. Otrzymujemy wzor

(5.9) ' P=

27 P*

(5.10) Pyt

Z ktdrego znajdujemy interesujgcg nas zaleZnoéé czasu zakornczenia ruchu sztywno-plas-
tycznej plyty od wartosci przyloZzonego obciazenia tzn.

_ 23(P—P%)

(5.11) tor 5
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Dla t = t,; okre$lonego przez (5.11) w przejéciu granicznym z wyrazenia (5.3) otrzymujemy
wzOr na trwale ugiecia

(=] (o]
! 37(P—P¥)2— . )
(5.12) W,y = limwy Z 2 Goum T(P—P*)ty; Gin T G _
yoee n=1 m=1 67'- ' a b
22 32(P P*Bz: 1 . nmx . mmy
——sin sin .
n=1 nr= 37.62P2 nm a b

Faza II. Wyrazeniom (5.8) i (5.7) okre§lajacym czas zakonczenia ruchu i trwate ugiecia
w przypadku sztywno-plastycznej plyty, (y — o) nadajemy postaé
Pz I Pt
tyy =1li tnm='—="_y 1=—";
(513) rf vim S 2 pP* p* 2

[}

——sin sin
32 P*p nm a b

o — -
, 12P(3P—4P¥) 72 1 ¢
(5.14) Wpr = limw, = Z 20GP—4PY) 77 MY sin 7Y
y—+00

n=1 m=1

Z wzoréw (5.11) i (5.13) wynika, ze dla obcigzenia P =2P* czas zakorniczenia defor-
macji bedzie rowny okresowi dzialania obciazenia =, a przy wiekszym obcigzeniu ruch
plyty zakonczy sie w fazie II.

6. Obciazenie idealnym impulsem cisnlenia

Zagadnienie to mozna rozwigzaé obliczajac granicg ostatecznych wzordw otrzyma-
nych dla obciazenia prostokatnym impulsem, przy = daZzacym do zera i rosnacej wartosci

T
P, przy czym, iloczyn TP pozostaje staly i rowny wielko$ci impulsu 7 = lim f P(t)dr 1ub,
=00

jak to zostato pokazane w tym rozdziale, przez uwzglednienie dziatania idealnego impulsu
w warunkach poczatkowych

6.1) (x, 3, 0) = % = Vo, wx,7,0) =0.

Warunki brzegowe pozostaja bez zmian i sa okreslone przez (3.4). Réwnania ruchu i am-
plitudy sa dane przez (3.1) i (3.7) z podstawieniem P(z) = 0. Aby rozwigza¢ réwnanie
rézniczkowe amplitudy wykorzystuje si¢ pierwszy warunek poczatkowy (6.1) tzn.

_ __I__ nmx nmy
6.2) e, ,0) = Vo = - = Z ZA,,,,,(O)sm sin "7

n=1 m=1

Wspdlczynnik A,,(0) znajduje si¢ mnozac stronami (6.2) przez sin fex sin—b;—y i catkujac

w obszarze plyty. Wynosi on

16

(63) A,,m(O) = 72 V() = GnmI)
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a rozwiazanie réwnania rozniczkowego amplitudy ma postac¢

(6.4) A"m(t) = g"m [(CnlnI+ P*) e—Cnml__ P*] .

nm

Pola predkosci przemieszczenia i pole ugie¢ okreslone jak w punkcie 3 maja;postac’

(6.5) Wo(x, 1) = Z Z A1) sin " 5in 72
n=1 m=
m o.% nm maty
(6.6) w(x,y,t) = Z [ Cp+ PR)(1 =Gty — PHC Jsin T sin ™72

= =

Podobnie jak w popirzednich punktach czas trwania deformacji i trwale ugigeia piyty
wyznacza sig stosujac dwa sposoby spelnienia kryterium odciaZzenia w(x,y, t,) = 0.
Wedhig sposobu dopuszezajgcego ujemne wartosei amplitud 4,,(f) okredla sie, zalenie
od wspéirzednychx i y, czasy #; dla ktérych zwigzek (6.5) przyjmuje warto$¢ zero. Nastepnie
tak otrzymany czas zatrzymania si¢ poszczegélnych punktéw plyty podstawia sie do
(6.6) i ustala koficowe ugigcia wo(x, y, frnn). Druga mozliwoé¢ znalezienia poszukiwanych
wielkoci polega na obliczeniu #7,q, dla ktorych kolejne amplitudy A,n,(1) bgda miaty war-
to$€ réwna zeru i na tej podstawie okreslenie koncowych ugigé punktéw plyty. Przyréwnu-
jac (6.4) do zera otrzymujemy czas

1 P*4IC,
(67) ffnm = C -In _‘1_)}, _7"_’

az (6.6) po uwzglednieniu (6.7) pole trwalych ugie¢

[o=]

o0
Y G (I—— P P*+IC,,,,,)Sill nmx L My

\
(6.8) we(x, y) = Z:H c. - In P b

Dla n = m =1, przy uwzglednieniu ozpaczefi podanych w poprzednich rozdziatach,
otrzymuje si¢ z (6.7) czas zakoficzenia ruchu calej pyty tzn.

b*\?
— 4 —_—
373 bye 4V ooh? (1+ )
(6.9) tp = — Sl 14 -
b? 31/3 P*b%y
2n*c o h? 1+—a—2

oraz z (6.8) pierwszy i zarazem decydujacy wyraz szeregu koficowych ugieé plyty

(6.10) we(x, y) =

41/3 b* P . :
24y36 y:z 5 (Vo*v- zjfil)smﬂ;—sm%y.
n8ooh? (1 + }1—2) )

Dla plastycznosci idealnej tzn. y —» 00 wzory (6.7) i (6.8) majg postac

(6.11) rpf‘= “mtfnm

y—r o0 P*,

I =uV,,



OXRESLENIE UGIEC 547

(o] o]
o \ ’Gym . nmx . mmy _
(6.12) wpf—llrnn 2, TapE-sin—sin—= =

'—nlml

7. Wynikl numeryczne i ich analiza

Ze wzglgdu na symetri¢ szukane wielkosci ugieé i predkoéei ugieé liczone sg w weztach
ortogonalnej siatki jednej czwartej powierzchni plyty, rys. 1. Do obliczet numerycznych
przyjeto stale mechaniczne i geometryczne, tabl. 1, takie jak w [18,21].

Tablica 1. Stale materialowe | geometryczne plyty

o9 0 2h ‘ a b Y
kGs?
[kG fcm?) - [cm] [cm] fcm] [s7!]
cm
50
2376,38 8,37 10~ 0,2489 7,62 12,859 200
10000

Wpiyw sposobu spelnienia kryterium odciazenia. Rozwigzanie problemu poczatkowo-brze-
gowego przy statych granicach procesu deformacji wedtug pierwszego sposobu spelnienia
warunku odcigzenia prowadzi w koncowej fazie ruchu do wyznaczania pewnej powierz-
chni rozdzielajacej obszary o dodatnich i ujemnych predkosciach ugigcia. Z uwagi na przy-
jety model materiatu ujemne predkoéci sa fizycznie niemozliwe. Zatem ten sposéb moze by¢
stosowany w przypadkach, jezeli wszystkie punkty plyty zatrzymuja si¢ w waskim prze-
_ dziale czasu. Na rysunkach 5-8, 18 przedstawmno wykresy ugieé, predkoéci ugigé srodka
plyty i czasy zatrzymania sie poszczegolnych punktéw plyty obliczone wediug pierwszego
i drugiego sposobu spemienia kryterium odcigzenia. W tablicy 2 podano koificowe ugigcia
i czas deformacji §rodka plyty prostokatnej i ptyty kwadratowej (9,898 x 9,898 cm) o réw-
nym jej polu. Widaé, e ugiecia predkoéci i czasy zatrzymania si¢ poszczegdlnych punktdw
plyty réznia si¢ o kilka procent. Powierzchnia koricowych ugieé wyznaczona stosownie do
drugiego sposobu speinia kryterium ma bardziej wyréwnany ksztatt. Zastosowane szeregi
sa szybkobiezne. Pierwszy wyraz jest decydujacy w okreSleniu predkosci ugigé i ugigé
trwatych. Powoduje to mata réznice w wynikach uzyskanych przy zastosowaniu obu spo-
sobéw spelnienia kryterium.

Wplyw ksztaltu impulsu. Jak wynika z wykresdw zmiennoéci amplitud predko$ci ugigcia
w czasie, rys. (9—11) poczatkowy ksztatt funkcp zalezny jest od rodzaju obciaZenia, na-
. tomiast w fazie ruchu plyty po zdjeciu obciaZenia i przy obciaZeniu idealnym impulsem
krzywe maja ten sam charakter. Przy obciaZeniu prostokgtnym impulsem ciénienia wykres
amplitud predkosci ugigcia, (rys. 9) i samych predkoéci ugigé w czasie (rys. 6) punktow
plyty jest rosnacy do czasu zdjecia obcigzenia. Punkt ¢ = 7 jest ostrzem na wykresie, _
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pierwsza pochodna i krzywizna zmieniaja znak. Dla obcigZenia trdjkatnym impulsem ci$-
nienia funkcje amplitudy predkosci ugigeia rosng w czasie od zera osiggajac maksimum
przed konicem dzialania obciaZenia, a nastepnie maleja do momentu osiggnigcia okreslonej
warto$ci ujemnej, (rys. 10). Moment zdjecia obciazenia, r = 7 jest punktem przegiecia

femlfw ! ! a r | T b] ] ({'J}Jsek]
0,3

0,2

0,1

400

[em] i[}Jsek]

0.3
_
o2k 40
L // -
L 7 Z
0,1 360 sek
/At . r// 253usek ~400
ylem]
1 l \ 1 1 1 l l 1 I
Q 1,285 3858 6629 0 1,285 3,858 6,429°
ylem)

Rys. 5. Koncowe ugiecia i czas zatrzymania punktow plyty polozonych na przekroju x = a/2 Linia prze-

rywana oznacza wartofci obliczone wg pierwszego sposobu spelnienia kryterium odciazenia a linia ciagla
wg drugiego sposobu

a) Obciazenie prostokatnym impulsem P = 21,002 kGjem?, 7 = 200 ps., y = 200 st

b) Obcigzenie prostokatnym impulsem P = 21,092 kG/cm?, T = 200 us., y = 50 s.*
c) Obciazone tréjkatnym impulsem P = 42,184 kGjcm* v = 200 ps., ¥ = 50 5.7}
d) Obciazenic idealnym impulsem ¥, = 15,24 m/s., y = 50 5,7t

Im/sekl| ws ‘ r T r

12l faza dziatania
obcigzenia

faza ruchu po zdje-|
ciu obcigzenia

ol |

5 _

5 _
\

\ ! | L AL

0 100 200 300 [}Jsek]

Rys. 6. Zmiana predko$ci ugiecia $rodka plyty w czasig. Obcigzenie prostokatnym impulsem P=
= 21,092 kG/cm?, 7 =200 us, » =50 s~'. Linia przerywana oznacza wartoéci obliczone wg pierwszego
sposobu spelnienia kryterium odciazenia, a linia ciagla wg drugiego sposobu
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Rys. 7. Zmiana predkosci ugigcia §rodka plyty w czasie. Obcigzenie tréjkatnymi impulsami P == 42,184;
19,854; 14,061 kG/cm? 7 = 200 ps, p = 200 s~*. Znaczenie linii jak na rys. 6
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\\ |
3 \ \ o Rys. 8. Zmiana predkosci ugigcia $rodka plyty w czasie.
\\ \\ Obciazenie idealnym impulsem ¥V, = 15,24 m/s. War-
' ! ! CNLN toici obliczono WE Dierwszego sposobu spehienia
0 100 200 {psek

kryterium odciazenia

Tablica 2. Koricowe ugiecia i czas deformacjl §rodka plyty prostokatnej i kwadratowej
o réwnych polach

P

Obcigzenie prostokatnym

Obcigzenie trojkatnym

Obcigzenie idealnym

impulsem | N impulsem impulsem
P = 21,092 kG/cm? P = 14,061 kG/cm? Vo = 9,525 m/s
Plyta Plyta Plyta Piyta Piyta Plyta
prostokatna | kwadratowa | prostokatna | kwadratowa | prostokatna | kwadratowa
*
Czas deformadji 443 506 122 151 217 257
Srodka plyty -
[us] 405 448 117 142 191 212
*
Koficowe ugiecia| 02814 0,3604 0,60503 0,00876 0,1143 0,1311
§rodka plyty
[em] 0,2642 0,3221 0,00496 0,00878 0,10795 0,1191

* Wielkoéci nad linig przerywana podane sq wg. pierwszego sposobu spelnienia kryterium odciaZenia,
a wielko$ci pod linia przerywana wg. drugiego sposobu.

[549]
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Rys. 9. Zmiana amplitud 4. w czasie. Obcigzenie prostokatnym impulsem ci$nienia P= 21,092 kGfem?,

7 = 200 ps
Im/sek)[ Anm ! T T T T T tm/sekl A ] ror T
fczq' &‘:Izicﬂ’qnic (qu fu'chu po zdjgciu 24 ]
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Rys. 10. Zmiana amplitud Am W czasie. Ob-
cigzenie trojkatnym impulsem ci$nienia P =
= 42,184 kG/em?, v = 200 pus

Rys. 11. Zmiana amplitud A,, w czasie. Ob-
cigzenie idealnym impulsem cifnienia Vo =
= 15,24 m/s

wykresu, nastgpuje tu zmiana krzywizny. Charakter wykresu predkosci ugigcia (rys. 7)
jest podobny do wykresu amplitud, przy czym maksimum predkoéci ugiecia wystepuje
w chwili zréwnania si¢ biezacej wartosci obcigZenia z obciazeniem granicznym P¥, (przy
brzegu plyty moga pojawié si¢ niewielkie odchylenia od tej zasady).

Przy obciaZeniu idealnym impulsem wykres amplitud, (rys. 11) i samych predkosci ugigé,
(rys. 8) jest w catym przedziale czasu malejacy. Dla réznych funkcji obcigzenia otrzymuje
sie podobne wykresy koficowych ugieé punktéw lepkoplastycznej plyty. Przy tej samej
wartoéci impulsu wigksza warto§é korcowych ugie¢ uzyskuje si¢ dla impulséw, ktore
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maja wiekszg poczatkowa warto$¢ obcigZenia (wigksze ugigcia przy obcigZaniu idealnym
impulsem, mniejsze dla obcigZenia tréjkatnego w czasie, a najmniejsze dla obciazenia
prostokatnym impulsem ciénienia), (rys. 12). W przypadku kotowych plyt z materiatu
sztywnoplastycznego wplyw ksztaltu impulsu na ugigcie koncowe byl analizowany przez
PERZYNE [24]. Stwierdzono niewielki wplyw, malejacy ze wzrostem stosunku Pax/ P*.

[em]| wg T l !
0,00 — : 1
idealny :
A tréjkatny
0,075~ impuls impuls _
—_—
.
7
/ -
0050~ P PR
4y
// K prostokgtny
Y\ impuls
0025 / /" .
/-
wd
N/ 7
Z/ | T - {
0 . 50 100 150 [JJSEk]

Rys. 12. Ugi¢cie §rodka plyty w czasie przy tej samej wielkos$ci impulsow (wg drugiego sposobu spetlnie-
nia kryterium odciazenia) y = 50 s.7. ObciazZenie idealnym impulsem ¥ = 9,525 m/s; trojkatnym im-
“pulsem P = 39,686 kG/cm?, = = 100 us i prostokatnym impulsem P = 19,843 kG/cm?, 7 = 100 ps.

Wplyw wielko$cel impulsu. Zmiana wartoSci przylozonego obciaZenia lub czasu dziatania
ma decydujacy wplyw na wielko§¢ i ksztalt powierzchni koficowych ugigé oraz czas za-
konczenia ruchu plyty. Niewielkie zwickszenie wartosci obcigzenia lub przediuzenie czasu
dzialania powoduje duzy wzrost ugieé i jedhoczeénje wydluzenie czasu ruchu plyty (rys.
13, 14). Przy wigkszych wartosciach impulsu ksztatt powierzchni koficowych ugigé jest mmniej

T T T T T T
[eml| wg faza ruchu po zdjec]lu

obcigzenia

;0,300 foza dziatania
obcigZenia

P=42,184 kG/cm?

0,225
04501~ -
-
0azsk ey i 2 -
g 2P"= 19,854 kG/cm
P = 14,061 kG/cm? | ¢
0 - 100 200 300 [psekl

Rys. 13. Ugicgcie $rodka _plyty w czasie (wg drugiego sposobu spelienia kryterium odcigZenia). ObcigZenie
trojkatnymi impulsami P ='42,184; 19,854; 14,061 kG/cm?, 7 = 200 ws. y = 200 s.”'.
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lem]| we T [ f
250 -~
20 |- -
Vo= 65,368m/sek
1,5 —
W0 .
15 Vo=15,24 m/sek .
. Vg =9,525 m/seic
I L | | Lt

0 100 300 400 500 BLO |psek]

Rys. 14. Ugiecie §rodka plyty w czasie (wg drugiego sposobu spelnienia kryterium odcigzenia). Obciazenie
idealnymi impulsami ci$nienia ¥, = 65,368; 15,24; 9,525 m/s. y = 50 s.”L.

T I I T I
" ;
£/ Yq=9,525m,/sek ﬂ‘
1,0 L N
081 T
Yo =15,24m/sek ' J
0.6
.O,Z. ’— 1
=65,368m /sek
0,2[— I
| 1 Y
0 1,285 3,858 6429 [cm]

Rys. 15. Ksztalt powierzchni koficowych ugigé plyty (wg pierwszego sposobu spelienia kryterium od-
ciazenia). Przekrsj §rodkowy x = 3,81 cm. Obciazenie idealnymi impulsami ciénienia Vo = 65,368;
15,243 9,525 m/s. y = 200 s.”%.

tagodny, a w punkcie srodkowym krzywizna ma wigksza wartos¢, (rys. 15). Wystgpujace,
przy matych wielkodciach impulsu, lokalne maksima powierzchni koficowych ugigé w oko-
licach brzegu plyty przy wiekszych jego warto$ciach znikaja wraz z powigkszeniem ugie¢
punktu $rodkowego. Specjalne znaczenie ma wielko$¢ impulsu w przypadku pyty obcigzo-
nej tréjkatnym impulsem cisnienia. Dla plyty sztywnoplastycznej przy przylozeniu w chwili
¢t = 0 poczatkowego obciazenia 2P*, czas zatrzymania plyty bedzie réwny okresowi dzia-
tania obciazenia. Przy mniejszych wspétezynnikach lepkosci dla zréwnania tych czasow
potrzebna jest nieco wigksza warto$¢ poczatkowego obciazenia (stosujac drugi sposéb
spetnienia kryterium odcigzenia). Stwierdzono, ze zwiekszenie warto$ci impulsu nieznacznie
pogarsza zbiezno§¢ szeregdéw ugigé i predkosci ugiec.
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Whplyw lepkosei materialu. Zmniejszenie wspodlczynnika lepkosci materialu p zmniejsza
ugiecia plyty i skraca czas jej ruchu. Zilustrowano to na rys. 16 w ogdélnym przypadku dla
obcigzenia idealnym impulsem ci§nienia, a w przypadkach szczegdlnych na (rys. 5, 17, 18)
Dla wiekszych wspéiczynnikéw Jepkosci, a szczegélnie dia plyty sztywnoplastycznej po-
wierzchnia odksztalcona moze mied nieco inny ksztatt (zamiast jednego maksimum w $rod-
ku plyty pojawiaja si¢ dwa lub cztery maksima lokalne w poblizu jej brzegéw), rys. 18.
Wplyw lepkosci na wielko$¢ amplitud i predkos¢ ugiecia punktu $rodkowego pokazano
na (rys. 8, 9, 11). Szeregi ugigé staja si¢ wolniej zbiezne dla wigkszych wspdlczynnikdw
lepkosci.

ST 1 T T T T 1 T

1.0 rozwigzanie dlag = co
¥

0,8 A= p*/Icnm -

06~ -
o /= BN 1)

02F ~
ngley) S,y 220- 20 tntes /) S o
T 1 11 1
0 1 2 3 i E3) 6 7 8 9 10

Rys. 16. Wplyw lepkosci materialu na zmniejszenie czasu deformacji i koficowych ugig¢ plyty (wg. dru-
giego sposobu spehienia kryterium odcigzenia), Obciazenie idealnym impulsem ci$nienia.

fcml[ wg T I L T T
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0,20~ / / —
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| | | \ |t
0 100 200 300 {pusekl

Rys. 17. Ugiecie $rodka plyty w czasie (wg drugiego sposobu spelnienia kryterium odciazenia) dla y = 50
i 200 s~
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Wyniki zamieszczone w tabl. 2 dla plyt o jednakowym polu prostokatnej i kwadratowe;j
wskazuja na duzy wplyw wzajemnych proporcji wymiaréw liniowych plyty na wielkos¢
koficowych ugieé. Réwniez poréwnanie z plyta utwierdzona [21], chociaz wykraczajace
poza male ugiecia, wskazuje na duzy wplyw warunkow brzegowych na wielko$¢ prze-
mieszczen.

'
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x =3,81cm %z1,27cm
T T T | [ T T 1 i T T .
lem]| w; & =100005ek” te|[psei]
- 7=10000s50k™ 800
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= i 400
i e e |
50sek’! 200
N | | | L0
0 1285 3,858 6,429 D 1,265 3,858 629
ylem]
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T f T T T | I I I
lemli we ig ilpsek]
0,3 4 —1800
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02 — '
L —400
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Rys. 18. Koncowe ugiccia i czas zatrzymania punktow plyty (wg pierwszego sposobu spetnienia kryterium
odcigzenia dla y = 50, 200 i 10000 s~ Obciazenie idealnym impulsem cisnienia Vo = 15,24 m/s. Linia
ciagla oznacza ugiecia a przerywana czas zatrzymania
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Pesome

ONIPENEJIEHME IPOIMBOR BASKOIJIACTHUUYECKOM IPIMOYIOJIBHOV
TUTACTUHKW HATPY)KEHHOW OEMCTBUEM VIMIIYIILCA JABJIEHKSI

B cratee NpUBONMICA pelleHHe YPABHEHWS ABMKCHUA BAZKONIACTHYECKOH IPAMOYTOIBHOR nna-

CTHHKM C IHAPHUPHO ONEPTHIMKM KPasMH W HArPYXKEHHOII PaBHOMEPHO paclpe/eIEHHLIM IOIEPeUHbIM
HMIOYNECOM HaBnexus. PaccMoTpero o0mMi CiTyuail HArPY)KEHHsT HABJIEHHEM B3pBIBHOTO THIIA, & TAKKE
ocofeHHbIE CIyYay KaK HarpyyKeHue IPSIMOYTONBHBIM, TPEXYTONBbHELIM M UAEaJILHBIM HMIIYJIBCOM HaBne-
. OcraTounble Dporufel OnpeNeNieHo NPHMeHsss ABa CrocoObl MCIONHEHMS YCHOBUMM Ppasrpy3xu.
VlcerenoBaso BIMAHKE BA3KOCTH MATePUANIa, BINIMHe (POPMBI i BEJHUHMHLI HMIYIECA JABJIEHIT HA pas-
BHTHE nporecca NedopMEDOBarMsI K BENHYHHY 0CTATOUHBIX npormtos. IMomyweHo Taxske peLUCHIe AL
YKECTHO-ILJIACTHIECKOU IITACTHHKM, SBIIAIOLICECS Pe3YJIBTATOM IIPENENLHOIO IEPEXOXA B PelICHMIX
BA3KOIUIACTHUCCKON I11aCTHHKH.
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Summary

DETERMINATION OF DEFLECTIONS OF A VISCOPLASTIC RECTANGULAR PLATE UNDER
PRESSURE IMPULSE

The solution of the motion equation for a viscoplastic plate is presented. The plate is hinge-supported
on all edges and subjected to a uniformly distributed transverse impulse. The genera! case of the blast type
pressure is considered together with such particular cases as the rectangular, triangular and perfect impulse.
The final deflections are determined by using two ways of satisfying the unloading criterion. The influence
‘of viscosity of the material as well as of the shape and the magnitude of the applied impulse on the process
of deformation and on the permanent deflections is investigated. The solution for a perfectly plastic plate
is also obtained as a limiting case of the viscoplastic solution.
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