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1. Wstep

Dwa stykajace si¢ ciala maja zbiory punktéw lezace jednocze$nie na obu powierz-
chniach ograniczajacych te ciala, Cze$¢ wspdlng powierzchni cial tworzaca skonczony
obszar zastgpuje si¢ zazwyczaj wycinkiem plaszczyzny stycznej do cial. W takim styku
mozliwy jest wzgledny ruch translacyjny (poélizg) i obrotowy (wirowy) wokdl normalnej
do powierzchni styku. Wzglednemu ruchowi cial przy zaloZeniu wzajemnego docisku
sitami skierowanymi wzdhiz normalnej do powierzchni styku towarzysza .opory tarcia
suchego. Uwzgigdnia sie je przez wprowadzenie do opisu ruchu, sit tarcia oraz momentu
sit tarcia. _

Struktura geometryczna powierzchni ciat (t.zw. chropowato$c) jest ukiadem elementéw
geometrycznych powierzchni o okre§lonym ksztalcie, rozmiarach oraz rozmieszczeniu
wzniesien i wglebieri. Najczesciej chropowatoéé powierzchni jest $ladem obrébki mechanicz-
nej lub zuzycia i zalezy od rodzaju obrébki (struganie, toczenie, szlifowanie itd.), wlasnoéci
narzgdzia i obrobionego materialu, jak réwniez od warunkéw i parametréw obrébki.
Chaotycznie roztozone nieréwnoéci majg. pewna ogdélng kierunkowo$é, ktéra na ogét
pokrywa sie z kierunkiem S$ladéw obrébki. Mowimy o anizotropowej strukturze geo-
metrycznej powierzchni gdy ma miejsce wyrazne ukierunkowanie usytuowania wzniesief
i welebieni. Struktura izotropowa powierzchni to ukiad nieréwnosci nie wykazujacy okres-
lonego ukierunkowania. '

Tarcie suche towarzyszace poslizgowi zalezne od kierunku §lizgania na skutek anizo-
tropowej chropowatoéci jednej ze stykajacych si¢ powierzchni, nazwano tarciem anizo-
tropowym [1, 2, 3]. Cechg charakterystyczna uktadéw z tarciem anizotropowym jest to,
iz kierunek sity tarcia nie pokrywa si¢ z kierunkiem poflizgu, z wyjatkiem kierunkéw
zwanych giéwnymi. W przypadku tarcia izotropowego kierunek sily tarcia zawsze jest
przeciwny kierunkowi $lizgania. \

Uwzglednienie kierunkowosci tarcia (zwlaszcza gdy anizotropia jest do$¢ wyrazna)
jest szczegblnie wazne w przypadku ruchu, poniewaz istotni¢ zmienia przebieg zjawiska.
Tarcie anizotropowe nalezy uwzglednié tak w ruchu translacyjnym, jak i obrotowym do-
okota osi prostopadlej do chropowatego styku.

Wplyw tarcia ortotropowego (gdy kierunki giéwne sa wzajemnie ortogonalne) na
ruch translacyjny punktu materialnego i bryly sztywnej przedstawiono migdzy innymi

* Praca wykonana w ramach planu badah MR I/26, temat 09.3
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w [1, 2, 3]. Pewne szczeg6lne przypadki ruchu wirowego dla prostych ksztaitéw obszaru
styku oraz tarcia izotropowego oméwiono w [!, 4, 3].

W niriejszej pracy rozszerzono opis tensora tarcia Coulomba [6] przez sformutowanie
reprezentacji tensora dla przypadku styku powierzchni o izotropowej i anizotropowej
chropowatoséci, jak réwniez styku dwéch powierzchni o réznych anizotropowych struk-
turach geometrycznych. Korzystajac z tak wprowadzonego opisu tarcia anizotropowego
sformutowano wektory sity i momentu tarcia podczas wirowania.

2. Sily tarcia w styku powierzchni o izotropowej i anizotropowej chropowatosci

Zalézmy, ze sity tarcia suchego podczas wzglednego poSlizgu ciata o izotropowej
chropowatoéci po powierzchni ciala o dowolnej chropowatoéci okre§lone sg przez zbiér
czterech wielko§ci w;; (i,j = 1,2) zwanych wspdlczynnikami tarcia, docisk wzajemny
cial N oraz wersor wektora predkosci po§lizgu v. Przyjmijmy model tarcia suchego wg
Amontonsa i Coulomba zakladajacy liniowa zalezno$¢ sity tarcia od wersora predkosei
wzglednej i od wielkosci docisku.

o

Rys. 1. Rozktad sil tarcia 7e = peN 1 Ty = ugN Rys. 2. Analogia sit tarcia z plaskim stanem
na kierunki pomiarowe naprezen

Podczas poslizgu w dwdch dowolnych kierunkach O& i On nalezy okre§li¢ wielko$é
i kierunki dziatania sit tarcia Ty = ueNi T, = p,N. Z rozkladu sit tarcia T} i T, na kierunki
O& i On wyznacza si¢ wielko§é wsp6lczynnikéw tarcia py (7,j = 1, 2) dla danego styku
rys. 1. Kierunki pomiarowe tarcia O i On nalezy zorientowa¢ wzgledem ortogonalnego
uktadu odniesienia Oxy, zwigzanego z powierzchnia jednego z cial, poprzez katy &x i &,
rys. 1. W szczegélnym przypadku kierunki pomiarowe mogg by¢ wzajemme ortogonalne
i pokrywac si¢ z zatozonym ukladem odniesienia Oxy.

Zatézmy, ze silg tarcia podczas przesuwi odcinka ds w kierunku nachylonym do osi
x-6w ukfadu odniesienia pod katem o, mozna przedstawi¢ jako sume dwéch sit tarcia
powstatych przy przesuwaniu rzutéw tego odcinka na osie uktadu O&n w kierunkach réw-
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noleglych do O& i On. Wzory niezbedne do opisania stanu sit tarcia, przy powyzszych
zatozeniach, sa analogiczne jak zwiazki miedzy napreieniami na bokach tréjkatnego
elementu wydzielonego z napigtej plaszczyzny, o bokach rownoleglych do osi ukiadu
O&n (rys. 2). Naprezenia catkowite p, na boku ds réwnowaza si¢ z naprezeniami na bokach
ds ¢ 1 ds, roztozonymi na sktadowe réwnolegle do kierunkéw O& i 0. Poniewaz nie ko-
rzystamy z warunku réwnowagi momentéw, dlatego sformulowane zwiazki miedzy na-
prezeniami dotycza niesymetrycznego stanu napreZenia. NaprezZenia p, okrefla relacja

Q1) pe =V (0 + (1),
gdzie
'l 2 2
(22) o, = os(eaTey [oecos?(ox—&y) + 0,c08% (0, —&,) +
+ (T + Tg,) cOS(0 — £x) cOS (3 — )],
1 1 1
2.3) T, = m[ 0,8inQa, — 2¢,) — 5 0¢ sin(2eo, —2€,) —

+ T, 8in (o, — &y) cOS (0 — £5) — Tyesin(a . — £5)cos (e, — ey)] .

Wystepujace w (2.2) i (2.3) oznaczenia zilustrowano na rys. 2. Ponadto zachodza naste-
pujace zaleznosci

. n
(2‘4) éx = ax—é'x,. 6)! = 7 _a_\'+ 6y7
ind :
(2.5) dsy =500 g 080
siny siny

Naprezenie calkowite p, odchylone jest od kierunku normalnego do boku ds o kat f,

(2.6)

o
Korzystajac z analogii miedzy napre¢Zzeniami w plaskim stanie napigcia a sitami tarcia,
calkowita sitg tarcia podczas po$lizgu w kierunku «, okresla wspéiczynnik tarcia opisany
jak (2.1), gdzie za py, 0s, Tye, sy, 0y podstawiono odpowiednio pa, tyy, 12, H21 1 a2,

1
cos(ex+e,)

@7 Mo = {[#110032(ax—3x)+ﬂ22 cos? (a,— &)+

| .
+ (ul 2+ p2)cos(ax — ex)cos (o, — &,)]* + [ 5 M1t sin(2ot,—2¢,)+

1 %
+ py2 Sin(ae— £x)cos(u, — &,) — p21COS(0t: — £x)5in (0, — £) — 5 Haz sin(2a,, —2ey)] }
Siig tarcia zbacza z kierunku ruchu o kat f okreslony podobnie jak (2.6).
1
2.8) tgf= [~ =ty SInRoty —28,) — ty 2 sin (o, — &x)cos(or,— €,) +
. 1 , '
+ a1 cos(ot, —gx)sin(e, —&,) + 5 H22 sm(2a,—2e,)] [pe1,co82(ax—&5) +

+ (U + #21.)005(0‘::_ £,)COS(0t, — £,)+ f2 2c08% (o, —&,)] 7!
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Wielkodel ue i 8 umozliwiaja wyznaczenie skladowych sily tarcia w uktadzie Oxy podczas
poslizgu w kierunku «,. Zgodnie z opisem zaproponowanym w [6] skfadowe sily tarcia
okreslajg réwnania

(2.9) T = —NQUv;, i,j=1,2

gdzie, QY sa clementami reprezentacji tensora tarcia Coulomba Q, v; skladowymi ko-
wariantnymi wersora predkos$ci poslizgu v. Je$li polibaze tensora tarcia Q tworza bazy
vkiaddw odniesienia (Oxy) k; (i = 1,2) i ukladu pomiarowego (0517) e (j=1,2)to'
reprezentacja macmlzowq tensora tarcia

(2]0) Q = Quki®ej, I,] = 1,2
jest macierz

,uu COSE,+ 24 8iNE, y,COSE,+ 22 sing,

N cos(ex+¢€,) cos(ex+¢,)
(2.11) [0¥] = -. .
M21COSEy+ iy 1 SINEx fhs,COSE,+ 1) SINE,
cos(ex+&y) cos(ex+¢y)

gdzie, cos (&x+¢,) # 0. Wektor sity tarcia przy docisku N zgodnie z [6] zdefiniowany jest
réwnaniem

(2.12) T=—-NQv="Tk; i=1,2.
Sktadowe kowariantne v;, wersora predkosci poslizgu.w bazie ¢;(j = 1, 2) sa postaci
(2.13) [vfl = [cos(ax—&x),cos(a,—e )", j=1,2.

Wiasnoéci tensora tarcia anizotropowego o reprezentacji (2.11).

1. Tensor tarcia anizotropowego moze mie¢ dwie, jedng lub zero rzeczywistych wartosci
wlasnych i tyle samo wektordw wilasnych.
Dowdd: Korzystajac z transformacji bazy e; (j = 1,2) do ukladu odniesienia Oxy
otrzymujemy reprezentacje tensora tarcia w postaci macierzy [Q™*] (i, k = 1 , 2) 0 naste-
pujacych elementach :

o = cos(el+sy) [,u“coszex+(,ulz+u21)sineycosex+y22sinzsy],
_ 0'? = CF(:——FE_;)—[ ! (ﬂl1Sln2€x+/£2281n28},)+/A120088xCOS£y+/A2151n8x81n8y], '
g
0% = mi—_'_—g;) [ ! 4y 5in2e, + 1y ,8in26,) + 112 Sine,sine, +,u2100saxcosey],
02 = m [161,sin?eg+ (pey 2 + o 1)5iNE, COSE L+ 15 COS%E, ).

Wartosci wlasne tensora tarcia okresla réwnanie
(2.15) det(Q—A) =0,
Po rozpisaniu (2.15) otrzymujemy réwnanie kwadratowe

(2.16) A= A(QM +022) 401 Q2020 = 0.
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O liczbie rzeczywistych wartosci wlasnych tensora tarcia decyduje wyrdznik réwnania
(2.16). Tensor tarcia anizotropowego posiada dwie rzeczywiste wartosci wlasne i dwa wek-
tory wiasne gdy

2.17) 4 = (0" ~0*)?+4020* >0,

jedna rzeczywista warto§é wlasna i jeden wektor wiasny gdy 4 = O oraz nie ma wartosci
wiasnej ani wektora wiasnego gdy 4 < 0.

Jesli ponadto elementy Q™*(i, k = 1, 2) reprezentacji tensora tarcia speliaja warunki:

(2.18) ' ol = Qéz i Q2 =02 =0,
to zgodnie z réwnaniem .
2.19) (A=Q')2 =0,

tensor ten ma warto$¢ wiasng podwdjng réwna Q'* a jego wektorem wlasnym jest dowolny

“wektor. Taki tensor kulisty opisuje tarcie izotropowe w styku ciat.

2. Tensor tarcia o reprezentacji (2.11) gdy #12 = pay oplsuje 0gdlny przypadek tarcia
ortotropowego.

Dowdd: Reprezentacja macierzowa tengora tarcia typu (2.14) jest w tym przypadku

macierz symetryczna. Istniejg dla tego tensora dwie rzeczywiste warto$ci wiasne a od-

powiadajace im wektory wlasne sa wzajemnie ortogonalne.

Na prostych przykladach ruchu punktu materialnego po chropowatej plaszczyzinie
zbadano miedzy innymi wplyw na ruch sily odpowiadajacej czgéci antysymetrycznej
tensora tarcia. Rozpatrzono trzy rézne przypadki struktury geometrycznej powierzchni
ruchu. Przypadek gdy chropowato§¢ ma charakter izotropit g,y = p22 = 0,05, py, =
= u,, = 0. Gdy struktura geometryczna powierzchni jest anizotropia bez kierunku gtéw-
nego i, = 0,04, uy, = —0,09, p,, = 0,05, u,, =0,10. Badano réwniez przypadek
ortotropii odpowiadajacej czesci symetrycznej tensora tarcia anizotropowego jak w przy-
kiadzie poprzednim. Wspdélczynnikami tarcia dla cze$ci symetrycznej tensora tarcia sa
p1 = 0,04, p, = py = ~0,02, p,, =0,10. Przyjeto, Ze pomiaru wspdiczynnikdw
uy (1,7 =1, 2) dokonano w kierunkach osi uktadu odniesienia Oxy zalozonego na po-
wierzchni ruchu (e, ¢, = 0). Ukfad nieliniowych rézniczkowych réwnan ruchu rozwia-
zano metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Zbadano tor punktu poruszajacego si¢ po ptaszczyZnie zgodnie z réwnaniem

(2.20) mj =T,

gdzie, m jest masa punktu, q = [¢', 4%]7 wektorem polozenia, T wektorem sity tarcia.
Roéwnanie (2.20) po rozpisaniu jest postaci

vy I S

) o q oy P11 M2 1/(41)2._'_('42)2
' | s

2 A

R N sl | N Co ol

ijgto mas¢ punktu 1 [kg] a docisk réwny ci¢zarowi punktu materlalnego Ruch wywo-
tany zostal warunkami poczatkowymi q, = 0, 4, =2 (k;+kz) [m/s]. Na rys. 3 przedsta~
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wiono tory punktu w przypadku izotropii, ortotropii i anizotropii. Odlegtosci miedzy
punktami odpowiadaja jednakowym przedziatom czasu At = 0,2 [s]. Tréjkatami oznaczo-
no miejsca zatrzymania si¢ punktu. W przypadku izotropii punkt porusza sig¢ w kierunku
zgodnym z kierunkiem predkoSci poczatkowej qo. W przypadku ortotropii tor punktu

[
[]Ty
B
4 —
anizotropow,
2 —
J ! L ! | Lt
0 2 4 6 g [m]

Rys. 3. Tor punktu o danej predkosci poczatkowej poruszajacegd si¢ po chropowatej plaszczyznie

I)]

1 ] \ ] g X
2

0 4 6 8 [m]

Rys. 4. Tor punktu poruszajacego si¢ po chropowatej plaszczyZnie pod dziataniem statej sity

zakrzywia si¢. Sifa tarcia odpowiadajaca czeci antysymetrycznej tensora tarcia anizo-
tropowego powoduje jeszcze wigksze zakrzywienie toru punktu niz ma to miejsce w przy-
padku sily tarcia odpowiadajacej tylko czesci symetrycznej tego tensora (czyli w przypadk
ortotropii). ’
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Analizowano réwniez tor punktu podczas ruchu opisanego réwnaniem
(2.22) mij =F4+T,

edzie, F = (k;+k;) [N] jest stala w czasie sifa czynna, rys. 4. Przyjeto zerowe warunki
poczatkowe oraz mas¢ punktu 0,5 [kgl. W przypadku izotropii tor punktu pokrywa sie
z kierunkiem dziatania sily czynnej. Dla ortotropii tor punktu odchyla sie od kierunku
dziatania sily F. Sila tarcia odpowiadajgca czeéci antysymeirycznej tensora tarcia anizo-
tropowego powoduje wigksze odchylenie prostoliniowego toru od kierunku dzialania
sily ¥, w poréwnaniu z przypadkiem sily tarcia odpowiadajacej czeéci symetrycznej tego
tensora.

3. Sily tarcia w styku powierzehni o roznych anizotropoewych chropowatosciach
Na obu stykajacych si¢ powierzchniach wyznacza sie ortogonalne uklady odniesienia.
Przesuwajac to samo ciato o izotropowej chropowatoéci po powierzchni kazdego z cial
okresla sie wspdtczynniki tarcia w;j (7,7 = 1,2). Ponadto nalezy zorientowaé kierunki

()

A (2)
s Y
(P} (P
Y T 7
mn (2)
k, ¢/ k,
[¢)]
. ) o <
2! e, &
(p * 0
& (p) (eP) _[K I<| X
- J' 1 ; =< A LF
.. J— {2)
0 (p) (p) K
Ex k, X 1
R T (2)
N \\ X
~a.
Rys. 5. Wersory baz ukiadéw odniesienia i po- Rys. 6. Wzajemne usytuowanie ukiadow odnie-
miarowego p-tej powierzchni sienia po zetknieciu ze soba powierzchmi (1) i (2)

pomiarowe wzgledem ukiadéw odniesienia. Z wyznaczonych wielkodci u;;, &y i &, W oparciu

m @ o
o (2.11) tworzy si¢ reprezentacje macierzowe tensoréw tarcia Q, Q odpowiednio dla po-

wierzchni (1) i (2).
Wprowadzimy nastepujace oznaczenia wersoréw baz uktadéw odniesienia Oxy i ukfa-
déw pomiarowych O&n stykajacych sie powierzchni (1) i (2), rys. 5.
A M W .
(k_[)‘kZ)E(‘kl)9 (e1’e2)E(ej), J’l=l92

@) @

G0 @ @
(klﬂkZ)E(kL):'- (els e2)E(eJ)9 J,L"_—l,z

12 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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Zachodza nastgpujace zwiazki transformacyjne miedzy wersorami baz ukladéw Oxy
i O&n,

(3.2) ej=CJl'k17 j71=—l>2

(3.3) e, =Crtk,, J,L=1,2
gdzie wspéiczynniki transformacji tworza macierze
M (]

. COSE, SINEy. ((l:)

(3.4) Cl=1 o ol=%
| sing, cosg, |
@ . @]

. COS&y SIEx (é)

5 Crl = =

(3.5) [CF] o o
Lsmsy cose, |

Kat wzajemnego usytuowania uktaddéw odniesienia po zetknigciu ze soba obu powierzchni
oznaczamy przez ¢, rys. 6. Ma miejsce nastepujacy zwigzek transformacyjny miedzy
wersorami baz ukladdw odniesienia

(3.6) k, = Bik;, i,1=.1,2

gdzie macierzg wspdtezynnikdw transformacii jest

. i ‘cosp —sing
» 3.7 [B1] = [sincp cos g

Zwigzek transformacyjny miedzy skiadowymi kowariantnymi wersora predkosci poslizgu
zapisanymi w ukladach odniesienia powierzchni (1) i (2) ma postaé

(3.8) vg = Bkv,, K,n=1,2.

Zatézmy, Ze sita tarcia w styku zetknligtych ze soba powierzchni podczas ich wzglgdnego
poélizgu, przy danym docisku réwna jest iloczynowi ,,wspdlczynnika zlozenia™ 1 sumy
sit tarcia wzigtych dla kazdej powierzchni z osobna,

D (2
(3.9) T = 2(T+T).

2

Sity S_Il‘)i SI‘) odpowiadaja tarciu podczas przesuwania w danym kierunku poslizgu, przy
ustalonym docisku, po kazdej z powierzchni tej samej prébnej powierzchni o izotropowej
chropowato$ci. Wspéiczynnik » nazwano wspdlczynnikiem zlozenia, zapewnia on zgodno$é
z obserwacja wielkoéci sity tarcia opisanej wzorem (3.9). Warto§¢ wspdiczynnika x» nie
ma wplywu na opis, powstalej w wyniku zloZenia powierzchni, kierunkowodci tarcia.
Dla styku dwéch jednakowych izotropowych powierzehni % = 0,5.

Reguia (3.9) jest hipoteza rozktadu sit tarcia w styku cial i wymaga weryfikacji ekspe-
rymentalnej. : ’

Tensory tarcia zwigzane z powierzchniami (1) i (2) przedstawimy w postaci

) iy .
(3.10) Q = 0Yk;®e; = QCIk®@ky, i,j,k=1,2

2) :
(3.11) Q = 0Vk,®e; = QVC¥,Qky, I, J,K=1,2.
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Uzyskany w wyniku ztoZeniz powierzchni tensor tarcia niech bedzie zwiazany np. z po-
wierzchnia (1),
(3.12) Q =0"k,®k,, r,s=1,2.
Zgodnie z definicjq sif tarcia (2.12) réwnanie (3.9) moZna zapisaé nastepujaco
(1) (2)(2)
(3.13) —NQv = —=(NQv+NQv),
. . @ i . - - .
gdzie, v = Y1 v okreslaja ten sam wersor wektora predkosci poslizgu zapisany w bazach
powierzehni (1) i (2). W dalszej czeécei korzystamy z opisu tensordw tarcia w polibazach

utworzonych z baz ukladéw odniesienia Oxy. Wobec tego réwnaniez wersory predkosci
wystepujgce w (3.13) nalezy przedstawi¢ w bazach ukiadéw odniesienia.

(3.14) v=V=vk, V=vik, LL=1,2

Po podstawieniu (3.10), (3.11) i (3.14) do réwnania (3.13) otrzymujemy
(3.15) 070,V'k, = 2(QUCH 0K+ 0™ CEo e vEky),
stad

(3.16) Q*vik, = #(QUCiv ki + QY CFveky), i j Kk, Lr,s=1,2 ILJ, K,L=1,2.
przy czym by, 0y 1 Oxr sa symbolami Kroneckera.

Wykorzystujac zw1qzk1 (3.6), (3.8) oraz fakt, ze v, = v, k, = k;, réwnanie (3. 16) otrzy-
mamy Ww postaci

(3.17) Qv k; = %(Qi’icjkvkki+Q”C§B§VKBHH).a Lk, [,J,K=1,2.

Stad elementy reprezentacii tensora tarcia po ztoZeniu ze soba powierzchni (1) i (2) okres-
lone sa nastgpujgco

(3.18) ik = n(QUCH+OYCEBEBY), 1,k I,J,K=1,2.
Zgodnosé wskaznikOw z zalozonym opisem (3.12) uzyskamy podstawiajac
(3.19) ors = 8to50%, i k,r,s=1,2

Elementy reprezentacji tensora tarcia (3.12) mozna réwniez przedstawié w zapisie macie-
rzowym,

am e
(3.20) [Q] = %[QC+B"QCB]

LoWm @
gdzie, [Q] i [Q] sa macierzowymi reprezentacjami tensoréw tarcia powierzchni (1) i (2),

~ ) ® » . (® (P (p) (p) . ()T
125 1COSex + M2y Slnsy K2 COSEy + M22S810E,
(p) (P, p) (P
(p) cos(ex +&y) cos (ex + &)
(3.21) [Q] = , p=1,2
() (7 (» . (» » (@ .
M2y COSE, +/4611 SINEy H22 COSE,y +,uuSln8x

cos ex + ay) cos((ex + e,,)
oraz

(3.22) BT = cosp sing
' _ —~sing cosg|”

12*
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Rozpatrzymy dla przykiadu pewne szczegdlne przypadki tensora tarcia w styku zet-
knietych ze soba powierzchni. Jesli zostang ztoZone ze sobg dwie powierzchnie o réznych

(O ONE )

izotropowych chropowatosciach, przy zatoZeniu &, ¢,, &¢, &, =0, to reprezentacjs ma-
cierzowa otrzymanego tensora tarcia izotropowego jest

(1)

(2)

W @,
(3.23) [Q] = #[pI+ wBIB] = %(u + u)I,
gdzie X jest macierza jednostkowa. Gdy ztozy si¢ ze sobg powierzchnie o réznych ani-
zotropowych chropowatosciach to w wyniku otrzymuje si¢ tensor okreslajacy tarcie ani-
zotropowe w danym styku. Réwnania (3.18) i (3.20) umozliwiaja przedstawienie rep-

.. . . . . [t T
rezentacji takiego tensora tarcia w postaci macierzy [u;] (7,7 = 1, 2). Elementami macie-

@y (1) @ @

rzy reprezentacji dla przypadku &, ¢, &, & =0, sa

[(1)

(¥) @ @ . Lo @ .

P11 = % Lﬂn+uucosz¢+uzzsm2¢+ g(mzﬂtzl)smhpl

) [ @ Lo o .

f12 = 2|12+ 112C08% @ — Uy 8in? p — “2—(,11111—‘,11122)5”12‘?1 )
(3.24) i .

) »w oo ., o L, Lo @, . ]

fay = 7| by — Ug2SINTQ - U35 COS q)——z—(ml-yzz)st(p )

) v @ ., o ., 1o @, . |

Haz = 5| 122+ 11 SIOCQ + 1220087 ¢ — 5 (12 + p21)sin2g ).

Jak latwo zauwazy¢ w przypadku skladania powierzchni o réznych ortotropowych struk-

)] 1) 2 2)
turach geometrycznych, w (3.24) nalezy podstawié ,(uu = ‘(uu oraz ,(u)lz = ‘(uu a otrzy-

many wowczas tensor tarcia w ogdlnym przypadku okresla tarcie ortotropowe.

4. Sily tarcia w styku wirujacych wzgledem sicbie powierzehni

Zatézmy, ze styk dwdch ciat jest obszarem plaszczyzny oraz, ze ruch wzgledny ciat
jest ruchem wirowym z wersorem predkodci wirowania o, woko6l normalnej do styku.
O§ wirowania przechodzi przez punkt E styku zwany érodkiem wirowania. Niech n jest
wersorem normalnej do styku, tworzacym z baza k;(i = 1, 2) uktadu odniesienia w plasz-
czyznie styku, prawoskretny uklad wersoréw.

Na skutek ruchu wirowego czgstki cial kontaktujace sic w punkcie P styku S maja
wzgledna liniowa predko$é przemieszczenia. Wersor tej predkoséci wraz z wzajemnym do-
ciskiem i1 wspSlczynnikiem tarcia okre§la tarcie suche w punkcie P, opisane wektorami
sity tarcia Tp i momentu tarcia M, wzgledem osi wirowania., Tarcie suche towarzyszace
wirowaniu nazywa sig¢ tarciem wirowania. Uzywa sig rowniez takich nazw jak obrotowe,
kretne, wiertne, wiercenia obrotowego [1]. Polozenie punktu P styku S wzgledem $rodka
wirowania E, okre§la wektor r = [r!, r2], rys. 7. Wersor liniowej predkosci dowolnego
punktu styku na skutek wirowania z wersosrem predkodci katowej @ = wn = = In, opisuje
nastgpujace réwnanie
(@.1) @xr

v
| x £l

j=12

= ijj:
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gdzie sktadowymi v/ sa
4.2) A Y —
V) +(r?)? V(') + (r?)?
Wektorem sity tarcia Coulomba w punkcie P styku S w ktérym panuje docisk
N(r) jest

(4.3) Tp= -N(r)Qv=Tik;, i=1,2

v

)

K, -

@

( K, x  Rys. 7. Pole wersordw predkosciliniowe]j w styku podczas
E ! wirowania z wersorem prg¢dkosci katowej w.

Niech reprezentacja macierzows tensora tarcia Q o polibazie utworzonej z baz uktadu
odniesienia, jest macierz [Q*] (i, k = 1, 2) ktorej elementy okresla réwnanie (3.18). Wow-
czas skltadowymi sily tarcia Tp sa,

(4.4) TL = —N()Q™*v/ = —=N(ORw, i,j,k=1,2
gdzie

r? , rt
@3 &=~ ey Y e er

r’ rt

R o e D o T
Momentem sily tarcia Tp wzgledem $rodka wirowania jest
(4.6) M; =rxTp = M;n,
gdzie
@.7 My = —N(@)R3o,
48) Rp=gu U o OO peigny
VP + (D2 Y2+ (2 INCORENCOR

Caltkowite tarcie panujace w styku S mozna opisaé_wzorami

4.9) T= [TpdS = Tk, i=1,2
S

(4.10) - M = | MpdS = Mn,
. S
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gdzie sktadowymi wektorow sa

N.
i
(%]

(4.11) Ti= [ ThdS = —oR,
S

(4.12) M= [ MpdS = —oR>.
S
Wielkosci zdefiniowane wzorem

(4.13) R = [NmRS, =123
S

gdzie R; okreflajg réwnania (4.5) i (4.8) nazywamy charakterystykami tarciowymi styku.
Opisuja one wplyw wielko$ci niezaleznych od ruchu takich jak rozklad i wietkosé docisku,
typ tarcia oraz ksztalt obszaru styku na wielko$§¢ sily 1 momentu tarcia wirowania.

PowyzZsze ogdlne rozwazania zilustrujemy rozpatrujac przypadki szczegdlne. Zatézmy
jednakowy docisk na calej powierzchni styku N(r) = N = const. Wdwczas charakte-
rystyki tarciowe maja postac

Rl =N(_Q11A1+Q12A2),
(4.14) R* = N(—Q*4,+0*4,),
R® = N[Q"' A3 +0%2 A~ (0" +0*)4s),

gdzie
) 1
4.15 Al = —;_i:ds, A2= ——_—r_—:]S
( ) Sf v 2 + (r9)? _ s{ ]/(rl)z_l_ 22 d
232 1)2
—:—:(‘r:)*a" s, Aa = f —/——n(rz—n
V()2 +(r?) § YD+

. f R
Wspolrzedne punktéw styku (r?, r2) nalezy podaé w przyjetym ukladzie odniesienia Oxy
zwigzanym z powierzchnig jednego ze stykajacych sig cial. Przy tym mozliwy jest przy-
padek gdy (r', r?) sa wielkoéciami stalymi w czasie. Mozna wdwcezas, w celu ulatwienia
obliczen, wyznaczyé pomocnicze wielkosci A; w ukladzie osi symetrii styku S zgodnie
z (4.15) a pastepnie przetransformowaé do zaloZonego ukladu Oxy. Obowiazuje na-
stepujgce przeksztalcenie '

A, = Ajcosyp+ A;siny,
A, = —Aisiny+ A4;cosy,
4.16) Ay = Ajzcos?p~+ Agsinp+Agsiny,

Ay = Ajsin?p—+ Agcos’yp —Assiny,
As = Y(A4— A3)sin2p+ Ascos2y.

gdzie o jest katem miedzy uktadem osi symetrii a ukladem odniesienia 0xy. W tablicy 1
podano wielkoéci 4,(i =1, ..., 5) dla kilku wybranych ksztaltéw obszaru styku. MozZliwy
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Tabl. 1. Wspolczynniki charakterystyk tarciowych styku
#
. 2., ¥ .
A Asiny rsinz siny 0 0
{ cos * p2sin Y cosy 0
A, 2 0
i 2 a 3, 75 .2
4,22 4 3(17—“}}70(:052, ) v Ang a{[aby%ﬁﬂ _b%n(;ﬂ/%ﬁ1)+2a[n(a+ygf41)}5m N
g | gy grosnoenn [ ET ST E )50 A E
+[a’h —a—in-aln ! a2+4)+2b Nt G+ cos t//}
Al pa@z . 3, 12 /et 37,16 2,
A 4 oo’y L +sinvcoszy) Lre? A ROV B Binl § VT 2000 (2B s
1T < 6 3 +f'lzb}/§;’+1-11307(Tftﬂ’f;x»1+263(0‘\/%+‘}/§{+1]]5"'>C$’.}
402 4.3 < | S [apy e ot VBT - 38 (YT )+
As FUsn2Y £ rsindsin2y 0 “ S , &
+3ao£n(7+yg_zn)]5mz;//
I}
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jest przypadek w ktérym wspoirzedne punktéw styku sg funkcjami czasn r! = ri(s),
r2 = r2(¢) a jednocze$nie styk S zachowuje swoj ksztalt i wymiary w kazdej chwili czasu £
Wtedy wspéirzedne (r', r?) mozna przedstawi¢ jako funkcje kata wirowania ¢ zetknigtych
ze sobg powierzchni, #' = ri(p), r? = r?(p). W tym przypadku, wygodnie jest policzyé A}
w ukladzie osi symetrii i nastgpnie przetransformowaé do uktadu Oxp korzystajac z (4.16),
gdzie p = @. W ogoélnym przypadku wspoétrzedne punktéw styku sg funkcjami czasu a styk
zmienia podczas ruchu swdéj ksztalt | wymiary. Nalezy wdéwczas w oparciu o obserwacije
okresli¢c wspdirzedne punktdw styku jako funkcje czasu.

5. Wiasnosci sil tarcia podczas wirowania

1. Calkowita sita tarcia T w styku S jest zerem gdy ruch wzgledny jest obrotem wokot
_tzw. bieguna wirowama [7] bedacego punktem przecigcia si¢ co najmniej dwoch wza-
jemnie ortogonalnych osi symetrii danego obszaru styku S. Dowdd: W tym przypadku
Ay 1 A, sa zerami, stad réwniez R! = R?2 = 0.

2. Sila tarcia odpowiadajaca czgsci antysymetrycznej tensora tarcia nie ma wplywu na
wielko§¢ momentu tarcia wirowania. Dowdd: Czgé¢ symetryczna tensora tarcia ani-
zotropowego. Q o reprezentacji [Q*] (i, k = 1,2) ma postaé

Qll _;_(QIZ_}_QZI)
(4.17) Q1=
E (_QIZ_‘_QZI) Q22

Wektorem momentu tarcia wirowania w przypadku tarcia anizotropowego przy zalo-
zeniu N(r) = N, jest

(4.18) M = —N[Q" 43+ 04, —(Q*+0*Dds5]0

za$ w przypadku tarcia ortotropowego odpowiadajacego czegSci symetrycznej tensora
tarcia anizotropowego

(4.19) M = ~N[Q“A3+Q“A4—2-%—- (Q12+Q21)A5] o

Tdentyczno$é wektoréw momentu tarcia (4.18) i (4.19) wskazuje na brak wplywu czgsci
antysymetrycznej tensora tarcia na ruch wirowy.

Sformulujemy opisy sit tarcia w prostych przypadkach izotropii t ortotropn gdy styk S
zachowuje podczas ruchu ksztalt i wymiary a wsp6lrzedne punktéw styku sa wielkosciami
zaleznymi od kata wirowania ¢. Zatézmy, ze uklad odniesienia Oxy zwiazany jest z nieru-
chomym podlozem o izotropowej lub ortotropowej chropowatosci. Niech wirujace ciato
posiada izotropowa chropowato$é. WspStczynniki tarcia p;(i,j = 1, 2) w styku okreslono
podczas poSlizgdw w kierunkach osi ukfadu odniesienia. Wobec tego charakterystykami
tarciowymi styku sa nastepujace wielkoéci: dla styku powierzchni izotropowych

4.20) Rl = —uNA,, R>= —uNA,, R3=uN(4;+4,),
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dla styku powierzchni izotropowej z ortotropowsg

R' = (—p; A +uy5 A2)N,
(4.21) R? = (=g, A, + s A2)N,

R® = (uy Ay+par Ag—2u,2 4s).
Zgodnie z powyzszymi zatozeniami, korzystajac z wzoréw podanych w tabl. 1, okre$lono
wektory sily 1 momentu tarcia podczas wirowania. Dla wirujacego odcinka o diugos$ci /
w przypadku izotropii

T = uNlow(sin gk, —cospk,),
4.22) M= —1~,uNlla),
2

w przypadku ortotropii

T = Nlo[(p, 15 —py2cos @)Ky + (1, 5inp— 2, cos p)k,],
(4.23)

M= — %le(y“sin2<p—ylzsin2¢+y22coszq7)a).
Dla kota o promieniu p w przypadku izotropii

4.24) T=0, M= ——:;:—yNazQ3w,

(wynik ten jest zgodny z uproszczona analiza znana z literatury np. [4, 5]), natomiast
w przypadku ortotropii

4.25) T=0 M= - %nQ3N(‘LL11+‘u22)a).
Dla kwadratu o boku a w przypadku izotropii
(4.26) T=0, Mz -0,3826uNa*w,
w przypadku ortotropii i |
427y T=0, Mz —Na3[0,2938(x,,sinp+ pu,,c08%p)+
+0,0888(u,  cos?@+ p,25in’g)]o.

Wprowadzony opis tarcia wykorzystano do obliczenia ruchu sztywnego ciata stykaja-
cego sig z chropowata plaszczyzia i wirujacego wokot osi przechodzacej przez §rodek masy
podstawy ciata o ksztalcie prostokata. Przyjeto ukitad odniesienia zwigzany z podstawa
wirujacego ciala. Wobec tego wspélrzedne punktéw styku oraz wymiary styku nie zaleza
od czasu. Wielkosci wspolczynnikéw tarcia zgodnie z (3.24) zaleza od kata wzajemnego
usytuowania chropowatoéci stykajacych si¢ powierzchni, w analizowanym przypadku

od wspolrzednej wektora kata wirowania (). Zalozono anizotropowa strukturg geometrycz-

. . . 1 n (1
ng powierzchni podstawy ciala ‘(u)u = 0,12, 2),2 = 0,04, p; = 0,05, ,u)zz = 0,07 oraz

anizotropowa strukture ptaszczyzny ruchu ,(L%)u = 0,04, fli)u = —0,09, ﬁ)z . = 0,05, ﬁ)zz =
= 0,10, po zlozeniu powierzchni ze soba (¢ = 0,5) otrzymano tarcie anizotropowe.
Rozpatrzono réwniez przypadek zetknigcia powierzchni o jednakowych: izotropowych
strukturach geometrycznych p;, = pa, = 0,05 lub g,y = flas = 0,07 i pu; = pay =0.

13 Mech. Tcoret. i Stos, 4/78
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Nieliniowe rézZniczkowe réwnanie ruchu rozwigzano metoda Rungego-Kutty czwartego
rzedu.
Zbadano przebieg predkosci wirowania ciala poruszajacego sig¢ zgodnie z réwnaniem

(4.28) Fp =M,
gdzie
(4.29) M= —NR*o, o= I—:}f*'

I'jest momentem bezwladnosci ciata wzgledem osi wirowania, ¢ wektorem kata wirowania,
M wektorem momentu sit tarcia, R® = R3(p) charakterystyka tarciowa styku w funkcji
kata wirowania. Postaé¢ R® wyznaczono Korzystajac z 45, 4, 1 As podanych dla prosto-
kata w tabl. 1 (gdy v = 0) oraz wzordw (4.14) i (3.24). Rozpatrzono ruch ciata o podsta-
wie @ =2 [m], b = 0,05 [m], masie m = 5 [kg] oraz docisku réwnym cigzarowi ciala.-
.Ruch wywotany zostal warunkami poczatkowymi @, =0, ¢, = 3,5 n-[1/s]. Na rys. 8
przedstawiono wykres predkoéci wirowania dla przypadku styku idealnie gtadkiego

.
(4] ¢
41 \
ideainie gladka

0

[s]

Rys. 8. Predko$¢ wirowania bryly stykajacej sie z chropowata plaszczyzna podczas ruchu wywolanego
predkoéeia poczatkowa

(bez udziatu tarcia), styku o izotropowej chropowatosci (¢ = 0,05) 1 styku o anizotro-
powej chropowatosci. Tréjkatami oznaczono moment zatrzymania si¢ ciata. Krzywoliniowy
charakter wykresu predkosci wirowania dla styku anizotropowego wynika z réznic migdzy
sitami tarcia na kierunkach ekstremalnego tarcia.

Analizowano réwniez przebieg predkosci wirowania podczas ruchu opisanego rowna-
niem :
(4.30) Ip = M+M,,

gdzie M, = (0,725n [Nm)] jest stalym w czasie momentem sil czynnych. Ruch rozpoczgto
bez warunkdéw poczatkowych., W tym przypadku przyjeto cialo o podstawie a = 0,6 [m],
b = 0,2 [m] i masie oraz docisku jak poprzednio. Na rys. 9 przedstawiono wykres pred-
kosci wirowania dla styku idealnie gladkiego, o izotropowej chropowatosci (4 = 0,07)
i anizotropowej chropowato§ci. Wplyw sil tarcia na charakter zmienmnosci predkosei
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wirowania jest znaczny dla malych predkosci, w miare wzrostu predkosci staje sie coraz
,mniejszy. Zmienno§¢ momentu si} tarcia wirowania wynika ze zmieniajacych sie wielkosci
sif tarcia w miar¢ zmian kata wirowania.

[ @

Ny

| | \v !
¢ & 8 [s]

-

Rys. 9. Predko$é wirowania bryly stykajacej si¢ z chropowatq plaszczyzng podczas ruchu wywolanego
statym momentem wirowania
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Pesome

CUJIBI TPEHHSA KYJIOMBA TIPY BPAITEHMIH

B paBore npencrasnero o6ofienrne TeHsopa Tperasi Kynomba [6] mna ciryyas KOHTaKTA TIOBEPXHO-
CTefl O MSOTPONHON W AHM3OTPONHOW UIEPOXOBATOCTH, 4 TAKOKE IS CIyYas KOHTAKTA IOBEPXHOCTEH
O Pa3HbIX AHW3OTPONHBIX ILIEPOXOBATOCTAX.

Crenaso IpHMepHbIe pacyerb! TPAEKTODHI TOUKM ;:Bpmcymeﬁca IO IUIOCKOCTAX O PAa3HBIX LIepo-

* '

XOBaTOCTAX.

B paGore mawo ONpeieNeHHE BEKTOPOB CRIbI H MOMEHTA TPEHMA NPH BPANECHUM KAK BEII{IMHLI
3ABMCATIMX OT XAPAKTEPHCTHK TPEHMA IOBEPXHOCTH KOHTAKTA M €JMEMYHOTO BEKTOPA CKOPOCTH Bpale-

_ 13
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wun. [Ipy 9TOM NPHHESTO BO BHHUMAHHE IPOM3BONLHYIO (hOPMY [IOBEPXHOCTH KOHTAKTA M TPON3BOJBHbINA

“THI TpeHUA. A BbIGPAHHBIX CIIy4YaeB KOHTAKTAa ONpPENSNEHO BEKTOPLI CHJI TPEeHWs IpH BPAalICHUW.
CrenaHo IMpHMEPHBIC PACUEThI CKOPOCTH BPALIEHHS TBEPJOIO Teia KOHTAKTUPYIOMIETO TPAMOYIoi-

HEIM OCHOBaHHEM C IUTOCKOCTAMY O MAeabHOH, M30TPOITHOM, ¥ aNW30TPONHON LUEPOXOBATOCTH. .

Summary

COULOMB FRICTION FORCES DURING ROTATION

Tn this paper thc description of the Coulomb’s friction tensor [6] is extended to thc case of contact
between surfaces, with isotropic and anisotropic roughness and to the case of the contact between surfaccs
of various anisotropic roughness.

Numerical calculations of trajectories of a point over surfaces of various roughness have been made.

The vectors of force and moment of friction during rotation are defined as quantities depending on the
frictional characteristic of the contact surface and the rotation speed versor. The definition is valid for any
form of contact and any kind of friction. Vectors of the friction forces during rotation have been calculated
for selected cases,

Numerical calculations of the rotation speed of a solid body with a rectangular base being in contact
with an ideal surface, and with surface with isotropic and anisotropic roughness have been made.

PAN
NSTYTUT MASZYN PRZEPLYWOWYCH GDANSK

Praca zostala zioiona w Redakcii 13 marca 1978 r.



