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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETA METODA PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO
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1. Wstep

Metodg¢ programowania dynamicznego wykorzystuje si¢ w mechanice nie tylko do
rozwigzywania jedno i dwuwymiarowych elementéw konstrukcyjnych, lecz réwniez do
ich optymalnego ksztattowania.

W pracy [1] rozwiazano nieliniowe zadanie statyki preta. Wychodzac z minimum
energii potencjalnej wyznaczono lini¢ ugiecia preta sprezystego, jednostronnie sztywnie
utwierdzonego, dowolnie obcigZzonego momentem i sita skupiong oraz obciazeniem ciggltym,
przy ograniczeniach geometrycznych. Stosujac programowanie dynamiczne POCZTMAN
podat [2] optymalny ksztalt belki wspornikowej o przekroju prostokatnym, stalej szero-
kosci, ze wzglgdu na minimum objetosci, przy ograniczeniach natozonych na geometrie
belki z materialu pelzajacego.

Znane s3 rozwigzania zadan wariacyjnych o pochodnych czastkowych, ktére spro-

wadzajg si¢ do liniowych réwnaf rézniczkowych typu parabolicznego lub eliptycznego,
okre$lonych na obszarach regularnych i nieregularnych [4, 5]. Préba uzycia metody pro-
gramowania dynamicznego do optymalnego ksztaltowania elementow konstrukcji pro-
wadzi do nieliniowego réwnania Hamiltona-Jacobiego lub postugujac sie koncepcja
dyskretnej aproksymacji procesu ciaglego otrzymuje sie réwnanie funkcyjne rozwiazywane
- numerycznie w sposob odmienny od bezpo$rednich obliczed maszynowych. Pomimo
wielu trudnodci [6] metoda ta posiada duzo zalet, ktére wynikaja z procesu «poszuki-
wania» rozwiazania optymalnego, a nie otrzymywania go za pomoca rachunku. Umozliwia
to pokonanie wielu trudnoSci zwiazanych ze stosowaniem zwyklego podejécia rachunku’
w\ariacyjnego. ,
- ‘W pracy [3] przedstawiono rozwigzanie dwugranicznego zadania wariacyjnego dla
preta sprezystego, jednorodnego z uwzglednieniem ograniczen geometrycznych, jako
zadanie sterowania optymalnego. Poszukujac minimum energii potencjalnej zdeformo-
wanego preta o stalym przekroju metoda réwnania funkcyjnego Bellmana, otrzymano
linig ugiecia preta dla kilku obcigZen zewnetrznych sita skupiong.

2. Sformulowanie problemu

Celem tej pracy jest préba optymalnego ksztaltowania preta przy duzych przemieszcze-
niach, z tym, Zze przedstawione zostang gidwnie szczegdly obliczen maszynowych zasto-
sowanej metody. Rozwazaé bedziemy $ciste réwnanie linii ugiecia, a jako kryterium opty-
malno$ci przyjmiemy minimum objetosci.
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Niech bedzie dany jednorodny, sprezysty pret, jednostronnie sztywno utwierdzony,
obcigzony momentem M oraz sita skupiong P w punkcie x = x,. Rozwiazan poszukiwad
bedziemy dla M # 01 P # 0. Moment M i sifa P moga przemieszczad si¢ tylko wzdluz
prostej x = xo, za$§ pret bez tarcia moze przesuwaé si¢ przez prawe zamocowanie.

Taki charakter obciaZzenia sprawia, ze dlugo§¢ / preta jest pierwotnie nieustalona
i kazdorazowo wyznacza ja wielko§¢ obciazenia. Dodatkowo zaZzadajmy, aby w stanie
réwnowagi prawy konieg prgta pozostal poziomy (rys. 1). Przy takim sposobie obcia-

Rys. 1. Sposodb obcigzenia preta

Zenia sifa P 1 momentem M nalezy znalezé przekrdj, ktéry zapewni minimum objetosci
przy spetnieniu réwnania réownowagi i warunkéw brzegowych. Zadanie to sformutujemy
ponizej w kategoriach teorii optymalnego sterowania [8]. Za§ do jego I‘OZquzanla uzyta

zostanie wersja dyskretna programowania dynamicznego.
a) Réwnanie stanu. Réwnanie stanu bedzie rownaniem réwnowagi preta, ktére w ukta-
dzie wspdétrzednych (s, ¢) mozZna zapisaé
M(s)

N r /_d(p
6y ¢ = PR ‘P—"d?-

b) Warunki brzegowe. Na sztywno zamocowanym koncu begdzie

) O =7 |

¢) Ograniczenia. Zbior ograniczen Uy bedzie zawieral ograniczenia nalozone na:

— kat, tj. a< |p| < D, a > 0, D < w/2, przy czym w calym przedziale calkowania
0 <s < 1przyjetoa = 0, 1 oraz @ = 1,54,

— geometrie preta, tj. sita 2 oraz moment M moga przesuwaé si¢ po proste_| X = xo ;
prawy koniec prgta pozostaje poziomy

! N

N | p() = 53

— 'spos6b wykonania (pret moZe swobodnie, bez tarcia przesuwaé si¢ pod sila P).
d) Funkcja celu. Niech przekrdj poprzeczny preta bedzie prostokatny o stalej wyso-

kosci. Objetos¢ jest wtedy proporcjonalna do sztywnoSci a(s). Poszukiwaé bedziemy
! ,

takiej sztywnosci a(s), aby zapewni¢ minimum objgtosci ¢o f o(s)ds to jest
0

!
@) : V* = minco f a(s)ds.
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Sposob rozwiqzania. Z. uwagi na ksztalt réwnania stanu wygodniej jest wyeliminowaé
“als) z (1) i wstawi¢ do (4). Otrzymamy réwnowazny problem, w ktérym rol¢ zmiennej
sterowania speinia¢ bedzie kat ¢. Zbiér dopuszczalnych wartoéci sterowan U, wyznaczg
ograniczenia i warunek brzegowy, to jest ¢) oraz b). Proces poszukiwania optymalnego
sterowania prowadzi¢ bedziemy ze statym krokiem dlugosci 4. Poniewaz nie znamy
dlugosci I odksztalconego preta, a zatem nie wiemy z ilu etapéw bedzie skladat si¢ nasz
proces, konieczne jest przyjecie z gory pewnej liczby etapéw. Niech kk oznacza t¢ liczbg.
Wtedy wstawiajac (1) do (4) otrzymujemy
!

. M
5 V=cf,ds.
©) o) 2

0

Zastepujac calkowanie w (5) sumag kk skladnikéw mamy

kk

-
(6) -V C()Z ﬂ,kA
— P

Dalej podzielmy caty zbiér sterowar dopuszczalnych Uy na ii czgéci, niekoniecznie réwnych.
Roéwnanie Bellmana przyjmie w naszym przypadku postad

.| M—P[xe— (x(c)+Asing,)] - }
¢) = min yc¢ A+fi_ ,
M @ =mine e foer ()
cgdzie fo =0,k = 1,2, ..., kk, P, M — stala sila i moment przyloZzony na koncu, k — nu-
mer etapu.

Rozwazmy kilka aspektéw zwigzanych najpierw z tablicowaniem funkcji f* (¢), a potem
z okre§leniem optymalnego ksztaltu a(s) i linii ugigcia y = p(x).

X (Vr(/))'*'f

i=12 it Rys. 2. Wyznaézaniq wspolrzednych wektora sta-
nu x; na etapie pierwszym (k = I)

Etap pierwszy (k = 1) @, (i) — i-ta warto§é sterowania ze zbioru Uy, ¢, (i+1) — i+ [-sza
warto§¢ sterowania ze zbioru U, x, (@, (i) = Asin(gp, (i)) — i-ta wspdlrzedna wektora
" stanu w ukladzie wspdlrzednych (x, y) na etapie pierwszym, X, (p, (i+1)) = Asin(p, (i+
+1)) — i+pierwsza skladowa wektora stanu w ukladzie wspéirzednych (x, y) na etapie
pierwszym. .

Z réwnania (7) otrzymujemy dla k = 1 nastgpujaca postaé f, (c):

M — P[xo—Asin(gp,)]
(s —D/A

® Si(o©) = Co_ A.
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W wyniku zrealizowania pierwszego kroku otrzymujemy ii wartosci f, (p,) oraz tyle
samo warto§ci x, (p,). Wartodci x, (p,) oraz f, (p,) wpisujemy do tablicy dwuwymiaro-
wej x[1, {] oraz f[1, i], gdyz be¢da potrzebné do okre§lenia §ciezki optymalnej przy ruchu
powrotnym.

Dowolny etap k. Na etapie k tablicujemy ii warto$ci fi(c) oraz ii warto§ci wektora
stanu x,(c). Niech OA,, OA4,, ..., 0A4; beda krzywymi odpowiadajacymi optymalnym
przej§ciom z punktéw A, 4, ..., A;; do poczatku ukladu wspéirzednych O. Krzywe te

X (1)
I

X
0
#uli)
Rys. 3. Wyznaczanie wspolrzednych wektora sta- ‘
nu xx(/) na dowolnym etapie k (sterowanie 0.(i) Aj AU
(D)) \l * Ar

otrzymali$my w wyniku zrealizowania k — | krokéw do tyhu startujac z punktu O. Nadajmy
sterowaniu @, ze zbioru sterowan dopuszczalnych pierwsza warto$¢ ¢, (i). Wykorzy-
stujac (7) poréwnujemy f;(c) dla krzywej OA, A z wartoscia f,(¢) dla krzywej OA, A;.
Mniejsza z nich zapamigtuje si¢. Dalej kolejno poréwnuje sie wartodei f, dla krzywych
OA;As, ..., 04;4;. Najmniejsza warto$¢ funkeji celu wybiera odpowiednia krzywa.
Niech bedzie to np. 045 A5. Wtedy wspélrzedna wektora stanu na etapie k jest wspot-
rz¢dna punktu A3. Powiemy wtedy, Ze sterowanie ¢ (i) realizuje na krzywej OA4,;A4;
minimum funkcji celu ze wzgledu na k etapéw. W pamieci stalej lub operacyjnej maszyny
zapisujemy wartos¢ sterowania g, (/), wspotrzedna x; oraz warto§é funkcji celu.

49 X (i+1)

X
%(1+7)
@, ((+7)
Rys. 4. Wyznaczanie wspolrzednych wektora sta- ) %("*7)
nu x,(i+1) na dowolnym etapie k (sterowanie gﬂﬁ(z'+7) A
Pe(i+1)) g

Po nadaniu sterowaniu nowej wartosci f; (i+ 1) € U ustalamy, na ktérej krzywej za-
pewnia ono minimum (7). Niech bedzie to OA4,4;. Wtedy kolejne wspdlrzedne na eta-
pie k wynosza: dla wektora stanu bedzie to odcinek Ox, (i+1), dla sterowania @, (i+1),
dla f; warto§é zrealizowana dla krzywej OA44A4. Etap k koniczy sig, gdy wyczerpiemy
wszystkie wartosci dopuszczalne ¢y € Uy.

Sposdb obliczania (7) na etapie k+1 jest identyczny z tym, ze zamlast 04, mamy
teraz OA4 _A3, zamiast OA, bedzie OA4 A4} itd.
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Etap ostatni. Nie znajac liczby etapéw na poczatku nalezy sprawdzaé czy warto$é
kazdej wspotrzednej stanu etapu k nie przekracza x,. Je§li x[k, i] oznacza stan i na eta-
pie k, to proces rozwiazywania (7) koficzy si¢ z chwila, gdy
® ' Ix[k, []—=xo| < &,
gdzie ¢ jest pewng stala.

Zgodnie z nalozonym ograniczeniem koniec preta powinien by¢ poziomy.
Ograniczenie to spetnimy jesli réwnoczesnie bedzie '

(10) [x[k, i1—xo| < €A (pk(i) =7/2.

Na rys. 5 zadanie to spelnia stan odpowiadajacy OA, 4;. Z chwilg osiagnigcia pro-
stej x = xo nalezy odtworzyé §ciezke optymalng odpowiadajgca na rys. 5 krzywej OA4, 4.

Rys. 5. Zakoniczenie procesu tablicowania funkcji
v celu przy ruchu «wstecz»
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Rys. 6. Optymalny ksztalt preta: 1 =P = 0,5, M = 0,35;2—P = 1,0, M = 0,70; 3—P = 2,6, M = 1,40.
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Wykorzystujac zapisane wartosci funkeji celu, wspotrzednych wektora stanu oraz stero-
wania optymalnego na poszczegdlnych etapach, przy ruchu do «przodu» znajdujemy
postugujac sie (5) 1 (7) przekrdj preta a(s) oraz linie ugiecia OA4, A4;.

Rozwiazanie przeprowadzono dla x4 = 1 m, przy obciazeniu sita P réwng 0,5; 1,0;
2,0 kG i momentem skupionym M = 0,35; 0,70; 1,40 kGm. Otrzymany przekrdj opty-
malny przedstawiony jest na rys. 6. Caly przedzial sterowan dopuszezalnych zostat po-
dzielony na 40 czg¢éci. Stata warto§é kroku A4 = 0,1x,. Warto$é¢ ¢ w (10) przyjeto 0,01.
Obliczenia przeprowadzono na EMC Odra 1204.
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OINITHUMAIJIBHOE IIPOEKTHPOBAHME CTEPXKHA METOIOM
JMHAMHWYECKOrO NMPOFPAMMHPOBAHHNA

B pa6oTre NpEICTABIEHO DEIIEHHE 330adl O MHHMMH3AIMKM 06HEMa CTEP/KHS TMpPH GONBINMX nepe-
MmewenMax. 3anaya chopMyIMPOBAHA B TEPMUHAX TEOPHH YIIPABJIEHMA U PellieHa METOAOM JHHAMHUECKOTO
MPOrpaMMHPOBAHYS B JAMCKPETHOH IOCTaHOBKE. B lcauecTBe MIIMIOCTPALMM MPHUBEAEHBLI HEKOTODbIE [€-
TaNM YMCIEHHBLIX PacyeroB.

Summary
OPTIMUM DESIGN OF A FLEXIBLE BAR BY MEANS OF DYNAMIC PROGRAMMING

In this paper, the minimum-volume design of a flexible bar with large deflections is shown. The mini-
mum-volume problem is formulated as an example of the control theory and solved by using the ideas
of dynamic programming in its discrete version. To illustrate the method of solution, details of numerical
calculations are presented. i
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