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STALEJ TEMPERATURY NA POBOCZNICY

KrzysztoF GRYSsA, MARIA K wIEK (PoznaN)

W pracy rozpatruje si¢ dlugi walec kolowy o promieniu a, do pobocznicy ktdrego
. w pewnej chwili czasu ¢, = 0 zostaje przylozona stala temperatura T,, mierzona od
temperatury stanu naturalnego walca. Zagadnienie rozpatrywane jest w walcowym ukladzie
wspodtrzednych r, @, z, przy czym za o$ z obrano o§ walca. Rozwazania prowadzone sa
dla punktéw walca dostatecznie odleglych od jego koficéw, w zwiazku z czym mozna
zalozy¢ plaski stan odksztalcenia. Zagadnienie jest kolowo-symetryczne, tzn. u, = u,(r, t),
u, =u, =0, 04 = 0op(r, 1), gdzie u,,u,, u, — wspdlrzgdne wektora przemieszczenia;
wskaZniki «, § moga przyjmowaé wartosci r, ¢ lub z.

Naprezenia 0,3 moZna wyrazié przez przemieszczenie u, i temperature 6 zwigzkami [1]:

au, u,
M : O = (A4+2)— -+ -2 =70,
' u, u,
@ Opp = (A+2p)— +A—=—0,
T r or
. A u
(3) . azz - 2(l+‘u) (0',-,-+0',p¢)—' )"+‘u'y0’
(4) Orp = Opz = Op; = 0,

gdzie ‘ - o
A, u —state Lamégo, y = (34+2u)a,, o, — wspolczynnik rozszerzalnosci cieplnej,
6 = 0(r, t) — temperatura punktow przekroju poprzecznego walca, mierzona od tempera-
tury stanu naturalnego. w

Rozklad temperatury & wewnatrz walca opisany jest réwnaniem przewodnictwa ciepl-
nego, [1]:. ‘ _

0? 1 0 1 o >

® (75 -5 5)0-0
gdzie ‘% — wspolezynnik przewodzenia temperatury.

Stan przemieszczen w walcu okre§la réwnanie [1]:

‘ 0? 1 ¢ 1 . o

(6 (A+2p) (’a?;?'*’?a_r__ﬁ)ur'*'Fr = Qolky +¥ 7",
. : N 00

gdzie F, — sila masowa, g, — ggstos¢, () = T
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W rozpatrywanym zagadnieniu temperatura 6 i przemieszczenie u, muszg spelniaé
nastgpujgce warunki: .

t=20
0(r,0) =0,
@) . u,(r,0) = 0,
i, (r,0) = 0.
rF = a P
0((1 t) = To,
®) (A+2u ) 6u, u, )T,

Przy rozwiazywaniu tego problemu zostana uwzglednione efekty inercyjne wynikle
ze zmiany temperatury w czasie, tzn. w odréznieniu od rozwazan zawartych m.in. w [1, 2],
w réwnaniu (6) nie pomija si¢ czlonu bezwladno§ciowego.

Prezentowane w pracy podejécie do problemu nie jest nowe, gdyz stosowali je réwniez
Mura (3] i Derskr [4]. W pracy [3] ograniczono sig tylko do wyznaczenia przemieszczefi;
w pracy [4] wyznaczono ponadto naprezenia w walcu, lecz wynik zawarty w tej pracy
obarczony jest bledem, prawdopodobnie drukarskim (wskazywalby na to poprawny tok
obliczen w cytowanej pracy). Jednakze fakt przeoczenia tego bledu w korekcie $wiadczy
o tym, ze duza liczba oznaczen uzytych do skonstruowania wyniku utrudnila zweryfiko-
wanie tegoz wyniku w poréwnaniu ze znanymi przypadkami szczegdélnymi. Ponadto
uzycie do opisu zaréwno przemieszczen w pracy [3], jak i naprezen w pracy [4] funkeji
Thomsona [6] utrudnia analiz¢ otrzymanych wynikow, o czym §wiadczy brak tejze analizy
w obu cytowanych pracach.

W pracy niniejszej podaje si¢ postaci napr¢zen o,, i 0,, dane przez liczby bezwymiarowe
zawierajace stale materiatlowe. Wplyw sil masowych F, na naprezenia pomija si¢. Pomija sig
rowniez szczegotowe rachunki prowadzace do przedstawionych dalej wynikdw, gdyz
pokrywaja si¢ one z obliczeniami przedstawionymi w _pracy [4]. W ostatniej czgéci pracy
zawarta jest analiza otrzymanych wynikéw, ‘

Rozwiazanie réwnania (5) z warunkami (7), i (8), jest nastepujace [1, 2]:

«© r
i) g

k=1 (1) ©
gdzie uy sa miejscami zerowymi funkcji Jo(u); Jo (z) — funkeja Bessela pierwszego rodzaju
zerowego rzedu.

Majac na uwadze zwigzek (9) mozna rozwigza¢ réwnanie (6) z warunkami (7),, (7)s
1(8); na drodze pokazanej w pracy [4]. Wykorzystujac nastgpnie zaleznoéci (1) i (2) moZna
naprciema o, 1 0,, przedstawi¢ w postaci nast¢pujacej:

20,(D)
LIo(T)

[ 7 ED) uiJo(@uk)J exp (—Fouf)
+4L* [ - -1 £
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>

(10)  0,,(o, Fo) = cZyTo{; - —~25,(0)+
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k=1 1k

[e0]
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gdzie
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o ) okl e/tk _oerr, |24
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Mi (i + L) 2 2
= PR o0u2l, %"— —2c%Ll, "T"
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2 @/1,3(1—2&)10(%—")+2c2L11 (%) .
SZ(Q) ZZ 27..2 s
M (i + L?) 2 2
et P orilo ”Tk —2c%Ll, %"
_ @Vl-fo(@_”l) 22T, (o)
' PO =2 R bt —ac (1~
A (1—202)01’1-70(@”1)+2Cz-71(01’t)
=2
@) oI D 4R —cD]
@ = rla— bezwymiarowy promien, Fo = Z—i — liczba kryterialna Fouriera, bedaca
A ) . c3 At+2
jednocze$nie  bezwymiarowym czasem, c? = —1{2/—[ = —c%’ = ?/z, 2 = —QT’M,

D . 2¢?
0o — gestosé, v, — pierwiastki réwnania Jo(¥) — % Ji(») =0,L=

rowa liczba, okreglajaca wptyw wielkosci gg, % 1 @ na wielko$¢ i charakter naprezen. Wéréd
parametréw okre$lajacych te liczb¢ znajduja sig¢ réwniez state A i u, lecz ich wplyw na .
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naprezenia lepiej charakteryzuje wyzej wprowadzona bezwymiarowa wielkos¢ ¢. Liczba L
szerzej omowiona jest w dalszych czgéciach pracy; warto nadmienié, Ze analiza wplywu
tej liczby na pewne rozwiazania problemdéw termospr¢Zystosci zawarta jest w pracy [5]
s. 420—421; J,(z) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rz¢du [6], 7,(z) — zmo-
dyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu [6].

Parametry », a, po 1 czas f wystepuja tylko w wyrazeniach dwéch liczb bezwymiarowych:
L i Fo. Liczby te zatem opisuja w pelny sposéb wpltyw wyzej wymienionych parametréw
na wielko$¢ naprezen. Cheac np. uzyskaé przejicie od zwigzkéw (10), (11) do naprezer,
uzyskanych przy pominigciu w réwnaniu (6) czlonu inercyjnego, nalezy wykonaé przejicie
z L do nieskoficzono$ci przy niezmienionym Fo. Otrzymuje sie wowczas, Ze

o0
2
llmS = v'_ = 0’5
Lo I(Q) kL:{ /.L,%
limS,(¢) = 0,5
Lo
. Li(L)
lim ———% =0,
L—co LIO(L)
im 2 im -
Lo "'12+L2 h Lo 7’12+L2 -
lim o2 2
Lo Mi(UE+L?) B M
i w efekcie
' Sl (—Fopu})
. 11 1 exp(—Fo ui
12 o ,,=42T2[—J _J ]l
(12) o LLTQG ¢y Lo 0 s (o) = Iy () PIARON

k=1

© : .
. { exp(—Fo uf)
(13) ¢f = lim g, = 4c*yT, § [#kJn(Q#k)—Jl(.uk)“‘ —Jx(Q#k)J 2 £,
L+ y 0 ,“ka(.uk)

Zwigzki (12) i (13) sa zgodne z wynikami cytowanymi w [1, 2].

Liczba L osiaga dla metali na ogét bardzo duze wartoéci, ze wzgledu na fakt, ze ¢, ~
~ 10% cm/s oraz » ~ 10~! cm?/s. Zatem L ~ 10° g, wobec czego dla niezbyt malych a
wplyw czlondw zawierajacych L w mianowniku w zwigzkach (10) i (11) na warto§¢ na- -
prezeni o,,(o, Fo), 0,,(0, Fo) jest znikomy. W tym stanie rzeczy graniczne wartosci na-

. prezen podane we wzorach (12) i (13) sg ich bardzo dobrym przyblizeniem.

Wplyw zmiany temperatury w czasie na zmiany napreZefi, wyrazajacy sig funkcjami
zaleznymi od L, moze wystapi¢ tylko wtedy, gdy L osiagnie wartoci zblizone do jednosci.
Jest to mozliwe do osiagniecia wtedy, gdy promieni @ walca jest duzo mniejszy od jednosci
lub wspélezynnik przewodzenid temperatury » duzo wigkszy od jednogci.

Majac na uwadze rzad wielkoéci liczby L mozna, dla rozpatrywanego przypadku
(metale), skorzysta¢ ze wzoréw przyblizonych dla zmodyfikowanych funkcji Bessela
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el ‘ 1
I(L) = _;/'252_[14_0(7)]'

RS
LD ~ L
Funkcje Bessela, zawierajace w argumencie liczbe L™ moZna zastapi¢ pierwszym wyrazem

ich rozwinigcia w szeregi potggowe. Mamy stad

duzego argumentu:

Wowczas

i

1 1
Si1(@) ~ S2(0) = 2 I

Ponadto pomijajac wyrazy zawierajace w mianowniku L? mozemy napisa¢ zwiazki (10)
i (11) w postaci przyblizonej:

Grp Ggr - ﬂl(@) 9-‘ /,t%—LZ 1
(14 GW} {o%} +c? yToZ {/3( )}sm(LFov,) 2+L2 (4 % ey _?)_

Dia liczb Fouriera Fo > 3 mamy exp(—Fou?) < 107¢ i warto$ci ¢% i 0%, mozna
w zwigzku (14) pomingé. Zatem pozostang wyrazenia

(e o] (e o]
o 1(Bi(0) Ly 2_ 2 1

15 _=2T§{A } For)—tt _ MR )

(15) a%’f} “7io - Bi(o) sin (L Fo) v+ L? 4 “— U+ L2t 2

Wynika stad, ze po wyréwnaniu si¢ temperatury wewnatrz walca pozostana pewne
naprezenia resztkowe o7f* i ope’. Naprezenia te nie beda znikaly z uplywem czasu, gdyz —
rozbijajac sume znajdujaca si¢ po prawej stronie zwiazku (15) na sume skonczona od
! = 1do ! = L, oraz sumeg nieskonczona od / = L, + 11 dobierajac odpowiednio L, —
mozna wyrézni¢ w obu naprezeniach czton majacy wlasnosci bardzo zblizone do wlasnosci
funkcji okresowe;j.

Uwaga powyzsza wynika z postaci réwnania

ae o) =2 1,0 = 0,

ktérego pierwiastkami sa wielkosci ¥, znajdujace si¢ w argumencie sinusa, stojacegd
pod rozwazana suma. Dla duzych wartosci », p1erw1astk1 réwnania (16) mozna dobrze
przyblizy¢ p1erw1astkam1 réwnania /

v ™
an 2&=@b—7}
ktérego postaé mozna otrzymaé, zastepujac funkcje Jo(») i J;(») odpowiednimi wzorami
asymptotycznymi [6]. Pierwiastki rdwnania (17) sg. postaci
| vy =7l+ 3r —¢ r
4 13] o

gdzie limg; =0, 0< g < L

I-sw /
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Jesli teraz w zwiazku (15) oznaczy¢ £, = Ly, to latwo mozna zauwazyé, ze dla I
wiekszych od odpowiednio duzego Lo

: 41+3
Q[ = + WL—E,L.
Zatem, aby wspomniana suma nieskoficzona opisywala funkcje majaca wilasnoéci
zblizone do wlasnosci funkcjt okresowej, trzeba przyjaé Ly, > L.
Naprezenia o,, 1 04, dane zwigzkami (10) i (11) sa funkcjami dwdch bezwymiarowych
. . b4 . . .
zmiennych: ¢ = rfai Fo = 22 oraz dwdch liczb bezwymiarowych, stalych dla danego
jednorodnego walca: ¢ = 7% oraz L =g;‘~. WielkoSci te utworzone sa przez
siedem parametréow: r,f, 4, u, x, 0o oraz a; stanowia one podstawe wielko$ci bezwy-
miarowych okreflajacych rozpatrywane zjawisko [7] s. 58 ~59. Zatem warunki stalosci
tych czterech bezwymiarowych parametréw stanowia dla rozwazanego problemu termo-
sprezysto$ci kryteria podobienstwa [7]. Widoczne jest, ze np. statos§¢ liczb ¢ i L przy réz-
nych kombinacjach parametréw 4, u, d, x i g, moze spowodowa¢ jedynie zmiang skali czasu.
Otrzymane postaci naprezen stanowia zatem wygodne narzgdzie do badan modelo-

wych.

®
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Peswome

TEITJIOBBIE HAIIPSDKEHWA B KPYTJIOM LUWJIHMHIPE BBI3BAHHBIE
BHE3AIIHBIM MU3MEHEHHWEM TEMIIEPATYPbI HA EI'O KPAIO

B pabote npeacraBiensl HYHKIMM, ONHCHLIBAIOLME TEMJIOBLIE HANPSOKEHMUS B KPYIJIOM LMIIHHADE,
C YYETOM UHEPUMAJILHBIX 9 (EKTOB, BHITCKAIOLLME U3 U3MEHEHHST TemnepaTypr‘no ppemeHH. OTH QYyHK-
I(HH [IPeACTABJICHBI IIPH MTOMOLIM Ge3pasMepHbIX KOOPAHHAT H 5e3pasMepHbIX [1APAMETPOB, COAEPIKALIHX
MaTepHAJIbHbIC KOHCTAHTLI. Ananus pe3yJILTATOB II0Ka3aJl, B YACTHOCTH, YTO I10CJI€ BbHIPABHHBAHHA TCM-
NepaTypbl B UMJIMHAPE OCTAIOTCST HEGONIBLUKHE HANPSIIKEHMST.
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Summary

DYNAMICAL THERMAL STRESSES IN A CIRCULAR CYLINDER DUE TO SUDDEN CHANGE
OF TEMPERATURE ON ITS SURFACE

The paper presents the functions describing thermal stresses in a long circular cylinder in the case
when its surface undergoes a sudden change of temperature due to heating it to a uniform temperature 7.
These functions are found from a differential equation of this problem, the inertia effects being taken
into account. The stresses are given in terms of dimensionless variables and dimensionless numbers determi-
ned by the mechanical and-thermal properties of material. The analysis of the results shows that thermal
stresses do not vanish when the time tends to infinity.
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