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1. Wstep

W praktyce inzynierskiej, przy ocenie dynamicznego zachowania si¢ szeregu elementéw
konstrukeyjnych zastgpuje si¢ je modelami jednowymiarqwymi (prety, belki). Klasyczna
teoria tych modeli opiera si¢ na szeregu hipotez kinematycznych, bedacych w swej istocie
wewngtrznymi wigzami geometrycznymi, naktadanymi na ruch ciala jako tréjwymiarowego
oérodka ciagltego. W zaleznosci od przyjetych hipotez mozna otrzymaé rézne modele,
a na ich podstawie rézne réwnania opisujace ruch.

Przyjmowane hipotezy kinematyczne moga prowadzi¢ do modeli, ktére nie nadaja sie
do opisu zjawisk falowych, badz do modeli prowadzacych do réwnan falowych. Przykta-
dem pierwszych jest model belki Eulera-Bernoulliego, a drugich model belki Timoszenki.
Model Eulera-Bernoulliego, oparty na hipotezie plaskich i prostopadtych do osi belki
przekrojow po jej odksztalceniu, stosuje si¢ do wyznaczania najnizszych czestoci drgan
poprzecznych belek smuktych. Model ten nie obejmuje drugorzednych efektéw powodo-
wanych obrotem przekrojéw poprzecznych podczas ruchu oraz naprezeniami $cinajacymi.
Dla belek mato smuktych, posiadajacych wymiary jpoprzeczne, poréwnywalne z ich dtu-
goscig, wspomniane wyzej drugorzgdne wplywy moga mie¢ duze znaczenie, zwlaszcza
przy badaniu rozchodzenia si¢ fal oraz drgan o wyZszych czestosciach. Poprawke uwzgled-
niajaca obrét przekrojéw poprzecznych podczas ruchu belki wprowadzil RAYLEIGH,
natomiast poprawke uwzgledniajaca wplyw sil poprzecznych na ugigcie wprowadzit TiMo-
SZENKO [I]. _

Problematyka zwigzana z modelem zaproponowanym przez TIMOSZENKE zajmowalo
si¢ szereg badaczy. Charakter falowy réwnan ruchu opartych na powyzszym modelu
badano w pracach [2, 3, 4], drgania wlasne bélki w [2—13], drgania wymuszone w [14, 15,
16]. Pelniejszy przeglad poruszanych tu zagadnien zostat dokonany w [17]. W pracach
[18—21] zajmowano si¢ odpowiednim doborem, wyst¢pujgcego w réwnaniach Timo-
szenki, wspélczynnika §cinania charakteryzujacego nieréwnomiernoé¢ rozkiadu napreZen
stycznych w przekrojach poprzecznych belki. Szereg prac po$wiecono réwniez doskona-
leniu modelu. Wychodzac z tréjwymiarowej, zlinearyzowanej teorii sprezystoSci przy
ogélniejszych zatoZeniach dotyczacych deformacji- w pracach [19—24] otrzymano nowe
sformutowania teorii. '

W niniejszej pracy, opierajgc si¢ na ogdlniejszych zatozeniach dotyczacych deformacji
przekrojéw poprzecznych, podano algorytm budowania bardziej doktadnych wariantéw
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teorii drgan poprzecznych belek uwzgledniajacych $cinanie. Wyprowadzony uktad réwnan
moze byé stosowany do badania dynamicznego zachowania sie belek krétkich. Uklad ten
~w szczegblnym przypadku sprowadza si¢ do ukladu Timoszenki.

2. Spis wazniejszych oznaczen

A, I pole powicrzchni i moment bezwladnosci przy zgieciu przekrojow poprzecznych
belki,
le,, IX‘,;(J momenty bezwladnosci przekrojow poprzecznych belki wystepujace przy scina-
niu (i,j=1,2,...,R),
L, 42 dlugo$¢ i smukio$¢ belki,
0, E, G gesto$¢ materiatu oraz moduly sprezystosci podluznej i postaciowej,
1y przemieszczenie calkowite punktu materialnego znajdujacego si¢ na osi belki,
w, v, katy zgiecia i §cinania (i = 1,2, ..., R),
Q, M, H; sila poprzeczna, moment gnacy i momenty $cinania,
g, m, Ir; obciazenia zewngtrzne belki (j = 1,2, ..., R),
p, ko bezwymiarowa i wzgledna czgstos¢ drgan wlasnych,
xi, t wspoOlrzedne miejsca i czasu (kK = 1,2, 3),
€1y, #15, My bezwymiarowe charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego belki
charakteryzujace wplyw deplanacji przy $cinaniu (i,jr= 1,2,..., R),
%, funkcja deplanacji (j= 1,2, ..., R). '

3. Model Timoszenki

W celu przes$ledzenia zaloZzen przy ustalaniu modelu zgiecia belki z uwzglednieniem
$cinania i momentéw obrotowych wyprowadzimy réwnania ruchu Timoszenki [1]. Aby
tego dokonaé¢ rozwazymy elementarny odcinek belki (rys. 1, 2). Dla prostoty ograniczymy
si¢ do rozwazania odksztalcenia odbywajacego sie w jednej plaszczyZnie.

Pod wplywem obcigZen o$ elementu belki wygina sie i two'rzy z osig OX; kat

y . , o=w+y,

gdzie w, ¥ sa odpowiednio katem powstalym w wyniku zginania i $cinania (rys. 1). Przy
zatozeniu malych odksztalcen, calkowity kgt pochylenia materialnej osi belki mozna
przyjac

@) v = _6u07

gdzie ug(xs, t) jest przemieszczeniem catkowitym punktu materialnego znajdujacego si¢
na osi belki.

W teorii Timoszenki, przy utrzymaniu stusznoéci hipotezy plaskich przekrojéw, zwiazki
fizyczne zachodzace pomiedzy sitami wewnetrznymi i odksztalceniami przyjmuje si¢ na-
stepujaco:

dw

3 M = EJ
0x;

, Q= xGAy,

gdzie M, Q sa odpowiednio momentem gnacym i sila poprzeczna, » wspdiczynnikiem
§cinania uwzgledniajacym nieréwnomierny rozklad naprezen stycznych w przekroju po-
przecznym belki.
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Na podstawie rys. 2 mozna ustali¢ nastgpujace réwnania réwnowagi elementarnego
odcinka belki

00 oM

4 ohg=0, 2 40+m=0.
C) ox, T4 s +Q+
X 3" <N
Element zginany //” £\
i ‘Scinany . w'\ N
3 . 1
7 Etement
j = zqumany dx, Q+dq
) M m | Y\NMrdM
Up Ly vyl
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x / =
% X%

Rys. 1. Schemat odksztalcenia elementu belki Rys. 2. Schemat obcigzen elementu belki

Kiedy obcigzenia zewngtrzne sa obcigzeniami masowymi bezwladnos$ciowymi, to wtedy
!

0, 0%w
(5) q= “QAW, m = *Q-"a‘l'z—-
Wprowadzajac bezwymiarowe zmienne
- %3 ) = Ho
(6) { = 7’ T = 7 f, u 7

na podstawie zwiazkéw (1)—(5) mozna otrzymac nast¢pujacy ukiad réwnan:
64(1) (’7‘4(0 2 62 \
e — s A =0
ot T atser T o @t =0,
)

‘e 26_21’__&( +9) =0
%C—E acz 012 wTy _ s

dla katéw zgiecia w i $cinania ¥, albo réwnanie

0*u 1 0*u 1 o%u , 0%u \
® (1 7 ) s + P =0

dla przemieszczenia bezwymiarowego u.
W napisanych wyZej rownaniach wprowadzono nastepujace oznaczenia:

L _ Ce: \? G E
9 = 2 = G 2 . 2 _
() j' '/I/Ai’ lu 7( CE) > <G 9 ’ Cg

o’
gdzie 4 jest smuklo$cig belki, natomiast ¢z i ¢ sa odpowiednio predkoécia rozchodzenia
sig fal wzdluznych i poprzecznych.

Réwnanie (8) w literaturze przedmiotu znane jest jako réwnanie Timoszenki.
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4. Uogdlniony model zgigcia poprzecznego

Przy ustalaniu modelu belki i wyprowadzeniu réwnan ruchu przyjmowac bedziemy, ze:

1) rozwazana belka jest prosta i ma stale, bisymetryczne przekroje poprzeczne;

2) belka jest wykonana z materialu jednorodnego i izotropowego, dla ktérego wazne
jest prawo Hooke’a; _

3) ruch belki odbywa sie w jednej plaszczyznie; w trakcie ruchu przekroje poprzeczne
pierwotnie ptaskie obracajg sie i deplanuja, nie zmieniajac swych wymiaréw poprzecznych;

4) odksztalcenia i przemieszczenia sa na tyle male, ze opis ruchu zostanie dokonany
na stanie nieodksztatconym belki; '

5) naprezenia styczne dzialajace w plaszczyZnie przekroju poprzecznego belki oraz
naprezenia normalne dzialajace z tego przekroju begdziemy uwazaé za istotne, natomiast
pozostate za drugorzedne i bedziemy je pomijaé przy ustalaniu zwiazkéw fizycznych;

6) rozktady naprezen w kierunku poprzecznym po szerokosci belki bgdziemy przyjmo-
waé jako niezmienne.

Zgodnie z powyZszymi zaloZzeniami skladowe przemieszczenia dowolnej czastki belki
znajdujacej si¢ przed odksztatceniem w miejscu P(x,) przekroju x; = const, mozna przyjacé
w postaci

R
(10) Uy = uy(x3, 1), u, =0, wy=—x;w(x;, )+ Zx,-(xl)yi(XJ, 1),
=1

gdzie w(xs, 1), y:(xs, ¢) s3 nieznanymi funkcjami okreslajacymi sztywny obrét i deplanacje
przekroju wzdtuz dlugosci belki, natomiast y;(x;) sa znanymi funkcjami, spetniajacymi
okre§lone warunki i charakteryzujacymi rozktad deplanacji w danym przekroju.

Znajac skladowe przemieszczenia mozemy wyznaczy¢ sktadowe tensora odksztai-
cenia. Zgodnie z zalozeniami, ograniczajac si¢ do teorii zlinearyzowanej mamy

'

R R
an ! . N\ O ' y i
£13 = 5| —@w+uo+ Z ax. Vi) faaE TXO + Xi¥is

= 1 i=1

gdzie ,,primem” oznaczono pochodna wzglgdem zmiennej Xx;.
Przyjmujac, ze pochylenie catkowite osi preta jest

R
(12) iy = w+ ) i,
=1
to niezerowe skladowe tensora odksztalcenia mozna przepisac
R ) ' R
1 "0y; ’
(13) ' €13 = 5 Z (1+ 5;:1 ))’i, £33 = —X W+ 2%1%‘-

Na skutek odksztalcania si¢ belki pod wpltywem obciazen zewnetrznych pojawiaja sig
wewnetrzne sity sprezystosci. Uwzgledniajac zalozenia dotyczace materiatu, z ktdrego
wykonana jest belka, istotne skladowe tensora naprezenia mozemy przyjac

(14) g Ty3 = 2Gey3, Tay = Eéj;.
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Przy powyzszych ustaleniach i poczynionych zaloZeniach réwnania zgigcia belki wypro-
wadzimy z ogdlnych réwnan ruchu cial smukiych opisanych dowolnymi modelami jedno-
wymiarowymi o§rodka ciagtego [26]. Wspomniane réwnania maja postac
(15) L8 —Q*+h+h =0,

0x5
gdzie H1 Q* sa wektorami uogélnionych sit wewnetrznych wystepujacych w przekrojach
poprzecznych, natomiast h i h sa wektorami obcigzen powierzchniowych i masowych
Wspomniane wektory okreslone sg nastQpUcho

H= [(Fle)Udd, Q*= | tr (FF"Grad U)dA,
A a (L3
(16)
= [ o(f—ii) Udd,
A
gdzie F, T, o, f sg kolejno gradientem deformacji, symetrycznym tensorem naprezenia
Pioli-Kirchhoffa, gestoscia materiatu i intensywnoécia rozktadu obcigZzen masowych.

Nadto tensor

cu
(17) U - aq E) )
gdzie
(18) u=®(x,q(x;, 1)).

Funkcja wektorowa @ jest funkcja znang, x jest wektorem pozycyjnym w obszarze A
przekroju poprzecznego belki w stanie niezdeformowanym, q jest wektorem wspétrzednych
uogolnionych.

Przyjmujac w rozwazanym przypadku wektor wspdirzednych uogdlnionych naste-

~ pujaco:
(19) q= Col(“o,w>71,72;---;7’k)’
sktadowe tensora U na podstawie (17) mozna napisac
' ~
: I, 0,0, ..,0
(20) Ugr=¢0, 0 ,0, ..,0
0’ T X1 X1s e XR

Wtedy ze zwiazkdw (16) dla przypadku zlinearyzowanego otrzymujemy definicje sktado-
wych sitl wewngtrznych:

0= [v3dd, M= — [x75d4,
A A
(21 _ 5
H; = fX.:TssdA, Q}k = 6,“ T(3dA,
A l

G=1,2,..,R).
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Z ogdlnych réwnan (15) otrzymujemy skalarne réwnania ruchu:
Q'+q+4 =0,

(22) M +Q0+m+m =0,

H— Q¥+ hj+h; =0,

(j=1,2,...,R).
Wykorzystujac zaleznosci (13) i (14) sity wewngtrzne (21) mozna uzalezni¢ od odksztal-
cen. Otrzymujemy .
R

R
0=6 D Sy, M=E(lo~ DI,y
i=1

i=1

(23) R
’ R Y
1]j = E(_lejw + Z [X‘XJ%')>
i=1
gdzie
ali 2
S;= |14 )da, 1= [ x3da,
. dx, .
(24) g !

Iiy, = fxﬁ(jdA> Ly, = fliljdA>
A A

(i,j=12,...,R)

sq geometrycznymi charakterystykami przekroju poprzecznego belki.
Funkcje »x;(x,) mozna dobra¢ w taki sposéb, aby dla kazdego i bylo

(25) S, = kA,

gdzie k jest pewng liczba, ktora okreslimy w dalszej czgéci pracy.
Wtedy site poprzecznag mozna napisaé jako

R
(26) . 0 = kGA Dy,
i=1
Sily wewngtrzne Q¥ wygodnie jest przedstawi¢ nastgpujaco:
gdzie '

- R
G; = GA injy,-,

i=1

1 Oy 0%
e [l ) 2
A

(i,j=1,2,...,R).

(28)
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Wykorzystujac (10), (16) i (20) oraz przyjmujac f = 0, obciazenia masowe bezwladno$-
ciowe mozna napisac:

R
g = —pAiy, m= —Q(Iw 31111,:)}:'),

/~ =9( lxl(" 2 ¥ )

(J=12,..,R),

gdzie kropka oznaczono pochodna wzgledem zmiennej t. Wprowadzajac bezwymiarowe
zmienne, sily wewngtrzne 1 obciazenia: .

(29)

C=);, T='6Z-t, u=%,
6) 0= %, M= TJZ’L i = EIZJ,T G, = flx,(ij/ﬁ
s o B
oraz bezwymiarowe parametry ]
@ 1=k g, moalh,

Y14
(j=1,2,...,R)

Wyprowadzone wyzej rownania (22) 1 zwiazki (12), (23), (26), (28) i (29) mozna przed-
stawi¢ w postaci bezwymiarowej.
Zwiazek kinematyczny

R
du
(2 E:w+gw
Réwnania ruchu:
Q0 _ oM~ 0H;- | =~ — —
33 — =0 - =S L —Q0-Gj+h; =0
(33) ot +q ; ar +Q0+m =0, ot + Eij i+ h; ,
GG=1,2,..., R
po pominig¢ciu obciazen powierzchniowych.
Sity wewngtrzne:
R
5o Z e o > )
yn - ac - 77:')’: ’
(34) R " X

— 1 2 N - )1 \O
H; = fa—c(—77jcz)+ Z 6,',-‘}/;'), G; = }LZ(C—Z) o Z Xij Vi

€
i =1 Vo=t
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ObciaZzenia masowe:

R R
7= _12%, m_%(-w+2{'my.),

hj = 811 ( N+ 2, Eu)’l)

Do jednoznacznego opisu ruchu niezbedne sg jeszcze odpowiednie warunki dla sit
wewnetrznych i przemieszczen na konicach belki. W ogélnym przypadku dla sit wewnetrz-
nych na powierzchniach czolowych dowolnego modelu jednowymiarowego mamy (por. [26])

(35)

(36) H=eh, h=[pudd,
A

gdzie ¢ = +1, natomiast p jest wektorem obcigZenia zewnetrznego przekrojéw kranco-
wych; gdy p = 0, to wtedy H = 0.

W rozpatrywanym zadaniu
37 H=col(Q, M, H, ..., Hy).

Z punktu widzenia zastosowan praktyczne znaczenie maja warunki dla swobodnego,
podpartego przegubowo i utwierdzonego konca belki.

W poszczegdlnych przypadkach mamy:

/4

(38) Q =M=H;=0,
na koncu swobodnym,
(39) u=M=H; =0,
na koncu podpartym przegubowo oraz
‘ du -
40 u=——=20 ,
o ot |

na koncu utwierdzonym.

5. Przypadki szczegblne

Obecnie rozpatrzymy pewne przypadki szczegdlne wynikajace z przedstawionych po-
wyzej rozwazan.

Eliminujac z dwu ostatnich réwnan (33) sile poprzeczng wyznaczong z réwnania
pierwszego oraz wykorzystujac zaleznosci (32), (34) i (35), uklad réwnan ruchu mozna
sprowadzi¢ do postaci'

BC‘*( “’+Z’7”") aﬂaz( ‘”J’Z’“’) ”a;(“’+27’i}=

i=] i=1

R
P YR 0 N S
e\ 82 02 3
—-}, (—CTE—) 6_4'22/ %U‘}’i-f'}» ((D+ 2 ‘y,) = 0,

=1
G=1,2,...,R).
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Ktadac w nich R = 1, 7; = ¢; = 0 otrzymujemy ukiad réwnan (7) wynikajacy z teorii
Timoszenki, gdzie

SR N 2
(42) LT 74 ax, '

W przypadku ogélniejs_zyrl tez)rii rz¢du pierwszego (R == 1), mamy do czynienia

z sze$cioma niewiadomymi Q, M, H, u, w i y. Mozna je wyznaczy¢ z ukladu réwnan réznicz-
kowych:

ou +
Ty

/ o -

L A v ../ A 72
T = o Mt B,
Oy N = £ =
o e—n? + e—n? 4,

43) _

@ _
¢ o’
oM — e %y
= T e e

0w 0%y
— 2 :
i Q+xl( )y M52 te52

(e=¢e, n=1n, n= %11)s

T

napisanych na podstawie (32) - (35) oraz odpowiednich warunkéw poczatkowych i brze-
gowych.

W dalszym ciggu wykorzystamy powyzsze rownania przy badaniu wplywu parametréw
g, 11 A na czesto$ci drgan wiasnych belki wspornikowe;.

Teorie rzedu wyzszego (R > 1) zbadamy na przykladzie drgan swobodnych harmonicz-
nych belki obustronnie podpartej przegubowo. Rozwigzania poszukiwaé bedziemy w po-

staci
“4) . w = Qcoso,lcos pr, yizl“,-cosanécosr,
o, =mn, (=1,2,...,R;n=1,2,..).

Podstawiajac je do (41) otrzymujemy ukiad réwnan algébraicznych jednorodnych: .

[ ( 72 )kz]QJfZ[ - ( n.lz)k{l]“,_o .
[“ﬂj—(l—ﬁj%—)kﬁ].@+ Z[(e,j+p2%x”) - (1‘*'5“1—;%)/‘3]11: -0,

i=1

(

(45)

=1,2,..,R)

~
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do wyznaczenia wzglednych czgstoéci drgan wlasnych

_ P
(46) n (X,?/)» >
gdzie

H = s
Wprowadzajgc macierze:
47 A = (ay), B= (b,
gdzie

2'2
ay =1, G =a 41 = —N Qiprjsr = 8ij+,u27”ij’
(48) "
2 2 2

a"; H all
b, = l+2—2, biis1 = biyq = l"”/i)"_z, bivi,jr1 = 1+8ij272

oraz wektor

(49) x =col(2, "y, I";, ... [y,

réwnania (45) mozna przepisa¢ w postaci macierzowej

(50) (A—k:B)x = 0.

Powyzszy ukiad réwnan postuzy nam do wyznaczenia wzglednej czgstosci drgan

wlasnych k,.

Macierze A i B sg symetryczne i nieosobliwe, stad wartosci wlasne réownania (50) bedg
rzeczywiste.

6. Przyklady

Wykorzystujac przedstawione powyZej réwnania wykonano obliczenia numeryczne
czestodei wzglednych

(s1) =)
. Po /n

dla harmonicznych drgan wlasnych poprzecznych belki wspornikowej wedtug teorii rzgdu

R =] oraz belki podpartej obustronnie przegubowo dla R = 1. Wielko$¢ p, jest bez-

wymiarowa czestoScia wlasna drgan poprzecznych belki wyznaczona z teorii Eulera-

Bernoulliego (bez wplywu momentow obrotowych 1 sit tnacych).

Wyniki obliczed dla R = 1 i réznych warto$ci parametréow ¢ = g,,, 1§ = %, DIZY
ustalonej wartoéci p? = x(cg/cg)® = 1/3 w funkcji smuktoSci belki 4, zostaty przedsta-
wione na rys. 3 dla belki wspornikowej i na rys. 4 i 5 dla belki podpartej przegubowo.
Przeglad otrzymanych wynikéw prowadzi do nastepujacych stwierdzeq.
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10
K
- a9
08
a7
Rys. 3. Wplyw parametréw geometrycznych na a6 '____ ijgzg_g N
wzgledne czestosci drgan poprzecznych belki wspor- — e=0'2"rz=0/
1 L ! !
nikowej (R =1, = ?) 05,0z qo7 006 Q0B JA0M

10
k,/{)

08

06

04
02+
€0, n=0
—— 02,0702
0 ' 1 | | | |
0 002 qo4 a06 qos yA 010 006 o8 /A 010
Rys. 4. Wplyw parametréw geometrycznych na Rys. 5. Wplyw parametrow geometrycznych na
wzgledne czgstosci drgan poprzecznych belki pod- wzgledne czestosci drgan poprzecznych belki pod-
. 1 . |
partej przegubowo [R =1, u?2 = — partej przegubowo |[R =1, p? = —

3

- Momenty obrotowe przekrojéw poprzecznych i $cinanie powoduja zmniejszanie
warto$ci czestoéei drgan wlasnych. Obnizenie to jest wigksze dla belek krepych i harmonik
o numerach wyzszych. Stwierdzenie to potwierdza wnioski uzyskane we wcze$nigjszych
pracach [1, 5, 6, 10, 15].

— Wplyw parametréw & i  wystepujacych w teorii ogdlniejszej od teorii Timoszenki
(e = 0,5 = 0) na czestoci drgan wlasnych jest nastepujacy: wzrost wartoSci parametru
e powoduje podwyzszenie czestosci, natomiast wzrost parametru % ich obniZenie.

Do przeprowadzenia obliczen czestosci wzglednych k, wedlug réwnan (50) dla R > 1,
niezbedne sa charakterystyki geometryczne 7;, &;, #;; okreslone wzorami (28) i (31),
zaleznymi od funkcji deplanacji y;. Stad pierwszym krokiem jest ich wyznaczenie dla

8 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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konkretnego przekroju poprzecznego. Dla belki posiadajacej prostokgtne przekroje po-
przeczne o wymiarach b < 2A, funkcje y, powinny spelniaé nastepujgce warunki:

Logi(=x0) = —zilx),
(52) 2. Tl:&/x,:ih =0,
3. S[ = kA,

gdzie b i/ s3 odpowiednio szerokoscia i potlowa wysokosci przekroju.
Napisane wyzej warunki speiniaja funkcje okreslone wzorami

. ¢
_ 1 ‘ . (I_EZ)M
(53) %= 2/1£[|(k—1) (B—£%)+ ZJ e 1),]

. (i=1,2,...,R), '
gdzie

£= "7 fedl,—1).

Ze wzordw (28) 1 (31) oraz zaleznosci (53) dla belki o przekrojach prostokatnych mamy

Ni —(k—1)+77“),
(54) Eij = 375(1(—1)2'*‘3(1(—1) (E"+Ej)+8‘(j1),

xij = 2(k—1)+ —(k—1)2+ -——(k—l) (,c +2;)+ )2,

m
]
=5 ZZ @s+3) (m=1! - |

m=

S5
(m—-l)l (2s+3) 2s+5) °’

m=1 s5s=0

. - 1)s(m+n)
o S
(35) : &) = 22 (m—Dln—D!2s+3) "’

! - )s( )
\' ] 2m+1
"o m> 20:' (m—1)! [2S+1 - 25s+3 :I;

s=

; | min=2 () (m+n——2)
. ¢ J m-tn— — 1)
x}}’:——l— y “Z 5 1 _2(m+n+1)+ (2m+1)(2n+1)]
4 Lo Ly < m=NDn-1! | 25+1 25+3 25+5 I

gdzie

7
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Liczb¢ k& wyznaczymy z warunku niewystgpowania wewngtrznej sprzecznosci teorii
w jej szczegblnym przypadku gdy R = 1i ¢ = n = 0. Wtedy z ostatniego réwnania ruchu

(43) jest

. 2
(56) 0=, /12(“_0) y
Ce
Z drugiej strony na podstawie zaleznosci (26) okre§lajacej sil¢ poprzeczng dla R = 1 mamy
2
(57) 0=k2 (C—) y
Ce
Z poréwnania powyzszych zaleznosci i wzoru (28) otrzymujemy
- _ 1 f 0 ?
(58) k—x“—jA (1— o, dd.

Z powy2szego warunku dla belki o przekroju prostokatnym po uwzglednieniu (53) otrzy-
mujemy k = 5/6.

Identyczna warto$é we wzorze (3) okreslajacym sil¢ poprzeczng dla belki o przekroju
prostokatnym proponuje Cowper [20].

W zaleznos$ci od wartosci parametru k funkcje deplanacji x,(x;, k) maja rézny ksztalt.
Na rys. 6 wykre§lono y,(x,) dla k = 1/2,2/3, 5/6, 1 i 3/2 natomiast narys. 7 y; dla k = 5/6.

‘\ﬁ’ |

51 |xr Wo\Zoo

| L | | | ] { | |
a5 05 0 v 05

-05 0 A

' 5
Rys. 7. Funkcje deplanacji z; dla k = 5

Rys. 6. Funkcja deplanacji y,

Obraz przedstawionych rozkladéw deplanacji jest jakoéciowo zgodny z deplanacjami
dla ‘preta o przekroju kotowym, otrzymanymi na podstawie teorii POCHHAMMERA-CHREE
przy réznych stosunkach promienia przekroju do diugpéci fali [25]. |

Z poréwnania krzywych deplanacji.podanych na rys. 6 i w pracy [25] mozna wnosi¢,
ze liczba k = 2/3 proponowana przez TIMOSZENKE jest wartoscia graniczna, rozdzielajaca
deplanacje odpowiadajace falom dlugim od deplanacji dla fal dostatecznie krétkich.
Nadto obserwuje si¢, ze dla k& mniejszych deplanacja przekroju poprzecznego staje sig
mniejsza.

8+
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Majgc okre$lone charakterystyki geometryczne mozna przystapi¢ do wyznaczenia
czestoéci drgan wlasnych belki podpartej przegubowo o prostokatnych przekrojach po-
przecznych, Rozwazajac réwnanie (50) i uwzgledniajac zaleznosci (54) i (55) w przypadku
R = 1, mozna pokazaé, ze wzglgdne czgstosci drgan wlasnych &¢? nie zaleza od liczby k
charakteryzujacej rozkiad deplanacji w przekroju. W rozwazanym przypadku z (50)
otrzymamy réwnanie czestosci .

(59) (by1b22— fz)k:"*'(ax1b22+‘722b11_zalzblz)kr%_(auazz_afz) = 0.
Uwzgledniajac (48), (54) i (55) mamy:

s 6 17 1 (e V' 1 o VP
st = (S0) [+ (5] ] ()
6 1Y 17 1 {a,\?
(60) ay by +axb  —2a,,b,, = (gkz) {#2[1+ (E,,—) ]+ []—4+ K(T) ]},
6 1 13
ay1@2,—ai, = (?kz)[MO +u? ( ") ]

Stad widaé, ze dla R = 1| bezwymiarowe czgstosci £ (r = 1, 2) nie zaleza od k. Podobnie
jest dla R > |I.

Wyniki obliczen w przypadku R = | wediug modelu Timoszenki (a =7 = 0) dla

= 2/3, 5/6, 1 oraz wedlug modelu uogédlnionego dla smuktosci A = 10, 25 i 50 przed-

stawiono w tablicy 1. Z przegladu otrzymanych wynikow wida¢, ze k{7 liczone z réwnan

Tablica 1. Bezwymiarowe czg¢stosci drgan k(,’,)(r = 1, 2) belki podpartej przegubowo o przekroju prostokatnym

(v = 0.25)
i Model belki Timoszenki |e = 0, n = 0| )
L : Model
i n feae 5 o = - k=1 uogdlniony |R = 1]
e k<2) KD | ke KOL |k |k | k@
1 | 080805 | 579150 0,85327 || 6,85575  0,88094 , 7,96845 0,85355 6,82108
2 0,57716 2,02709 | 0,64781 | 2,25753 | 0,69680 2,51853| 0,64951 2,24883
10 3 0,43184 1,20410 ! 0,50287 | 1,29253 @ 0,55642 1,40175| 0,50660 1,28879
4 0,34048 | 0,85906 | 0,40530 ‘ 0,90208 | 0,45276 0,95949| 0,41122 0,9001 1
5 0,27946 | 0,66984 | 0,33725 . 0,69383 | 0,38574 ‘ 0,72792i 0,34533 0,69267
Y TS PO T [ T —
. . . !
1| 0,95838 | 30,51909 | 0,97016 ; 37,68564 | 0,97674 | 176,55547) 0,97017 37,46993
2 0,86215 8,48140 ‘ 0,89693 | 10,19062 | 0,91756 | 44,91814 0,89707 10,13657
25 | 3 | 075499 | 4,30453 | 080875 | 502296 | 084265 | 20,51761| 0,80924 4,99883
4 | 0,65833 | 2,77679 = 0,72350 = 3,15836 | 0,76677 | 11,95379| 0,72452 3,14474
5 0,57716 2,02709 0,64781 ‘ 2,25753 | 0,69680 7,96845 0,64951 2,24883
—_— e = = = i < | i
1 0,98899 (118,29765 @ 0,99222 [147,39126 | 0,99398 | 176,55547; 0,99222 146,52850
2 0,95838 | 30,51909  0,97016 | 37,68564 | 0,97674 | 44,91814 0,97017 37,46993
50 3 | 091356 | 14,22325 | 0,93708 | 17,34043 | 0,95037 20,51761| 0,93711 17,24450
4 0,86215 8,48140 | 0,89693 | 10,19062 | 0,91756 11,95379| 0,89707 10,13657
5 | 0,80805 5,79150 I 0,85327 6,85575 | 0,88094 7,96845| 0,85355 6,82108
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Timoszenki przy wspolczynniku k = 5/6 rekomendowanym przez CowPERA [20], maja
warto$ci bliskie w poréwnaniu z warto§ciami czgsto$ct wyznaczonymi na podstawie modelu
ogdlniejszego, zwlaszcza dla wigkszych smuklosci 2.

Wyniki obliczen w przypadku R > 1 wedlug modelu uogélnionego dla A = 10 zostaly
zestawione w tablicy 2. Na podstawie otrzymanych wynikéw widaé, ze dla kazdego R
istnieje r = 1,2, ..., R+1 galezi czgstosci drgan wlasnych. Nadto dla kazdego n przy
ustalonym r czestosci k{” maleja ze wzrostem i s ograniczone od dotu.

Tablica 2. Bezwymiarowe czestosci drgan kf,’ ) belki podpartej przegubowo o przekroju prostokatnym

R

0,853548
6,82108

0,649512
2,24883

0,506605
1,28879

0,411217
0,900108

(A =10, v = 0,25)

0,853541
6,81700
18,0939

0,649362
2,24768
4,73632

£ 0,505992
1,28826
2,25317

0,409772
0,899814
1,37502

C

|
{

3 | 4
0,853541 | 0,853541
6,81700 | 681700

17,7382 17,7328

31,4361 | 29,3617

; 47,3689
0,649362 ] 0,649362
2,24768 2,24768
4,65047 ‘ 4,64918
7,98125 | 7,47048
11,9212
0,505992 0,505992
1,28826 | 1,28826 -
2,21696 | 221641
3,63587 3,41423
5,35815
0,409768 0,409768
0,899814 0,899814
1,35589 1,35560
2,11292 1,99212
: 3,05985

i
|
|

0,853541

6,81700
17,7328
29,2355
41,3318

0,649362
2,24768
4,64918
7,44027
10,4203

0,505992
1,28826
2,21641
3,40084
4,74438
0,409768
0,899814
1,35560
1,98488
2,70088

Czgstoéei wzgledne k{” drgan wlasnych belki dwustronnie podpartej przegubowo
zaleza od stosunku u? predkosei rozchodzenia si¢ fal poprzecznych i wzdtuznych oraz od

A

" | Z uwagi na r6wno&¢ cu(kA) = cy() (k;n = 1,2, ...) czgstosei

wzglgdne kn-tej harmoniki drgan belki o smuklosci k4, réwne sa czgstosciom n-tej har-
moniki drgan belki o smuklosci 4, dla danej galezi rozwiazan i ustalonej warto$ci u?2.

7. Uwagi koncowe

Na p"odstawie przytoczonych powyzej rozwazan i wynikéw obliczen widaé, ze przed-
stawiony model zgigcia belki umozliwia obliczenie czgstosci drgan wlasnych dla skonczo-
nego ciggu galezi rozwigzan. Dla R funkcji deplanacji przekroju otrzymuje si¢ R+ 1 galezi
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cigstosci, zaleznych od R(R+2) wspdlczynnikdw liczbowych ny, &1 %5, (i, j = 1,2, ..., R)
charakteryzujacych ksztalt i rozktad deplanacji przekrojéw poprzecznych belki. W przy-
padku szczegdlnym R = | i przyjeciu n, = £;, = 0 otrzymuje si¢ model belki Timoszenki.
Badajac drgania belki dwustronnie podpartej przegubowo o przekrojach prostokatnych
stwierdzono, Ze czgstoéci drgan wlasnych nie zalezg od liczby k charakteryzujacej rozklad
deplanacji w przekroju, w odrdznieniu od teorii Timoszenki. Najlepsza zgodnosé¢ wynikéw
otrzymanych na podstawie modelu bgdacego przedmiotem pracy i medelu Timoszenki
wystepuje przy przyjeciu liczby & = 5/6 rekomendowanej przez COWPERA.

Niezbedne jest do$wiadczalne potwierdzenie istnienia czestosci drgan wiasnych znajdu-
Jacych si¢ na galeziach r > 2 proponowanego modelu. Dalsze badania teoretyczne winny
polega¢ na doskonaleniu przedstawionego modelu poprzez wiaczenie do rozwazan wplywu
odksztalcenia poprzecznego belki i wzajemnego sprzgzenia ugieé wystepujacych w dwu
ptaszczyznach oraz na zastosowaniu tego modelu do zagadnien drgar wymuszonych i falo-
wych.,
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Pesziome

CBOBOJHBIE KOJIEBAHMA C VUETOM JEPOPMALIMY CIOBHUTA

B paBote noxazaHa HOBasi MOAENs Oaixu. IIpH NMPHHATHIX NPEAIIOIOIKEHHAX OTHOCHTENBHO aedop-
Malpiil oJIyUeHbl YPABHEHHS ABIKEHHsI. B 4acTHOM ciyuae OHM CBOOSATCS K YPABHEHHIO T HMOIIEHKH.
VuureIBas To, UTO BO BpeMsl ABMMKEHHSI MMEET MECTO HE TOJIBKO BPAIUEHHE, HO M MCKPHBIICHHE IOIEe-
peunsIx ceueHMN GasKH, COCTABIAIOWME MepemelleHuit onpedessuoTcs ypaBHeusmu (10). 3arem Ha
OCHOBaHHNH 00X 3aBucumocteil (15)—(18) Ans TOHIKMX OQHOMEPHBIX TEN, IOJNYYEHbLl YPABHEHUS ABH-
sxerust (33), onpeenenst BHyTperHHe Crtbi (34) i BHendHe Harpy3u (35) JUTst NpUHATOR MOAEIH GanKH.
IIpuBenensr pesynbTaThi BHIYMCIAEHHH COGCTBEHHBIX YACTOT ISt KOHCONMbHOK (dur. 3) M WapHHUPHO
onepToit Ganok (dur. 4, 5, tabn. 1, 2).

Summary

FREE VIBRATIONS OF BEAMS INFLUENCED BY THE SHEAR EFFECT

The paper presents a new model of tranverse vibrations of uniform beams. Basing on the assumptions
concerning the cross-sectional deformation of the beam, the motion equations are presented; a particular
case of these equations are the equations given by Timoshenko. Under the assumption that the external
loads acting upon the beam produce rotation and warpiag of its cross-sections, the components of displa-
cement are given by (10). Using the generalized equations of a slender body (15)—(18), the equations of
motion (33) for the considered model of the beam have been found as well as the expressions describing
the internal forces (34) and external loads (35). Calculation results of eigenfrequencies for two special cases
viz. the cantilever beam (Fig. 3) and the simply supported beam (Fig. 4, 5; Table 1, 2) have been presented.
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