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TARCZE I PLYTY SPREZYSTE Z WIEZAMI LINIOWYMI DLA DEFORMACJI

WIESLAW K UFEL, STANISEAW M A TYSTAK (WARSZAWA)

W pracy konstruuje si¢ model tarcz i ptyt sprezystych w oparciu o mechanike osrodkéw
ciaglych z wigzami [1].
_ Zalozono, ze funkcja deformacji dzwigara jest liniowa wzgledem nieznanych funkcji,
opisujgcych ruch powierzchni dolnej i gérnej diwigara, oraz wyréznionej zmiennej prze-
strzennej y opisujacej kierunek prostopadly do tych powierzchni. Ograniczenia te nazwano
wigzami linjowymi dla deformacji. Wykorzystujac znane metody wariacyjne, otrzymano
podstawowy uklad réwnan modelu. Nastgpnie sformutowano kryterium szacujace do-
kladnos§¢ otrzymanych rozwiazan oraz podano, dla ogdlnej klasy obciazen, rozwiazanie
zamknigte plaskiego stanu odksztajcenia. Na zakoniczenie rozpatrzono dwa zagadnienia
brzegowe dla warstwy sprezystej obcigzonej samozréwnowazonymi uktadami sit, dziata-
Jacymi réwnolegle do osi y. :

3

Wykaz oznaczen

brzeg zbioru A,

zbior jednopunktowy,

obszar w przestrzeni fizycznej rowny iloczynowi (ay, b,) x (a2, b,) % (0, 4) z ukla-
dem wspoirzednych, Z*, Z?, y, konflguraqa odniesienia,
obcigcie funkeji f do zbioru A,

iloczyn kartezjanski, (a,, b,) x (az, b2),

powierzchnia dolna i gorna powloki,

podparta czg$¢ brzegu, {j. zbioru dn x {0},

przedzial czasu,

grubo$é powtoki w konfiguracji odniesienia,

wektor zewnetrznie normalny do 9B,

wektor zewngtrznie normalny do o=,

funkcja deformacji,

sila‘'masowa, zalezna od Z, y, f,

obcigzenia powierzchniowe, zalezne od Z, y, ¢,
obcigzenia powierzchniowe powierzchni 7,, 7,
obciazenie powierzchniowe brzegu oz x <0, 1>,

energia kinetyczna,

tensor naprezenia,

tensor odksztalcenia,

funkcje deformacji powierzchni dolnej i gornej,

masowe sily reakcji, zalezne od Z, y, 1,

powierzchniowe sity reakcji, zalezne odpowiednio od (Z, y) € 0B, te I,
sity reakcji podpor, 1
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la]  warto$é bezwzgledna a,
o gesto$¢ masy,

2, o stale Lamégo,
f°, /% uogdlnione sily masowe, okreslone wzorami (2.4),

(%, i1 uogblnione sity bezwiladnosci, okreslone wzorami (2.4);.

1. Liniowa aproksymacja funkcji deformaciji

Zalézmy, ze konfiguracja odniesienia rozpatrywanego dzwigara powierzchniowego
jest obszar B, rowny iloczynowi kartezjafskiemu przedziatow (ag, b)) X (az, b,) X (O, h).
Punkty nalezace do tych przedzialéw oznaczaé bedziemy kolejno przez Z*, Z2, y.

Niech % = %(Z, y,t), gdzie Z = (Z¥), K= 1,2, tel = 4,!), bedzie funkcja
deformacji dzwigara, a W°(Z, t), W (Z, t) funkcjami opisujgcymi ruch jego powierzchni
dolnej i gornej, tj. powierzchni = x {0} oraz = x {h}, gdzie = = (a,, b;) X (a2, b2)

WOZ, ) =y(Z,0,),
WYWZ,t) =y(Z,h, ).

Zatézmy, ze funkcja deformacji ¢ dzwigara zalezy od W°, W' w nastgpujacy sposéb

(1.1)

(1.2) Y(Z, y, 1) = (1— %) wo(Z,, z)+%w1(z, 0.

Przyjmujemy wiec, Zze tréjwymiarowy ruch ciala materialnego opisany jest ruchem po-
wierzchni dolnej i gornej tak, by skladowe deformacji wiékien materialnych prostopadtych
do 7, byty funkcjami liniowymi zmiennej y. Inaczej mowigc, gdy znamy ruch powierzchni
dolnej i goérnej dzwigara, znamy tez, przez zwiazki (1.2), ruch calego ciata. Funkcjami
poszukiwanymi sg tutaj funkcje W°, W, ktére spelniaja taka samg role, jak wspdlrzedne
uogodlnione w mechanice analityczne;j.

Dodajac do prawej strony (1.2) wielomian

w,(y) = (1— 7_1) @) +a,_, "'+ ... +a,y),

gdziea;, i = 1,2, ..., n sa pewnymi ustalonymi stalymi, otrzymujemy, ze sktadowe defor-
macji wiékien materialnych prostopadtych do m, nie sa wtedy funkcjami liniowymi y,
ale dowolnymi wielomianami stopnia n. Przypadkiem tym nie bgdziemy sig tutaj zajmowac.

Ograniczenia (1.2) funkcji deformaciji  sa przykladem wigzéw wewnetrznych [1].

Obciazenia powierzchniowe tarczy lub plyty p = p(Z, y, 1), (Z, y) € dB skladaja sig
z obciazen powierzchni dolnej i gérnej, ktére oznaczymy przez po i p;, obciazen brzegu
on % (0, Iy, oznaczonych przez P oraz obciazen brzegu dz, = 07 X {0}, ktére oznaczymy
przez u.

W przypadku podparcia brzegu ptyty w punktach nalezacych do 07y < 0m,, rozwazaé
bedziemy ograniczenia funkcji deformacji (wigzy brzegowe) w postaci

(1.3) x(Z, 0, t)\lﬁ();0 =yo(Z, t)‘m);0 =%¥9Z, 1).

' Obcigzenia u brzegu 07, sg wtedy réwne nieznanym oddzialywaniom podparcia brzegu,
ktére wyznaczymy w dalszym ciggu.
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2. Réwnania ruchu

Podstawowy uklad réwnan dla funkcji W°, W' otrzymuje si¢ z zasady prac wirtualnych,
ktéra zapisaé mozna w postaci

@.1) [ lob—3)—diveloxdv+ [ (p—on)dxdoB = 0.
B oB
(
W' ramach liniowej teorii sprezystosci, stan naprezenia, po uwzglednieniu zwigzkdéw
(1.2), okreélaja nastepujace wielkosci

Y
Ok = 2u [(1 - %‘) P+ " &.L)] +

1
+ 26k [(n - ,y—l) Va5 Vi — 4 (Wa’—w],

h
2.2)

Ok3 = —%(Yjﬁ"l]jllc)'hu—[( - _)gj:(&)K+ yya K]’
I
033 = (l+2#)[— N (gfg—l]jal)]+7»[(| - ——)WM Mt yjltl.M]'

Stosujgc znany formalizm wariacyjny [1], otrzymujemy nast¢pujacy ukiad réwnan

hu (1] +_;:lp’,() N hm+&)7(‘]/2+£_l]lt) B

LL 3 LK
ltpo 1 H yro | yri B gro _ yrt 0 _ :0
- 2‘( ;=Y 3).K+—2“(P3+y3),1<—F(FK—-[K)'*'fK = Ig,

(iwm) +”(“‘f)~( ) -
2 3 LK

,LL

e
3

A
= ST = B PV o+ E PR S < ik,

2.3)
V; , 1
l 2 ;&
vy ey = G ey g,
(L) E - Ay, 4
3 \2 L 2 2

2
CEH we_wy < i,

gdzie K, L =1,2,ip = L.
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Wystcpumce w (2. 3) ‘uogdlnione sily masowe {°, f' oraz uogdlinione sily bezwladnosci
i% i! okre$lone sa wzorami

1

o __ _ Y 0
o = f(l /1)bdy+p R

0

0 2
o d 0k ok 0.1
VS e Ty YT
gdzie

_ Yy lt'niz
(I h)Y +hl | dy.

Roéwnania (2.3) winny by¢ spelnione dla kazdego (Z,t) e nxI. Z kolei na dmx I
winny by¢ speinione geometryczne warunki brzegowe [1] postaci

h h

y . Y
f(l— Tl)odyn = f(l h)de,
0 0

f a@n—f/PW,

gdzie N oznacza wersor zewnetrznie normalny do dn, a skladowe tensora naprezenia o
okre$la si¢ zwigzkami (2.2).

2.5) N

W przypadku podparcia plyty w punktach Z e dr,, geometryczne warunki brzegowe
przyjma postaé (1.3), za§ wielkosci

h

@6 Lf(‘“%)"dy"‘"ofh(- ‘”)de]mm

obliczone dla ¥° i ¥* spelmajqcych warunkl (1.3) sa réwne meznanym oddzialywaniom
u tego podparcia.

N

Wystepujace w (2.4) i-(2.5) calki sg znane, gdyZ znana jest zaleznoé¢ funkcji podcatko-
wych od y. \

Réwnania (2.3)—(2.4) oraz warunki (2.5), wraz z warunkami poczatkowymi, stanowia
podstawowy uklad réwnan rozpatrywanych tarcz i plyt sprezystych.
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3. Ocena stosowalno$ci modelu

-Rozwiazujac podstawowy ukiad réwnan (2.3)—(2.5) znajdujemy funkcje W°, W!,
ktére po podstawieniu do zwigzkow (1.2) okreélaja funkcje deformdcji dzwigara, trakto-
wanego jako tréjwymiarowy o§rodek sprezysty. Obliczona tak funkcja deformacji (oznacz-
my ja przez x*), nie spetnia na ogét réwnan klasycznej teorii sprezystosci tj. réwnan

ox—dive—pb = 0,

3.D
on—p = 0,

gdzie
c = 2ye+}»tre$.

Lewe strony (3.1), w przypadku y = %*, nie sa wi¢c na ogét réowne zeru. Oznaczymy je
odpowiednio przez r i s. Funkcje te w mechanice oSrodkéw ciaglych z wigzami nazywa sig

sitami reakgji [1]..

Normy sit reakgji ,

[lr]] = | ~ 0w, 1—0bill,
llown'—poll  dla  (Z,y) e no,

llown'=pudl  dla (Z, y) emy,
(3.2 sl = B ' 7
) (sl llown—Pill - dla * (Z,y) € dn x{0, h) — b7,
lowm=wll  dla  (Z,)) e b

charakteryzujg réznicg migdzy ruchem y* (ruchem przyblizonym), a ruchem ¥ spetnia-
jacym (3.1). Zaleza one od stalych materiatowych 2, u, stalych okreflajacych obciazenia
zewnetrzne, réwnania wigzéw oraz statych charakteryzujacych ksztalt ciata.

Oznaczmy wszystkie te parametry przez 0, 0;€R,i=1,2,..., 1.

Mow1my, Ze rozpatrywany model jest stosowalny, jezeli istniejg takie przedZIaly Az,
n=1,2,..,n, ne = 1, 2e dla 6, € 47 speinione sa nieréwnosci

||rk|| <eg,
3.3)
||Sk” < &,
gdzie ¢ jest dana liczba taka, ze 0 < & < 1. Liczba ta powinna by¢ ustalona dla kazdego
problemu brzegowego w zaleznodci od norm sit b i p, takich $amych jak normy (3.2).
e ¢

(1]
Dla przykiadu, w przypadku gdy b 0, p # 0, & moze byé réwny min(”b“ ’ ||P||)’

a &° réwne np. 0,05.
W przypadku, gdy nie istnieja przedzialy 47, w ktorych zachodzityby zwigzki (3.3),
rozwigzanie nie aproksymuje rozwigzania wzorcowego i przedstawiony model nie moze

by¢ stosowany.
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4. Rozwiazanie ogélne dla plaskiego stanu odksztalcenia

-

Zalozmy, ze funkcja deformacji i, zalezy jedynie od Z', y oraz ¥, = const. Oznacza to,
ze poszukiwane funkcje sa funkcjami jednej zmiennej przestrzennej Z', ktéra oznaczaé
bedziemy przez Z;

Yz, 2% = ¥1(2),
Y22, Z?) = const,
iz, 2% = P5(Z), a=0,l.

Niech ponadto sity masowe, wraz z powierzchniowymi obcigzeniami zewnetrznymi,
spelniajg warunek b, = 0, p5 = 0. Réwnania (2.3) przyjma wtedy postac

|
‘]/?.“+5¥/1’,“+(A_B)Y/g‘l+(A+B)97§_I—C(Yf?_}[/;)+f1°= 0>
—;!I/?,uwf/:,“ ~(A+ B3, — (A= B} + CP— D+ /i =0,
4.1) .
Pt = Ly +H(D=EB)P?  +(D+EYHL  —FP3-3)+/f3 = 0,
%‘1’ nt5,, =D+ - (D-E)¥} | +FP3-W)+fi =0,
gdzie
3w 32 3
42 T 2h(A+2u)’ T 2h(A+2pm)’ T oR(A+2p)°
' Y 3 _3(A+2u)
b= 2’ E= F=- uh®

Dodajac stronami (4.1), i (4.1), oraz (4.1)5 i (4.1),, a nastepnie odeJmUch od (4.1),
réownanie (4.1), oraz od (4.1), réwnanie (4.1), otrzymujemy:

3

7”,11_23)’.1 = _(flo+fxl)’

3! 0L f1

7'0.11_2EW,1 = —(T+/1),
4.3)

%w;“—kZAv,l—ZCw=f11—f1°’

t

~2—y;“+2Du.1—2Fy =f—-/17,
gdzie

u="Y+¥, w=¥-¥],
v=Y{+¥}, y=WI-Vi.
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Uklad réwnan (4, 3) rozwiazemy najpierw w przypadku, gdy znane sa wartosci funkcji
u, w, v, y oraz ich pochodnych w danym punkcie Z, € (¢, b,)

u(ZO)’ 7)(ZO); W(ZO)5 y(ZO)’
u(Zo), v,1(Zo), w,1(Zo), ¥,1(Zo)-

Calkujac dwukrotnie réwnanie (4.3) i uwzgledniajac warunki (4.4) otrzymujemy

4.4

z
43 u(@) = u(Zo)+u,(Z)(Z~Z)+ 3 B [ y(2)dz~
Zo

4

—in@E)z-20-2 fz [Zfz ’(f1°+f1‘)dZ]dZ’-

Zy

Analogicznie, z réwnania (4.3), otrzymujemy
z
4
4.6) v(Z)=v(Zy)+v,(Zo) (Z—Zo)+?E fw(Z)dZ—
Zo

z z
——;'—EW(ZO)(Z—ZO)—%ZJ( [f(f3°+f3‘)dZ]dZ'.

Zo

Z kolei z réwnan (4.3),,4 wyznaczymy funkcje w(Z), ¥(Z). Podstawiajac do (4.3) pochodng
funkcji v(Z) okreslong wzorem (4.6), dostajemy

8
4.7 %W,H—ZCW-I—?AEW = —24v ,(Zy)+
. 8 4 i |
+_3"EAW(ZO)+?Af(f;;o-l—f;;l)dz——flo-l—fll.
Zo

Uwzgledniajac réwnos’é—g—AE—ZC = 0, gdzie 4, C, E okreSlone sa wzorami (4.2), row-

nanie (4.7) otrzymujemy w postaci
*

z
16 8
(4.8) Wi = —4Av,,(Zo)+—3—AEW(Zo)+ 3‘/4 f (fao'l‘f\l)dz‘f'z(fll -/0).
. P

Calkujac dwukrotnie zwigzek (4.8) wzgledem Z i uwzgledniajac warunki (4.4) znajdujemy
funkcje

‘ 7t 72 _
49)  w2Z)= —44v.(Z)|5 — 5 +44v (Zo) Zo(Z—2Z,)+
7 73\ 1
+ %6 AEW(ZO)(T - TO) - TéAEW(Zo)Zo(Z—Zo) +

z z" z z

+§AZ!'{fI[Z°f (f3°+f;)dz]dz"}dz'—zzof[f(f,°—f;_)dz]dz'.

Zo Zo
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Podstawiajac do (4.3), pochodng funkcji u(Z), okreslona wzorem (4.5) otrzymujemy

I 8
@10) 5yt (?DB~2F)y = —2Du (Zo)+

z
+ 38Dy + 5 [P+ Rz 13,

3.
Zy
., . 8 . . -
W tym przypadku wyrazenie ?DB—ZF, stojace przy y(Z), jest mniejsze od zera (co

fatwo sprawdzi¢ wykorzystujgc zwigzki (4.2)). Wprowadzajac oznaczenia )

16 48(A+ )
—m*= - DB—4F =~ 7|
3 (A +2p) ,

4.11) 6 o z
§(Z) = —4Du\(Zo)+ 5 DBYZo)+ 5 [ (R+fAZ=2(f9~3),
AN

réwnanie (4.10) zapisa¢ moZna w postaci
(4.12). Y. (Z)—m*y(Z) = g(Z).

Rozwiazanie ogdlne (4.12) ma postaé; [3], s. 457—458:

z

z
. emZ ‘ -mZ e—mZ f YA m7 —-mZ
@1y 2= fe s@yiz— 5~ [ etg(z)az+ et Crem,
Zo Zo
. 1 emZo
gdzie C = ﬂe—mzt’[m)’(zo)‘*‘)/.l(zo)], C,= W[’"Y(Zo)—)/.x(zo)]-

Funkcje (4.5), (4.6), (4.9) i (4.13) sa rozwiazaniami ogdlnymi uktadu (4.3). Podsta-
wiajac je do zwigzkéw

' po - HEW Pl = =
4.14) 2 2
| o Uty y _ oty
W} - 2 ) W} - 2

otrzymujemy rozwiazania ogélne uktadu (4.1).
W przypadku braku warunkéw (4.4), funkcje u, w, v, y zaleza od o$miu statych a;,
i=1,2,...,8, ktéore wyznaczamy z warunkéw brzegowych (2.5) lub (2.5), i (2.6):
4 )
uZ)=a,Z+a,+ ?ny(Z)d T3 [f (f1°+f1‘)dZ:|dZ, .

o(Z) = aaz+as+§Efw(Z)dz—§fU(ffff;)dz]dz‘,

@.15) w(z)= —g-Af:J‘[J~(f'3°+f3‘)dz]dz}d2—

'

-2 {[f (ff—f,*)dz]dZ—M%Z?+aGZ+a7,

-mZ

&z
2m

W(Z) = J e "2g(Z)dZ— £ f éng(Z)dz_+;i4emZ+a5e-m2,
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gdzie m jest okreSlone zwigzkiem (4.11),, a

g(2) = _2'f(flo+f11)dz_2(f30—f31)—%Dal.

Wystepujace w (4.15) calki nieoznaczone powinny byé brane ze stalymi réwnymi zero,
gdyz stale rézne od zera dodano juz do statych a;.

Oznaczajac z kolei skladowe objetosciowych sit reakcji przez r,, r,, a sktadowe po-
wierzchniowych sit reakcji przez s,, s, oraz korzystajac z definicji sif reakcji mamy

(4.16)

rp = —(01,,1%+013.3) dla (Z,y)eB,

ry = —(031,,+033,3) dla (Z,y)eB,

ST = o3n5—p7 «dla  (Z,y)en”,

s, =1sF=o,nm—P, dla (Z,y)ednx{0,h>— i,
S, = 01;1';1~u1 dla (Z, y) € 0n,,

s = oyans—pt  dla (Z,y)en,

Ss=1% =o0um—Py da (Z,) edxx{0,hy— 0,

53 = 031;1—u3 dla (Z,y)e on,.

Podstawiajac do (4.16) wielkoscei (2.2), otrzymamy

4.17)

ry

rs

it

' 2+
—().+2u)[(1—-%) ?.“+%‘I’}.u]— P CANEL D)

"'/‘[(1" ;_7) :(5).11‘*‘7):?/3[.11]— — /""‘(t[lll,l_y/?.l)’

— LW -,

B =D+ i,

- CE20 gy -8,

A+2u
h

; A
i(/1+2u)[(1 - --,é) v, +%Wf.l] 5 W=V9-Py,

¥ P+ 1 -3,

: X .
s |(1= 2ot )+ F ey,

) 1
ol (1= 2 fo e o ~wp|-r,

, |
iﬂ[(l— %) - g.1+4;7—lpé.1+Tl(lp{_lp?)]’“ul-

Wzory (4.17) wykorzystamy w dalszym ciagu do oceny rozwigzan szczegétowych.

S
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5. Przyklady

a) Rozpatrzmy warstwe sprezysta z obcigZzeniem postaci:

pl=pi=0,
P8 = pH(a—|Z)), b
Py = —ps3,
gdzie
1 |Zl <a ) o
H(a—|z|) = {0, Zl>a funkcja Heaviside’a.

IHnnm

(-ah) fah)
h
tag) (a0) z_
LT
Rys. |

Oznacza to, zgodnie ze wzorem (2.4), ,, ze uogdlnione sily zewngtrzne f° i f' sg
postaci

0 - fl =0,
5.0) °f1 - Ji 1 1
SP =03 S35 =Dp3.

Uwzgledniajac zwiazki (5.1) w rdwnaniach (4.15), ot;zymujc"my

4
W(Z) = a12+a2+~3—3fy(2)d2,

o(Z) = a32+ag+—g—Efw(Z)dZ,

(5.2)
w(Z) = —2AayZ%*+agZ+ a5,
. emZ e-mZ
y(z) — ﬁf e—mZg(Z)dz_ 2m _ f e’"Zg(Z)a’Z+a4e'"Z+ase""z,
gdzie f

4
8(2) = —4pH(a—|Z])— ?Dal_

Rozpatrywana warstwa sprezysta jest tak obcigzona, ze funkcje deformacji powierzchni-
dolnej i gérnej powinny by¢ symetryczne wzgledem osi y, tj.:

WNZ) = Pi(=2), PUZ)=PU-2).
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Skoro W{+¥! = v oraz W{—W¥i =y, to
(5.3) v(Z2) =v(=-2), y(2Z)=y(-2).
Calkujac zwigzek (5.2),, otrzymujemy

4 Da emZ+e—mZ emz_e.—mZ
n; +by ——5——+b;

(5.4) ¥(Z) = ” - H(a—1Z)+ 5

gdzie by, = a,+as i b, = a,—as.

Z warunku (5.3), otrzymujemy b, = 0. Z kolei z warunku lim y(Z) = 0 otrzymuje-
Z> 40

my b, =0iaq =0.
Podstawiajac funkcj¢ (5.4), po uwzglednieniu b, = b, = a; = 0, do (5.2), otrzy-
mujemy

16p

, .
(55) u(Z) = a,+ W

BZH(a—|Z)).

Funkcja w(Z) okres$lona zwigzkiem (5.2); powinna takze znika¢ w nieskonczonosci.
Oznacza to, ze a; = ag = a; = 0, czyli w(Z) = 0. Uwzgledniajac te warunki w rownaniu

(5.2), oraz lim #(Z) = 0, otrzymujemy ag = 0, czyli v(Z) = 0.
Z— 400
Stala a, wystgpujaca w (5.5) wyznaczymy z warunku ¥9(0) = 0, co wobec znikania

funkcji w(Z) daje warunek #(0) = 0. Stad a, = 0.
Poszukiwane funkcje maja wiec postac
w(Z) =v(Z) =0,

5.6 W(Z) = 5 BZH(@- |2,

y(2) = H( a—|Z)).

Uwzgledniajac (4.14) i (5.6), otrzymujemy

i

8
¥ = 5 BpZH(a—|Z)),

3m
W= o,
(5.7) ! 2‘
2
w3 = % Ha-12)),
W= Y.

Funkcje (5.7) sa w tym przypadku rozwiazaniami uktadu (4.2). Podstawiajac (5.7) do (1.2)
otrzymujemy funkcje¢ deformacji dla ptaskiego stanu odksztalcenia w postaci

8
X1 = W‘BPZH("—IZD,

| =2 2 (1~ 2) =120,
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Obliczajgc, po uwzgledniediu (5.7), sity reakcji (4.17),_¢, mamy

ry=ry=0,
' s9 =5l =0,
(5.9) o (A+2u)2—422
153 =p Wa—l H(a—\Z]), .
S; = _S(S)’ ‘

gdzie 8 = hja. Sity reakcji (5.9) sa funkcjami statych materialowych 4, w, intensywnoéci
obcigzen p oraz parametru opisujacego stosunek wysokoéci do dhugoéci przedziatu, w kt6-
rym dzialaja obciazenia.

Wprowadzmy nastepujaca norme sit reakcji

(5.10) 11531l = max|s3| = | p(wd— 1),
ZeR
gdzie
_ Oz -ar |
T 488G+
Parametrem opisujagcym tutaj granice stosowalnosci otrzymanego rozwigzania jest 6.

Jezeli2u 5 A, tzn. (A+2p)2—44% # 0, funkcgja (5.10) jest liniowa wzgledem i dla 8% = %
mamy [|s3]| = 0. Dla tego przypadku rozwigzanie (5.8) jest takze rozwiazaniem réwnan
(3.1), tj. réwnan klasycznej teorii sprezystoSci. Z kolei dla § € (6¥~e, 6*+¢), ¢ > 0,
rozwigzanie (5.8) aproksymuje nieznane rozwiazanie ukiadu (3.1) z bledem réwnym sw.
Widaé stad, Ze zaréwno przy # — co, jak i a —» 0, rozwigzanie (5.8) jest coraz gorsze
(warto$¢ bezwzgledna sity reakcji sJ dazy do nieskoficzonosci).

W przypadku 2u = A mamy 59 = —pH(a—|Z|).

Powierzchniowa sila reakeji 53 jest tutaj rzedu obcigzenia zewnetrznego (s = —p3)
i rozwigzanie nie mozZe by¢ stosowane do opisu problemu w ramach klasycznej teorii
sprezystosci. .

b) Rozpatrzmy teraz obcigzenie warstwy postaci:

120
pPR=pi=0, pS=pe o, p3=-ps,

gdzie C = const > 0 (rys. 2).

A
Y

>

-

. Rys. 2
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W tym przypadku uogdlnione sity £ i f! s3 postaci
fR=1=0, f2=p fl=p.
Poszukiwane funkcje u, w, v, y sa teraz réwne
w(Z) = v(Z) = 0,
16pBc? 1z

(.11) ! MZ) = = Foegaoy) BUE T
4per _ 121
" p 2,,2
Y() 2 16’ »  c'm® # 1.
Podstawiajac (5 11) do (4.14) otrzymujemy
8ch3 12
o _ _ oYt -
'_{/1 3(6‘2 ) sgnZe ’
2pe? 121
g/o = —FV—F A
(5.12) 3= i1 ¢ )
v = vy, ‘
¥i = —Ws. .
Postepujac podobnie jak w przypadku a), otrzymamy sity reakcji w postaci
dpuc? 2|
Py o= ic— sgnZe e,
h(c*m?—1)
B 2peu 1 2y)e_i
3= T h <
1Z]
(5.13) 9= 2P nze e,
c2m?—1
st =59,

12| 4(},—{-2#)6‘2 4722
o _ AT ERTE
§3 = pe [/1(c2m2-—1) s Z(/Z(szz_l)(l‘*‘,u) —1)]’

s =358, mic?#£ 1.

Wprowadzajac analogiczne do (5.10) normy sit reakeji, z rownan (5.13) otrzymujémy

| = dpp(A+2m)6
sl = | a2 6 =48 ) |
3
llrsll = =Ml
(5.14) [Is?1l = llrslls
_ 4[(A+2p)%+ 226
||S3” - max{p (}.+2‘u,)(32—48(ﬂ.+‘u,) +1 »

‘ A=+ + 206
(A+2u) 2 —48(2+ ) ’

gdzie 8 = h/c jest parametrem opisujacym stosowalno$¢ otrzymanego rozwiazania.
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Sktadowe objetosciowych sit reakeji: podtuzna ry i poprzeczna rs; daza do zera, jezeli
grubo$¢ warstwy jest coraz mniejsza (lub ¢ — o). Podobnie zachowuja si¢ podiuzne po-
wierzchniowe sity reakcji s?, si. W przypadku skiadowych poprzecznych powierzchnio-
wych sit reakcji 59, s3 otrzymamy dla § = 0, s§ = 1. Oznacza to, ze przy zmniejszeniu
grubosci warstwy (lub zwigkszeniu ¢ przy ustalonym /1) rozwiazanie (5.13) nie opisuje
zachowania si¢g warstwy pod danym obcigzeniem. Ponadto, ze wzoréw (5.14), wynika,
ze [|s3]] > | dla 6 # 0. Otrzymane rozwiazanie (5.13) nie moze wigc byé stosowane dla
zadnej & (poprzeczne sily reakcji powierzchniowych sg wigksze od sit przylozonych).

\

6. Uwagi koncowe

Rozwazane w pracy tarcze i plyty stanowia szczegdlng klasg cial sprezystych z wiezami
dla deformacji. Zalozono, ze funkcja deformacji dzwigara jest liniowa wzgledem niezna-
nych funkcji opisujacych ruch powierzchni dolnej i gdrnej dZzwigara oraz wyrdznionej
zmiennej przestrzennej opisujacej kierunek prostopadly do tych powierzchni.

Podstawowy uklad réwnan otrzymuje si¢ z zasady d’Alemberta. Rozwiazujac pod-
stawowy uklad réwnan wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi (tj. wyznaczajac
niewiadome funkcje W°, W!, opisujace ruch powierzchni dolnej i gérnej) mozemy, wyko-
rzystujac funkcj¢ wigzoéw dla deformacji, okresli¢ ruch dzwigara traktowanego jako ciato
trojwymiarowe. Otrzymana funkcja deformacji_jest okre§lona w kazdym punkcie ciala
i na ogot rozni sie od funkeji deformacji, jakg otrzymaliby$§my w ramach klasycznej teorii
sprezystosci. W pracy formuluje si¢ kryterium stosowalnosci modelu, pozwalajace ocenié
réznice migdzy otrzymanym rozwigzaniem modelowym, a nieznanym rozwigzaniem linio-
wej teorii sprezysto$ci.

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia otrzymuje sig, dla dowolnego obcigzenia
zewnetrznego, rozwiazanie zamknigte.

Praca zilustrowana jest dwoma przykladami warstwy spr¢Zzystej obcigZzonej samo-
zrownowazonymi uktadami sit dziatajacych pionowo na dzwigar.

Sformutowany model tarcz 1 plyt sprezystych jest szczegdlnym przypadkiem modelu
warstwowego powlok, ktérego opis znajduje sig w [2].
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Pesowme

VIIPYTUE JUCKU Y NUIACTUHBI C JIMHEVMHLIMU CBA3SIMHU
LT JEG®OPMALIMIA

B craTtee KOHCTPYyUpYeTCS MOOENs YHPYCUX AUCKOB M TUIACTHH B TEPMHHAX MEXaHUKH crmoumou
cpenpl C NpAMBbIMH CBA3aMu. [IpuHATO, uro (QyHKuna KedopmauMH JHCKA HJIH IUIACTHHBI mmem-[aﬂ
[I0 OTHOLIEHMIO K HEW3BECTHBIM (QYHKUMAM, OMHCHIBAIOIUM XBIKCHHE HIKHEH U BepXHEH nosepxnocm

/
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KOHCTPYKLHH & TalyKe 10 OTHOLIEHHIO K BBIJEICHHOI ITPOCTPAHCTBEHHOI IePeMEHHO, ONHChIBAIOLIET
HOPMAJIbHOE KK HTHM IIOBEPXHOCTAM HanpapjeHHe. TaKue OrpaHHUEHHST HA3BAHBI JIMHEHHBIMU CBA3SMIU
01 pepopmaryit. C IOMOLIBLIO H3BECTHBIX BaPHALMOHHBIX METONOB MOJIYYEHA OCHOBHAS CHCTEMA ypaB-
HEHHI MopOenu. .

Cchopmyniposan KPHTEPHIA, OUEHHBAIOIHI TOMHOCTE MMOJIYUeHHbIX DeNIeHHH 1 MPHBENEHBI TOUHbIE
PELUIEHHSA MI0CKOro COCTOMHMA Aedopmaiy A o0Wero Cyyast Harpy)<eHusi. B 3akimoueHne pacemoT-
PeHbI IBe KpaeBble 3aAaud AJISI YOPYLOLo CJIOS, HaIPYMEHHOIO CaMOyPaBHOBEICHHBIMH CHCTEMaMH
CMJI, MeHCTByIOLIMMH [MApajlIeSIbHO K OCH BBIIEJCHHOH IIPOCTPAHCTBEHHO! IEepeMeHHOI.

Summary

N

ELASTIC PLATES WITH LINEAR CONSTRAINTS OF DEFORMATION

A model of elastic plates is constructed on the basis of continuum mechanics with simple constraints.
The function of deformation of the plate is assumed, to be linear in the unknown functions describing the
motions of its lower and upper surfaces and in the coordinate normal to those surfaces. These limitations
are called the linear constraints of deformation. The fundamental equations of the model are derived by
means of variational methods. A criterion of estimating the accuracy of the solutions derived is then
formulated and closed form solutions of the plane strain cases are given for a general case of loading. In
conclusion, the boundary value problems are considered for an elastic layer loaded by self-equilibrated

forces normal to the surfaces.
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