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1.  Wstęp 

Analizę  duż ych  ugięć  prowadzi  się  zwykle  na  podstawie  nieliniowej  tzw.  technicznej 
teorii  powłok,  wykorzystując  przy  tym  metody  wariacyjne.  Postać  ugię tej  sprę ż yś cie 
powłoki  jest  aproksymowana  układem  funkcji  z  pewną  liczbą  wolnych  parametrów. 

Rozwią zania  uzyskane  tą  drogą  są  bardzo  pracochłonne  rachunkowo,  a  w  wielu  przy­
padkach  dają  dosyć  zasadnicze  rozbież noś ci  w  porównaniu  z  wynikami  prac  doś wiadczal­
nych.  Te  rozbież noś ci  przypisuje  się  przybliż onemu  charakterowi  stosowanych  równań. 
Obecnie  brak  jest  teorii  tak  dokładnej,  a  z  drugiej  strony  nie  nazbyt  skomplikowanej 
rachunkowo,  która  przy  obecnym  poziomie  wiedzy  matematycznej,  pozwalałaby  uzyskać  
efektywne  wyniki.  Dlatego  szeroko  prowadzone  są  próby  innego  podejś cia  do  tego  typu 

Taki  nieklasyczny  sposób  rozwią zania  zagadnienia  zachowania  się  powłok  walcowych 

i  stoż kowych  poddanych  działaniu  osiowych  sił ś ciskają cych  przedstawiony jest w prezento­
wanej  pracy. 

Utracie  statecznoś ci  analizowanych  konstrukcji  towarzyszy  pojawienie  się  bardzo 

duż ych  ugię ć,  a  ich  cechą  charakterystyczną  jest  kształt  podobny  do  pokazanego  na  rys.  1. 

W  obydwu  przypadkach,  po  utracie  statecznoś ci  powierzchnia  deformuje  się  
w  prawie'  płaskie  trójką tne  obszary,  połą czone  wzd łuż  powierzchni  silnie  zakrzywio­
nych.  Wiadomo,  że  dla  typowych  materiałów  konstrukcyjnych  dopuszczalne  odkształ­

zagadnień. 

Rys.  1 

9» 
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cenie  sprę ż yste  jest  niewielkie.  Przykładowo,  dla  stali,  przy  przyję ciu  E  =  2 •  I06  kG/cm2 

Rc  =  4 • 10­1  K G / c m2  otrzymujemy  em a x  =  2­  10~3.  Oznacza  to,  że  dopuszczalna  sprę­

ż ysta  deformacja  powłok  charakteryzuje  się  zmianą  metryki  powierzchni  ś rodkowej  mniej­

szą  niż  0,2%.  Jeż eli  taka  deformacja  zwią zana  jest ze  znaczną,  tak  jak  na  rys.  I,  zmianą  po­

staci  powierzchni,  to  rzeczywista  powierzchnia  odkształcona  musi  być  bardzo zbliż ona  do 

powierzchni  przekształconej  izometrycznie  tzn.  otrzymanej  tylko  przez  zginanie  i  charak­

teryzują cej  się  niezmiennoś cią  pierwszej  formy  kwadratowej  powierzchni.  W  pracy  poka­

zano,  w  jaki  sposób  moż na  analizować  zachowanie  się  powłok,  przybliż ając  rzeczywistą  

powierzchnię  odkształconą,  nie  układem  funkcji,  ale  pewną  klasą  powierzchni,  tzw.  quasi­

izometrycznych  do  powierzchni  począ tkowej. 

Ponieważ  w  ogólnym  przypadku  nie  moż na  zbudować  powierzchni  odkształconej 

izometrycznie.  która  jednocześ nie  byłaby  regularna,  jako  przybliż enie  rzeczywistej  po­

wierzchni  odkształconej  F  bę dziemy  przyjmować  powierzchnię  F,  która  jest  izometrycz­

nym  przekształceniem  powierzchni  począ tkowej,  za  wyją tkiem  pewnego  obszaru  5,  nie­

wielkiego  w  stosunku  do  całej  powierzchni  F. 
Obszar  jest  tak  dobrany,  że  cała  powierzchnia  F  zawarta  jest  w  klasie  powierzchni 

regularnych,  a  więc  jest  cią gła  i  ma  cią głą  pochodną.  Z  izometrycznoś ci  powierzchni 

F—S  wynika,  że  jej  krzywizna  Gaussa  jest  równa  zeru,  tak  jak  krzywizna  powierzchni 

począ tkowej.  > 

Klasę  powierzchni  quasi­izometrycznych  F  opisujemy  skoń czoną  liczbą  parametrów 

qt,  ...,qk­ fch  wartoś ci  wyznaczono  wykorzystując  zasadę  wariacyjną  Lagrange'a,  która 

mówi,  że  pod  działaniem  danego  konserwatywnego  obcią ż enia  zewnę trznego,  spoś ród 

wszystkich  moż liwych  konfiguracji  F  spełniają cych  warunki  brzegowe,  powłoka  przyjmie 

taką,  dla  której  funkcjonał  W(h)  bę dzie  stacjonarny, 

W(~)=  щ 7)­А „(Р ), 
gdzie: 

U(F)  — energia deformacji  zgromadzona w konstrukcji  na  wskutek zmiany powierzchni 

od  konfiguracji  począ tkowej  F0  do  konfiguracji  F. 

AP(F)  — odpowiadają ca  tej  zmianie  praca  sił  zewnę trznych  p. 

Pisząc  warunek  stacjonarnoś ci  w  postaci 

w  •  | t ­ o ;  ...  4 ­Ł.O,  ;•  •  ­
dqi  Sqk 

otrzymamy  zależ noś ci,  których  odpowiednia  analiza  pozwala  okreś lić  zależ noś ci  mię dzy 

parametrami  q{,  ....  qk  a  obcią ż eniem  /;. 

2.  Geometria  powierzchni zdeformowanej 

Model  powierzchni  izometrycznych,  przydatny  do  symulacji  rzeczywistych  powłok 

odkształconych,  pokazany  jest  na  rys.  2. 

Potrzebne  do  dalszych  rozważ ań  wielkoś ci  geometryczne  dla  powłoki  walcowej  przed­

stawiono  na  rys.  3. 
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Przyjmujemy  oznaczenia: 

n —  liczba  elementów  romboidalnych  na  obwodzie,  w  uję ciu  klasycznym  odpo­

2.П R 

wiada  to  liczbie  fal  w  kierunku  obwodowym,  wtedy  a  =  ; 

Д = -7  stosunek  szerokoś ci  elementu  romboidalnego  do  jego  wysokoś ci; 

2ć >, —  kąt  płaski  mię dzy  płaszczyznami  trójką tów,  mierzony  wzdłuż  krawę dzi 
ukoś nych; 

2d2  —  kąt  płaski  mię dzy  płaszczyznami  trójką tów,  mierzony  wzdłuż  krawę dzi 
poziomych. 

/  
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Po  elementarnych  wyprowadzeniach  otrzymamy: 

(2)  sinóv =  A t g ­ ­ , . 
2n 

l ­ ( L + 2 A 2 ) t g 2 

cos2<3,  =•  
2n 

1+tg2 

• 2n 

Dla  powłoki  stoż kowej  model  obliczeniowy pokazano  na  rys.  4. 

Rys.  4  1 

W  tym  przypadku  zależ noś ci  geometryczne  mają  bardziej  złoż oną  postać  i są  nastę pują ce 

cos (rp­6'2)  = 

A — cos­"­
sina  ­,n 

л  A — cos a 
sin— 

n 

(3)  cos(y+<>2) 

A cos  1 
sin a  n 

sin­
л  Л cos a — 1 

cos2<5,  = 

л я'  я  
1  ­  ­Г   tg—  COS(C7­0 2 ) 

l  n 

j / l  + t g 2 ^  [sin2 (<р­д Ц +  [~ff­ ł*cos(<p­  '52')ctg ­̂

<p — kąt  mię dzy  tworzą cą  a  podstawą  stoż ka  niezdeformowanego, 

ж   • 

gdzie  oznaczono: 

t  mięc 

COS (p 
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A  s i n a  i  / ,  /  sina  \ 2 

2sina  ",  •  
d  A — cos a  ' 

Warto  zauważ yć,  że  poszczególne  wartoś ci  ką tów  nie  zależą  od  położ enia  elementu 

obliczeniowego  wzglę dem  tworzą cej.  Wynika  to  z  przyję cia  pewnych  geometrycznych 

założ eń,  wyjaś nionych  dokładnie  w  [6]. 

Mię dzy  innymi,  wysokoś ci  poszczególnych  segmentów  romboidalnych,  mierzone 

wzdłuż  ś cianki  są  nastę pują ce 

COS(/ 

gdzie:  R —  promień  dolnej  podstawy  stoż ka, 

b  — wysokość  elementu  romboidalnego  dla  modelu  powłoki  walcowej, 

/ — kolejny  poziom  licząc  od  podstawy. 
•  Я  

Łatwo  przekonać  się,  że  wzory  (3)  przyjmują  postać  (2),  jeż eli  q  ­*  ­ ­  (powłoka  walco­

wa),  natomiast model  z  rys.  4 przechodzi  w model  pokazany  na  rys.  3. 

W  dalszym  cią gu  zajmować  się  bę dziemy  tylko  modelem  powłoki  stoż kowej.  Wszystkie 

zależ noś ci  dotyczą ce  modelu  powłoki  walcowej  otrzymuje  się  przy  <p­*^­.   Warto  za­

uważ yć,  że  dla  wartoś ci 
,  я  1— cos  a  ' 
V  =  c t g ^  — 

s i n y 

j' 

model  «składa  się»  tak,  że jego  wysokość  staje  się  równa  zeru.  Narzuca  to  ograniczenie 

na  wartość 7.  w  postaci 

/  < V . 

Ostatecznie,  z  przedstawionych  rozważ ań  wynika,  że  taka  czysto  izometrycznie  od­

kształcona  powłoka  opisywana jest  za  pomocą  dwóch  parametrów  /  i 

Nastę pnym  etapem  jest  zastą pienie  krawę dzi,  wzdłuż  których  łą czą  się  płaszczyzny 

trójką tne,  powierzchniami  silnie  zakrzywionymi  o  bardzo  małej,  ale  skoń czonej  szerokoś ci. 

W  tym  przypadku  przyję to  je  w  postaci  wycinków  powierzchni  stoż kowych.  Obszary  te 

bę dziemy  nazywać  ż ebrami.  Ich  kształt  dla  /­tego elementu pokazuje  rys.  5. 

Wprowadzono  oznaczenia:  . 

bi  —  szerokość  ż ebra  ukoś nego,  mierzona  przy  podstawie  dla  poziomu  i  — 0  (przy 

dolnej  podstawie  stoż ka), 

b2  —  szerokość  ż ebra  poziomego  dla  poziomu  i  =  0, 
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Dla  modelu  odpowiadają cego  powłoce  walcowej  ż ebro  ukoś ne  bę dzie  miało  stałą  
szerokość  (patrz  np.  [4]). 

Przyjmiemy  bezwymiarowe wielkoś ci  charakterystyczne,  bę dą ce  stosunkiem  najwię kszej 
szerokoś ci  ż eber  do  ich  długoś ci,  to  znaczy: 

2b,  2b22 
Lsina  Ls ina 

cos /3g 

Okazuje  się, że  te  wielkoś ci  są  bardzo sobie bliskie  (patrz  [6])  tak,  że  nie  popełniając  duż ego 

błę du  moż na  przyjąć  

2b,  cos co 

R  sin a 

W  ten  sposób  otrzymujemy  trzeci  parametr  charakteryzują cy  zdeformowaną  powierzchnię. 

Otoczenie punktu  powstałego  z  przecię cia  się teoretycznych  lini i  ż eber  (rys.  6)  bę dziemy 

nazywali  wierzchołkiem. 

cos  fi. 

W  obszarze  wierzchołka,  fragmenty  płaskich  trójką tów  i  stoż kowych  ż eber,  a  więc 

elementy  o  powierzchni  rozwijalnej,  muszą  się  tak  do  siebie dopasować,  aby  cala  powierz­

chnia  była  powierzchnią  regularną.  Oczywiś cie,  w  obszarze  wierzchołka  powierzchnia 

musi  mieć  krzywiznę  Gaussa  róż ną  od  zera,  a  więc  nie jest  ona  izometrycznym  przekształ­
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ceniem  powierzchni  począ tkowej  i  nie  moż na  jej  otrzymać  przez czyste zginanie.  Przyję to, 

że obszarem  tym jest  prostokąt  o  wymiarach podanych  na  rys.  6.  Wielkoś ci  Lv  i L2  moż na 

obliczyć,  po  elementarnych  przekształceniach,  jako  funkcje  parametrów  X, n  i ,м. Charakter 

ugię cia  pokazany jest  na  rys.  7. 

Rys.  7 

Wzdłuż  boków  AB  i  DC  wierzchołek  łą czy  się  z  ż ebrami  poziomymi,  a  wzdłuż  AD 
i  В С  z  parami  ż eber  ukoś nych.  Stąd  wynikają  wartoś ci  ką tów  podane  na  rysunku. 

Analityczną  postać  ugię cia  przyję to  w  postaci 

(4) 

gdzie: 

A  = 

В  = 

.  .  2nx  _  я х  2ny  _  ny 
w  =  Л sin—;:  h Bcos­­— cos —  bCcos ­ ­̂

V 

~^(t%d'±  + tgd'2)e 

­id 
L 

­id 
L 

С  =  tg  arcsinl sinco—sin—­I 
2/isina  1  ~'i 

tgĄ e17. 
sin 2fiq 

Funkcja  ta  spełnia  geometryczne  warunki  brzegowe,  narzucone  na  wielkoś ci  ką tów 
obrotów  krawę dzi  w  naroż ach  płyty  i  w  ś rodkach  boków. 

Do  spełnienia  pozostają  jeszcze  warunki  zgodnoś ci  w  płaszczyź nie  prostoką ta,  takie 
aby  pasował  on  do  pozostałych  elementów.  Wobec  skomplikowanego  kształtu  krawę dzi 
wierzchołka  warunki  tak  sformułowane  są  zbyt  kłopotliwe,  moż liwe  jest  natomiast  inne 
podejś cie.  Powierzchnia  otaczają ca  obszar  wierzchołka  jest  powierzchnią  izometrycznie 
przekształconą  bez  odkształceń  powierzchni  ś rodkowej,  a  więc  też  bez  dodatkowych 
naprę ż eń  błonowych.  Te  naprę ż enia,  bę dą ce  wynikiem  zmiany  pierwszej  formy  kwadrato­
wej  powierzchni  pojawią  się  tylko  w  obszarze  wierzchołka.  Ich  wartoś ci  wyznaczymy 
z  jednego  z  równań  teorii  powłok,  traktując  wierzchołek,  jako  powłokę  mało  wyniosłą. 

(5)  Т У 4 Ф =  " \L(w,w)­Vk w, 

gdzie  Ф —• klasyczna  funkcja  naprę ż eń. 

10  Mech.  Teoret.  i  Stosowana  2/77 
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Warunkami  brzegowymi  dla funkcji  Ф bę dzie  znikanie  naprę ż eń  na  brzegu.  Prawa 

strona  równania  (5), po podstawieniu  zależ noś ci  (4),  jest  znaną  funkcją  współrzę dnych 

lokalnych  wierzchołka  i parametrów  A, n, i ц . 

Równanie  (5)  rozwią zano  numerycznie  za  pomocą  metody  róż nic  skoń czonych, 

otrzymują c,  dla  danych  parametrów  geometrycznych,  wartoś ci  Ф w  danych  punktach 

wierzchołka.  Szczegóły  obliczeń  podano w  [6]. 

3.  Energia  wewnę trzna 

Mając  okreś loną  powierzchnię  aproksymują cą,  przystę pujemy  do obliczenia  zwią zane 

z  nią energii  sprę ż ystej.  Obliczymy  energię  przypadają cą  na jeden  «segment»  oznaczony 

na  rys.  4 literami  ABLK.  Wzdłuż  obwodu  powłoki  jest n takich  elementów.  Bardzo  waż ną  

własnoś cią  modelu z rys. 4 jest to, że energia zgromadzona w elemencie  nie  zależy  od  jego 

położ enia  wzdłuż  tworzą cej.  Dowód  tego znajduje  się w pracy  [6]. Wobec tego, do  oblicze­

nia  energii  zgromadzonej  w całym  modelu  wystarczy  znaleźć  energię  zwią zaną  z jednym 

elementem  i  pomnoż yć  ją  przez  liczbę  elementów.  W  obszarach,  w  których  krzywizna 

Gaussa jest  równa  zeru, energia ta bę dzie  wynikiem  tylko  zginania.  Obliczymy ją ze  wzoru 

(6)  A U  =  TI}  i(M)2  + (^j) 2  + 2v(A>(i)(Axj) +  2(l­v)(AKij)
2]dS, 

s 

gdzie S —  pole  powierzchni  izometrycznych, Axh  Axj, AxtJ  — zmiany  krzywizny  w ukła­

dzie ortogonalnym  (1,7)» РГ 2У  czym zmiany krzywizny  liczymy w sposób  ś cisły jako  róż nicę  

krzywizny  powierzchni  począ tkowej  i  krzywizny  powierzchni  zdeformowanej.  Jako  przy­

kład  podamy  obliczenie energii  dla  elementu  trójką tnego  powłoki  walcowej.  Jeż eli  przyjąć  

kierunek  x  wzdłuż  tworzą cej,  to 

Axx'=*  0 ­ — =  ­ — ,  А ну =  Axxy  = 0, 

wtedy 

D  ab­F 
A U B  = 

R2 

gdzie  F—pole  powierzchni  ż eber  i wierzchołków  w jednym  segmencie  obliczeniowym. 

Wprowadzając  współczynniki  bezwymiarowe,  otrzymamy 

Dl a  powłoki  stoż kowej  otrzymuje  się  wyraż enie  nieco  dłuż sze 

,TT  _ 2n  .  ,  /s ina  ,  I.  / s i n a \2 \  >, 

gdzie 

_  и  Г .  ^ 4 c o s a ­ ll  A2  + l  , , , ,  .  , 
В  = —i~­  sma+  .  .  .­ •  ;  ­ / K

2 ( A 2 + s in2 a+l) 
cosa  l  Asm2fig  J A2  + A  r  v  ' 

A +  l 
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Dl a  obszaru  wierzchołka  wykorzystać  moż na  uproszczone  klasyczne  wzory na  zmianę  

krzywizny  w  postaci 

82w  d2w 
A K j  ~  ~ ~Щ '  A X l j  ~  7  ­dĘ ć bcj  ' 

gdzie w miejsce  w podstawić  należy  funkcję  (4). 
Energię  błonową  zgromadzoną  w wierzchołku  obliczamy ze wzoru 

(7)  A U„  =  ~  jj [(У 2Ф )2  ­  (1 +v) L(Ф ,  0)]dF, 
F 

gdzie  funkcję  Ф wyznaczono z równania  (5). Wzór  ostatni  moż na  przekształcić  do postaci 

R \  Ł/t Lj 
AUb^bDil­v2)^  .­L^I ŝ ,n,fi,q>). 

Funkcję  7S  wyznaczono  w  sposób  przybliż ony  aproksymując  wyniki  obliczeń  numerycz­

nych.  M a ona  postać  

­  s i n, ) 4 ( J , + 275P­790A   +  691  +  ^)  ( L + . ­ ^ J  x 

i  Г 1 ­6м (0.775­u)  1 T ,  n „ l  я  \2' 

x[  J [ 1 + 0 1 2U H . ­
Błąd  aproksymacji,  w szerokim  zakresie  zmiennoś ci  parametrów  n, Я, pi i cp,  nie prze­

kraczał  5%. Szczegóły  obliczeń  moż na  znaleźć  w [6]. 

Pracę  sił zewnę trznych  wyznaczono  jako  iloczyn  siły  osiowej  przez  zmianę  wysokoś ci 

całej  powłoki,  łatwą  do wyliczenia  przy  znanej  geometrii  deformacji.  Przedstawia  się  ona 

nastę pują co: 

2  sin2cp  l+A 
AB  — 2л к2п с Т о  ­  ;— 

C O S 7?  A 

(8) 

A­l  .  1  1 \  .  ,  . ,. 
sin cp—   I c o s a——  I sin (cp+  o2) — 

A 

.  .  A+l  ,  A2_A2il­m) 

A2­l 

gdzie:  m — liczba  segmentów  wzdłuż  tworzą cej,  с 0 — ś rednie  naprę ż enia  ś ciskają ce 

w  kierunku  tworzą cej. 

4.  Analiza numeryczna 

Otrzymaliś my  w ten sposób  obydwa  człony  funkcjonału  energii  IFjako  funkcje  para­

metrów  1,  n  i  u. 

Warunki  (1) zapiszą  się teraz w  postaci 

dW  dW  dW 

»  # ­ 0 :  T F = 0 ;  ­ ^ ­ 0 ; 

I . 
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Te  trzy  równania,  po  wykonaniu  róż niczkowania,  przedstawiają  układ  trzech  nieliniowych 

o  R  R 

równań  algebraicznych,  wią ż ą cych  pięć  wielkoś ci  bezwymiarowych  n,  А, [л ,  °  ,  —­  siny. 

W  obliczeniach  układ  (9)  praktyczniej jest  doprowadzić  do  postaci 

która  pozwala,  przy  zadanej  wartoś ci  ­j­  i  <p,  wyznaczyć  p0  jako  funkcję  jednego  z  para­

metrów  geometrycznych  n,  ц ,  A. 

Obliczenia  numeryczne  przeprowadzono  dla  kolejnych  wartoś ci  n  ^  3.  Przykład 

uzyskanych  zależ noś ci  pokazuje  rys.  8. 

i l  Pg/sin  Ip 

I   l  i  i  i  I  I  L _ V 
2  4  6  8  W  12  14  16 

Rys.  8 

Okazało  się,  że  przy  danej  wartoś ci  ­r  siny  istnieje  pewna  maksymalna  wartość  

n  — "max .  dla  której  układ  (10)  ma  jeszcze  rozwią zanie.  Oznacza  to,  że  niemoż liwa  jest 
stateczna  konfiguracja  powierzchni  dla  n  >  пт л х.  Siłę  odpowiadają cą  wartoś ci  n =  nmix 

oznaczono  pN.  W  dalszej  czę ś ci  pokaż emy,  że  ma  ona  istotne znaczenie  w  teorii  statecz­
noś ci  sprę ż ystej  powłok. 
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Inny  wariant  obliczeń  wykonano  odrzucając  trzeci  z  warunków  (9).  Rys.  9  pokazuje 

obliczone  zależ noś ci  dla  jednej  zadanej  wartoś ci  ~­  sin 99=  500;  jest  wzglę dną  

zmianą  wysokoś ci  powłoki. 

л a, 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

Liniowe  rozwią zanie 

B/h­575 
tp­  ж /3 

,n­9 

W 
ч  

MS. 
H  h 

10  20  30  40  50 

Rys.  9 

60 

Wykres  ten  pokazuje  przebieg procesu deformacji  powłoki.  Najbardziej  na  lewo,  prawie 

pionowa  lini a  odpowiada  procesowi  w  zakresie  małych  odkształceń  przed  utratą  statecz­

noś ci.  Po  przekroczeniu  obcią ż eń  krytycznych,  powierzchnia  powłoki  gwałtownie  faluje 

się, przy jednoczesnym gwałtownym  spadku  obcią ż enia.  Liczba fal w kierunku  obwodowym 

spada do  wartoś ci  odpowiadają cej  pierwszej statecznej postaci  (/?max), przy dalszym  wzroś cie 

skrócenia  nastę puje  przeskok na  nastę pną  stateczną  postać  z liczbą  fal  o jeden mniejszą,  itd. 

W  badaniach eksperymentalnych jako  wartość  tzw.  dolnego obcią ż enia  krytycznego  podaje 

się  zwykle  wartoś ć,  do  której  zmniejsza  się  obcią ż enie  w  momencie  utraty  statecznoś ci 

formy  pierwotnej  (np.  [7],  [8],  [9]). 

W  przedstawionych  rozważ aniach  jej  odpowiednikiem jest  więc  wartość  . Na  rys.  10 

pokazano  jej  zależ ność  w  funkc j i™  siny. 

Zwraca  się  uwagę  na  nastę pują ce  fakty: 

1.  Krzywe  dla  róż nych  9? praktycznie  pokrywają  się.  Wskazuje  to  na  moż liwość  prze­
liczenia  wyników  badań  uzyskanych  dla  powłok  walcowych  na  dowolne  powłoki  stoż­
kowe.  Ten  wniosek  był  wysuwany  przez  wielu  autorów  prac eksperymentalnych  (np.  [9]), 
nie  został  jednak  dotąd  właś ciwie  teoretycznie  udokumentowany. 

2.  W  porównaniu  z  wynikami  badań  doś wiadczalnych,  szczególnie  licznych  dla  powłok 
walcowych  ([7,  9,  12]),  krzywa  z  wykresu  10 wykazuje  zadowalają cą  zgodnoś ć. 

3.  Rozwią zania  klasyczne  (za  pomocą  równań  technicznej  teorii  powłok) jako  wartoś ci 
współczynnika  dolnego  obcią ż enia  krytycznego  podają  zawsze  wartość  stałą,  niezależ ną  
od  stosunku  R/h,  natomiast  bardzo  czułą  na  postać  funkcji  aproksymują cej.  Jest  to  jedną  
z  istotniejszych  wad  tych  rozwią zań. 
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tu? 

0,24 

0,16 

CMS 

Po/sin <p 

tp­я /б  ж /3  ж /2 

J_  I 
Rsin (p/h 

0  400  800  1200  1600  2000  2400  2800  3200  3600  4000  4400 

Rys.  10 

Ki lk a  ciekawych  wniosków  moż na  uzyskać  zakładają c,  że liczba  fal jest  stosunkowo 

duż a,  tak że zależ noś ci  (3) moż na  uproś cić  do postaci 

(11) 

S'?  s  6'2'  Ł  y ­ ^ ­  sin95, 

i ' 1 + A 2  л  . 
'   C l sin rp. 

2  n 

Natomiast  funkcjonał  energii  da się zapisać  nastę pują co 

(12)  W=  Я j / j j A  (A+7)2B­Vp0C)sm3' 2(p, 

,  .  Rsinw (  л \2 

gdzie  tj = —Y ^ Y n)  =  f l s S m < p ' 

Ps = 
o­o  R 
E  h sin (p 

1 
=  P°T: 

sin 99 

А ,  В , С — funkcje  tylko  ?. i /г . 
Warunek  stacjonarnoś ci  funkcjonału  W wyraża  się teraz  zależ noś ciami 

(13) 
o W 

drj 
0; 

8W_ 
=  0; 

dW 

d/i 

=  0, 

Ich  numeryczna  analiza  daje  zależ ność  pokazaną  na rys.  11. 

Jeż eli  przez  P  oznaczymy  całkowitą  siłę  osiową  ś ciskają cą,  to dla powłoki  walcowej 

Plo}  = 
Eh„ 

P 

InEhl   ' 

dla  powłoki  stoż kowej 



0,32 

0,28 

0,24 

0,20 

0,16 

0,12 

0,08 

0,04 
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fc­stntp 

O  200  400  600  800  1000 

Rys.  II 

Ponieważ  z  wykresu  11  wynika 

2000 

\  

stąd 

(14) 

м л \  Rsm<P 
I Rsirup] _  P o  \  h 

^  P  =  2^ Ł / i 2 s m2 ? > p 0

u ) l — j ^ ­

Wzór  (14)  pokazuje  w jaki  sposób  wykorzystać  zależ ność  opisują cą  powłokę  walcową  

do  obliczenia  siły  przenoszonej  przez  dowolną  powłokę  stoż kową.  Mianowicie  w  miejsce 

argumentu  RJhw  należy  przyjąć  Rssin<p/hs,  gdzie  Rw  i  hw  oznaczają  promień  i  grubość  

ś cianki  walca, natomiast  Rs  i hs  są  odpowiednio  promieniem  dolnej  podstawy  i  gruboś cią  

ś cianki  stoż ka. 

Parametr  r\ w przypadku  powłoki  walcowej  moż na  interpretować jako  wielkość  charak­

teryzują cą  ugię cie.  Wynika  to  z  analizy  przekroju  ugię tej  powłoki  (rys.  12).  Otrzymujemy 

wtedy  nastę pują ce  zależ noś ci: 

\ . . i 

I  li I  л  

/max  =  R\  1 
tg 

R  in_ 

(15) 

Wprowadzając  bezwymiarowy  parametr  ugię cia  f  mamy 

t  fmax  1  R  I   т с  

З А   и  
2L 
3 



288  W . SZYSZKOWSKI 

Wykorzystując  wykres  na  rys.  11  i  zależ noś ci  (15)  otrzymujemy  zależ ność  pokazaną  na 
rys.  13. 

Lini ą  przerywaną  narysowano  zależ ność  podaną  w  pracy  [10],  a  uzyskaną  drogą  
klasyczną.  Weryfikacja  doś wiadczalna  (np.  [7])  przemawia  za  linią  wyzyskaną  w  prezen­
towanej  pracy. 

0  10  20  30  40  50  60 

Rys.  13 

Z  przedstawionego  wykresu  wynika,  że  stosowanie  równań  technicznej  teorii  powłok 

daje  jednakowo  poprawne  wyniki  tylko  dla  ugięć  nie  przekraczają cych  około  20  ­krotnie 

gruboś ci  powłoki.  * 

5.  Uwagi  koń cowe 

Przedstawiona  tu  analiza  duż ych  ugięć  powłok,  polegają ca  na  aproksymowaniu  zdefor­
mowanej  konstrukcji  układem  odpowiednich  powierzchni  quasiizometrycznych,  pozwoliła 
na  uzyskanie  wielu  rezultatów  znanych  z  badań  doś wiadczalnych,  a  których  nie  moż na 
było  otrzymać  z  analizy  nieliniowych  równań  teorii  powłok. 
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Zasadniczą  zaletą  analizy  jest  moż liwość  rozważ ania  zagadnień  bez  ograniczeń  doty­

czą cych  wielkoś ci  przemieszczeń,  co  czyni  ją  bardzo  uż yteczną  w  tych  przypadkach,  gdzie 

ugię cia  są  na  tyle  duż e,  że  znane  równania  teorii  powłok  nie  są  w  stanie  właś ciwie  opisać  

problemu. 

W  prezentowanej  pracy  nic  nie  mówi  się  o  warunkach  brzegowych.  Jak  wykazują  

liczne  badania  (np.  [13]),  wpływają  one  zasadniczo  na  zachowanie  się  powłoki  w  zakresie 

małych  odkształceń  (zmieniają  tzw.  górną  siłę krytyczną ),  natomiast przy duż ych  ugię ciach 

(takich,  jak  rozpatrywane  w  pracy)  wpływ  ten  jest  znacznie  mniejszy.  Należy  przy  tym 

podkreś lić,  że jest  on  duży  tylko  dla  przypadków  praktycznie  nie  realizują cych  się  w  roz­

wią zaniach  konstrukcyjnych.  Natomiast  w  pozostałych,  wpływ  ten  wraz  ze  wzrostem 

długoś ci  powłoki  zanika  bardzo  szybko.  Dla  przykładu  na  rys.  14  pokazano  zależ noś ci 

mię dzy  dolną  silą  krytyczną  a  długoś cią  powłoki  walcowej  L , uzyskane na  drodze  doś wiad­

czalnej  [9]. 

ifi 

1,4 

7,2 

7,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

* —l 

P/h  =200 

> 

Q/h­800  V  У /  

ф >2я /п Л  

l  i 
0,3  0,4  0,5  0,6  0,7  0,8  0,9  1,0 

Rys.  14 

W  pracy  [6]  wykazano,  że  wpływ  długoś ci  tworzą cej  powłoki  jest  do  pominię cia,  jeż eli 

tylko  «mieś ci  się»  tam  jeden  rząd  pofalowań  o  parametrach,  które  moż na  wyznaczyć  na 

podstawie  prezentowanej  analizy.  Ogranicza  to  klasę  rozpatrywanych  powłok  do  takich, 

które  spełniają  warunek 

1 
I 

(16) 

i .  > 
Я  * 

/s ina  / .  sin2a  \ 2 

COS Cp 

gdzie:  L  —długość  tworzą cej,  а,  A — wielkoś ci  charakteryzują ce  deformację  powłoki 
o  danych  parametrach. 
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Dl a  powłok  walcowych  warunek  ten  upraszcza  się do  postaci 

L  2TZ 

~R>~nT' 

Wartoś ci  graniczne dla R/h =  200 i R/h =  800 zostały na rys. 14 zaznaczone liniami  piono­

wymi.  Widać,  że na prawo  od  tych  lini i  wartoś ci  obcią ż eń  są praktycznie stałe  niezależ nie 

od  długoś ci  powłoki. 

Inne  ograniczenie  wynika  ze  skoń czonej  sprę ż ystoś ci  materiału.  Pewne  wyniki  wstę p­

nych  rozważ ań  przedstawiono  w  [5]. Sprowadzają  się one do  wyznaczenia  dopuszczalnej 

minimalnej  liczby  fal  nmin,  przy  której  koń czy  się  proces  deformacji  czysto  sprę ż ystej. 

Dalsze skracanie się powłoki  moż liwe jest  tylko poprzez pojawienie się przegubów  plastycz­

nych  tworzą cych  się wzdłuż  ż eber  geometrycznych. 
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Р е з ю ме  

Р А С Ч ЕТ  С Ж И М А Е М ЫХ  В  О С Е В ОМ  Н А П Р А В Л Е Н ИИ  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К ИХ  
И  К О Н И Ч Е С К ИХ  У П Р У Г ИХ  О Б О Л О Ч ЕК   П РИ  Б О Л Ь Ш ИХ  П Е Р Е М Е Щ Е Н И ЯХ  ­

В  р а б о те  п р е д с т а в л ен  а н а л из  и з о т р о п н ых  ц и л и н д р и ч е с к их  и к о н и ч е с к их  о б о л о ч е к,  п о д в е р­
г н у т ых  о с е в о му  с ж а т и ю. В о с н о ву  м е т о да  в з ят  в а р и а ц и о н н ый  п р и н ц ип  Л а г р а н ж а,  в к о т о р ом  и с­
п о л ь з о в а но  к и н е м а т и ч е с ки  д о п у с т и м ое  п о ле  п е р е м е щ е н и й.  Д ля  о п р е д е л е н ия  э т о го  п о ля  и с п о л ь з о­
в а ны  с в о й с т ва  к в а з и ­и з о м е т р и ч н ой  т р а н с ф о р м а ц ии  п о в е р х н о с т и.  Э то  п о з в о л и ло  р е ш и ть  з а д а чу  
б ез  о г р а н и ч е н ий  о т н о с и т е л ь но  в е л и ч и ны  п е р е м е щ е н и й. 
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,  S u m m a ry 

ANALYSI S OF LARG E ELASTI C DEFLECTION S OF  AXIALL Y 
COMPRESSED  CYLINDRICA L  AND CONICA L  SHELL S 

N 

The  paper   presents an analysis  of  the  post­buckling  behaviour  of  isotropic cylindrical and conical 
shells subject  to axial compression. 

The  starting point of the paper  is the Lagrange variational principle, the application of which consists 
in assuming a kinematically admissible strain and displacement fields. The fields are determined by consi­
dering the geometry of quasi­isometric deformations  of  the shell after  buckling. That enables us to solve 
the problem with no limitatio n on the magnitude of the displacements. 
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