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1. Wstep

Liczne badania eksperymentalne wykazuja, Zze prawie wszystkie materialy konstruk-
cyjne przejawiaja w mniejszym lub wigkszym stopniu wiasnosci lepkie i plastyczne —
ogdlnie wilasnosci niesprezyste. Obok materialéw czysto konstrukcyjnych istnieje szereg
materialéw wykorzystywanych do celéw technologicznych we wspdlczesnym przemysle
i charakteryzujacych si¢ réwniez wlasno§ciami niesprezystymi. Uzyskanie danych o za-
chowaniu si¢ tego typu materialéw pod wplywem obcigZeri dynamicznych ma — oprécz
charakteru poznawczego i teoretycznego — olbrzymie znaczenie w réznorodnych zasto-
sowaniach praktycznych we wspdlczesnej technice.

Jedna z drég teoretycznej analizy i weryfikacji proponowanych matematycznych opi-

 s6w zachowania si¢ realnych materialnych o$rodkéw odksztalcalnych jest badanie fal.

W oérodkach niesprezystych, podobnie jak i w sprezystych, pod wplywem obciazen
dynamicznych rozprzestrzemajq SIQ ze skonczong predkoscia zaburzenia mechaniczne,
tj. fale.

Badania eksperymentalne i teoretyczne dotyczace sformulowania i analizy réwnan
konstytutywnych (zwiazkéw fizycznych) maja najbogatsza literature dla zagadnien jed-
nowymiarowych?,

Teoretyczne studia nad problematyka falowa odgrywaja tutaj gtéwna role dzigki moz-
liwo§ciom otrzymania potrzebnych i uiytecznych informacji zaréwno dla teoretykdéw,
jak i konstruktoréw.

Model jednowymiarowego niesprezystego (dysypatywnego) ofrodka ciaglego przy-
Jety w pracy jest opisywany odksztalceniem i wektorem dodatkowych zmiennych, zwa-
nych parametrami wewnetrznymi (albo wewngtrznymi zmiennymi stanu). Ewolucja
tych dodatkowych zmiennych rzadzi réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu.

Model oérodka przedstawiony w pracy moze byé uzyty — po odpowiedniej specyfi-
kacji parametréw wewnetrznych — do opisu szeregu znanych materiatéw, poczynajac od
sprezystych, poprzez lepkosprezyste do sprezysto-lepkoplastycznych.

W teorii jednowymiarowej o§rodka materialnego dla opisu zjawiska rozprzestrzenia-
nia si¢ fal wprowadza si¢ zatozenie o istnieniu krzywej w plaszczyznie zmiennych X i ¢,
na ktérej wielkosci kinematyczne lub ich pochodne doznaja skokowej nieciagto$ci. Rzad

1 Por, [13] i literature tam cytowana.
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najnizszej pochodnej czasowej funkeji ruchu, nieciaglej na takiej krzywej, decyduje o rze-
dzie i nazwie fali. I tak, jesli druga pochodna ruchu y lub przemieszczenia u jest nieciagla,
to méwimy, ze mamy do czynienia z fala przyspieszenia (fala drugiego rzgdu).? Wyste-
powanie fali pierwszego rzgdu taczy si¢ z nieciagtoscia pierwszej pochodnej przemieszcze-
nia. Méwimy wtedy o fali predkosci. Poniewaz w takim przypadku gesto§¢ masy os-
rodka, ktéra wyraza si¢ przez pierwsze pochodne ruchu, jest teZz nieciagla, wiec falg pier-
wszego rzg¢du nazywa sie czesto falg uderzeniowa (udarows).

W pracy zajmiemy sie tymi dwoma rodzajami fal w zakresie teorii mechaniczne;j.
W przysztosci rozszerzymy badania na efekty termiczne.

Zastosowana w pracy metoda badawcza opiera si¢ na tzw. koncepcji powierzchni
(krzywych) osobliwych. Dzigki niej bylo mozliwe zbadanie zachowania si¢ fal dla szero-
kiej klasy materialéw i wykazanie, Ze istotne i konkretne rezultaty moga byé uzyskane
bez uciekania si¢ do jakichkolwiek jawnych reprezentacji zwiazkéw konstytutywnych.
Stad uzyskane wyniki sa wspdlne dla wszystkich materialéw opisywanych za pomoca
przyjetego modelu oérodka z parametrami wewnetrznymi.

Stuszno$ci rezultatéw otrzymanych w niniejszym opracowaniu nie ograniczaja zadne
zatozenia «malodci» odksztalcen czy liniowosci zwigzkdw.

W pracy wykazano ponadto, ze cho¢ zaloZenia o oSrodku materialnym majg istotny
wplyw na rozprzestrzenianie si¢ w nim fal, to jednak jest mozliwe, ze fale propagujace
si¢ w réznych materialach moga zachowywaé si¢ w ten sam sposéb. W szczegdlnosci
pokazano, ze zachowanie si¢ fal przyspieszenia w nieliniowych cialach sprezystych, lep-
kosprezystych, starzejacych sie sprezystych, a nawet sprezysto-lepkoplastycznych moze
by¢ w pewnych sytuacjach jako§ciowo takie samo.

Literatura zagadnien falowych w materialach opisywanych modelem z parametrami
wewnetrznymi jest niewielka. Powodem tego jest fakt, ze wlasciwy rozwdj teorii z para-
metrami wewnetrznymi nastapit pod koniec lat sze$édziesiatych dzigki jednoczesnym
pracom COLEMANA i GURTINA [9] oraz VALANISA [42]. Natomiast pierwsza praca o falach
przyspieszenia w cieczy byla autorstwa BURGERA [6], po nich ukazata si¢ praca COLEMANA
i GURTINA [10]. Nastepne dotyczyly tez fal przyspieszenia [2, 14, 16, 20]. Fale uderze-
niowa w cieczy z parametrami wewngtrznymi rozpatrzyli CHEN i GURTIN [8], BOWEN
i CHEN [5].

Analiza fal przyspieszenia i fal uderzeniowych dla cial statych zostala przedstawiona
w pracach [2, 14 - 20, 22, 23].

Po raz pierwszy koncepcja parametréw wewngtrznych zostata wykorzystana do opisu
materialéw plastycznych wrazliwych na predkos$¢ odksztalcenia w pracy PERZYNY i WoOINY
[39]. Dopiero po niej pojawily sic inne teorie osrodkéw niesprezystych® w ramach tej
koncepcji®.

Uklad niniejszej pracy jest nastgpujacy: po zaznajomieniu czytelnika z podstawowymi
oznaczeniami, opisano koncepcje krzywych osobliwych, tzn. fal przyspieszenia i fal pred-

2 Przyspieszenie jest druga pochodna czasowa przemieszczenia.

3 W mechanice kontinuum koncepcje parametréw wewngtrznych jako jeden z pierwszych zasto-
sowal Blot [3]. VaLanis wprowadzil ja do opisu materialéw lepkosprezystych [42].

4 Por. [4, 25, 26, 31-35, 37, 43].



ANALIZA JEDNOWYMIAROWYCH FAL 97

koSci (uderzeniowych). Rozdziat 3 wprowadza koncepcj¢ parametréw wewngtrznych
jako wielkoéci niezbednych do opisu zachowania sie o$rodkéw niesprezystych (z dysy-
pacjg). Rozdzial 4 poswigcony jest analizie fal przyspieszenia, a rozdziat 5 porusza prob-
lem propagacji i zachowania si¢ fal uderzeniowych. Opracowanie koncza dwa przyktady:
fali przyspieszenia w nieliniowym materiale lepkosprezystym i fali uderzeniowej w o$rodku
sprezysto-lepkoplastycznym.

2, Krzywe osobliwe

2.1. Kinematyka jednowymiarowych ruchéw i prawa zachowania. Ograniczenie rozwazan niniej-
szej pracy do jednowymiarowych ruchéw o§rodkéw odksztalcalnych powoduje, ze wszyst-
kie wielkosci fizyczne, wystepujgce w rozwazaniach, sa funkcjami tylko dwéch zmiennych
niezaleznych: czastki X i czasu f. Zaréwno X, jak i czas ¢, przyjmujac warto$ci rzeczy-
wiste, przebiegaja pewne odcinki osi liczbowej R. Przyjmujemy, 2e zakresem zmienno$ci
X jest przedzial # < R, natomiast czasu — przedzial [0, L), gdzie L moZe by¢ skoficzong
liczbg lub nieskonczonoscig.

Jak zwykle w takich przypadkach, cialo (ofrodek materialny) identyfikujemy z prze-
dziatem 4, gdyz tak go dobieramy, aby byt obrazem o$rodka materialnego w pewnej
ustalonej, jednorodnej konfiguracji odniesienia » o ggstoéei masy go>.

Ruch ciata opisuje funkcja y, ktérej warto§¢ x = y(X, ) okre$la miejsce czastki X
w chwili £. Funkcja ruchu y jednoznacznie wyznacza funkcje przemieszezenia u przepisem

2.1) u(X, 1) = 4(X, )~X.

Pochodne funkcji ruchu g, o ile istnieja, oznaczamy nastepujaco:

FOGD = (0, o060 = 0 4(X,0),
2 ) 92
(2.2) 0xF(X, 1) = T?X—ZX(X’ 5, FX,t)= WX(X, n,
o, 1) = -0 X 1.
ot

Wartobci funkeji F(X, 1), v(X, 1), o(X, ) nazywamy odpowiednio gradientem defor-
macji, predkosciq i przyspieszeniem czastki X w czasie t. Pochodne funkcji przemieszcze-
nia (2.1) sa wyraZzone przez pochodne g, jak nastg¢puje:

EX,r) = %u()(, t)=FX,0)—1, uX,1)=9X,1),

2.3) OxE(X, 1) = 8xF(X, 1), E(X,1) = F(X, 1),
X, 1) = o(X, t).

® Zalozenie jednorodnosci konfiguracji odniesienia powoduje, ze gestosé masy o jest stala.

7 Mechanika Teoretyczna
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Funkcje E(X, t) nazwiemy odksztalceniem. Jest to podstawowa wielko$¢ wystgpujaca
w opisie efektéw mechanicznych dla cial odksztalcalnych®.

Obok odksztalcenia, jako wielkosci kinematycznej, naprezenie T reprezentuje wiel-
koéé dynamiczng i jest druga podstawowa zmienna w teoriach mechanicznych kontinuum
odksztatcalnego.

Jeéli sity masowe b(X, t) sa dane, to parg (E(X,?), T(X,?)) dla (X,)e#x[0, L)
nazwiemy procesem dynamicznym dla ciala 4 w ruchu y, jesli prawo zachowania masy

(2.4) Q&"’ 5= FX,0  ub oK, 1) = golE(X, )+117!

i prawo ruchu
¥ .
(25) WT(X, t)+90b(X’ t) = QO'U(X’ t)

dla kazdego (X, t) e #x [0, L) sa spelnione.

Nalezy zwr6ci¢ uwage, Ze lokalna posta¢ prawa ruchu (2.5) jest konsekwencja catko-
wego prawa bilansu p¢du. Prawo to Zada, by dla kazdych dwéch czastek X, X, e &
i kazdej chwili czasu ¢ € [0, L) zachodzita réwnoéé”

X, X,
d
2.6) ar f 202(X, )dX = f 0o b(X, )X+ T(X,, )-T(X,, t).
X, Xy .

2.2. Fala przyspieszenia. MoZemy teraz wprowadzi¢ pojecie fali przyspieszenia,

Definicja 1. Powiemy, Ze w procesie dynamicznym [E(X, ), T(X, ¢)], dla ciala &
wystepuje fala przyspieszenia, jeli istnieje ciagle rézniczkowalna funkcja czasu Y:[0,L) —
— % z nigdzie nie znikajaca pochodna, taka ze ruch y (albo réwnowaznie —przemieszczenie
u) jest dwukrotnie ciagle rézniczkowalnym polem z wyjatkiem krzywej X okre$lonej réw-
naniem X = Y(¢), na ktdrej drugie pochodne yx iu posiadaja nieciagto§¢ skokowa. Oz-
nacza to, Ze wszystkie trzy drugie pochodne funkcji y sa ciagle po obu stronach krzy-
wej X i posiadaja obustronne granice dla kazdego (X, ¢) dazacego do [Y(z), ¢]. Granice
te nie musza by¢ jednak réwne, przy czym sama funkcja i jej pierwsze pochodne sg ciagle.

Je$li G(X, t) oznacza ktérakolwiek druga pochodna funkcji g, to dla kazdego [Y(2), ¢]
granice :

27 lim GX,1)=GX@®) ", )= G (1), lim GX,1)=G(Y()*,t)= G*(t)
X-Y()~ _ C XY+

istnieja, za$§ ich réznica
@8) | G~(0-G*(1) = [G] ()
nie musi znikaé, tzn. [G] # 0. Pochodna funkcji Y(¢)

2.9) % Y() = U@)

8 W pracy nie wprowadzamy ﬁdnych ograniczenn odno$nie malosci E. :
" Z postaci rownan (2.5) i (2.6) wida¢, ze naprezenie T w niniejszej teorii odgrywa te sama role,
jak pierwszy tensor Pioli-Kirchhoffa w teorii tréjwymiarowe;.
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nazywamy predkosciq wewnetrzng fali; U mierzy predko§¢ rozprzestrzeniania sie fali
wzgledem materialu, tj. w konfiguracji odniesienia . -

Dla dalszych rozwazan potrzebny jest jeszcze jeden zwigzek. Niech f(X,t) bedzie
ciagla i ciagle rézniczkowalng funkcja swych zmiennych wszgdzie z wyjatkiem X, gdzie
moze doznawa¢ skoku. Wtedy [ /7 jest funkcja tylko czasu ¢. Rézniczkujac ja wzgledem ¢,
pamictajac o (2.9) otrzymamy® tzw. kinematyczny warunek zgodnosci [7, 11, 41]

2.10) - UW—%[”H+UM

Pochodna d/dt w (2.10) mierzy szybko&¢ zmian dowolnej wielkosci zdefiniowanej na fali®
0 0 . .
¥4 _67 wyraza si¢ nastepujaco
d 0 0
=Yt

Przez pochodne czastkowe

@.11)

Zauwazmy, Ze jefli sama funkcja f jest ciagla, to [ f] = 01 (2.10) implikuje tzw. twier-
dzenie Maxwella [41]

2.12) [/1 = —U[oxf],

gdzie dla skrétu pochodna d/0X bedziemy oznaczaé przez dy. Ostatni zwiazek jest bardzo
pomocny przy wyprowadzeniu nast¢pujacych zwiazkéw migdzy drugimi pochodnymi
funkcji ruchu y w przypadku istnienia fali przyspieszenia (zauwazmy, Ze wtedy pierwsze
pochodne sa ciagle)

2.13) [¢] = — U[E] = U?[oxE].

Wielko$§¢ skoku przyspieszenia jest czgsto nazywana [7, 111 amplitudq a(t) fali przy-
spieszenia.

Wykorzystajmy (2.10), wstawiajac kolejno zamiast f przyspieszenie ¢ i predko$é od-
ksztalcenia E; wéwczas amplituda fali przyspieszenia spelnia réwnanie rézniczkowe [7, 11]

2.14) ‘ 2YT % (7%) = [4]- U2[axE],

ktére moze by¢ zapisane w réwnowaznej postaci

da a dUu
(2.15) 2 TG s [5]- U*[0xE].

Zauwazmy, Zze réwnania te sg czysto kinematyczne. Do ich wyprowadzenia nie wy-
korzystano ani réwnan ruchu, ani réwnan konstytutywnych (praw fizycznych) o§rodka.

® Pochodna d/dt nazywana jest pochodna Thomasa albo pochodna przemieszczeniowa [7, 41,
% W wielu wypadkach ogét zjawisk zachodzacych na krzywej osobliwej (nieciagloéci) Z nazywa
_si¢ fala.

il
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Spelnienie prawa Cauchy’ego w procesie dynamicznym z fala przyspieszenia jest réw-
nowazne zachowaniu zwigzku

po obu stronach krzywej 2 (fali) oraz réwnosci
@17 [0xT] = eo[l5]

na fali (na krzywej 2).
Zaldézmy, ze sity b wystgpujace w (2.16) sa ciagle rozniczkowalne wzglgdem czasu.
Rézniczkujac (2.16) otrzymamy odpowiednio

(2.18) oxT+eoob = 0o i [0xT] = eol7].

Zastapmy pochodna » w réwnaniu amplitudy (2.14) pochodna mieszana napr¢zenia dy T.
Otrzymamy wtedy

(2.19) wﬁ%(%) - é[[axr']]—m[axé]].

Analiza zachowania si¢ fali przyspieszenia przeprowadzona w nastepnych punktach
opiera si¢ na réownaniu (2.19).

W procesie dynamicznym Zadamy spelnienia dwéch praw zachowania. Prawo zacho-
wania pedu zostalo juz zanalizowane. Jak wyglada prawo zachowania masy w procesach
z falami przyspieszenia?

Ze wzgledu na cigglo$¢ deformacji na krzywej 2 réwnanie (2.4) implikuje [o]] = 0.
Zrézniczkujmy (2.4) wzgledem czasu

00
92
Stad na fali, po wykorzystaniu zwiazku (2.13), otrzymamy

= E.

2

0

2.3. Fala uderzenia. Fala drugiego rz¢du obejmuje przypadek nieciaglo§ci przyspiesze-
nia w procesie dynamicznym.

Istnieja problemy poczatkowo-brzegowe, w ktdérych nie tylko pochodne rozwiazan
doznajg skoku, lecz same rozwigzania sa nieciagle wzdtuz pewnych krzywych. Przypadek
taki wiaZe si¢ z wystepowaniem i rozprzestrzenianiem si¢ fal predkoéci, fal uderzeniowych
(pierwszego rzedu). Je§li w materiale pojawi sig taka fala, to nieciggtosci doznaje predkosé
czastki i jej deformacja. Omdwimy teraz pokrdtce ten przypadek.

Definicja 2. Powiemy, ze w procesie dynamicznym (E(X, 1), T(X, 1)), gdzie (X, t) €
e Bx[0, L), dla ciala & wystepuje fala uderzeniowa, jeSli istnieje ciggle rézniczkowalna
funkcja czasu Z:[0, L) — % z nigdzie nie znikajaca pochodna, taka Ze ruch y (albo réw-
powaznie — przemieszczenie u) jest ciagle rozniczkowalnym polem, z wyjatkiem krzywej £2
okre$lonej rownaniem X = Z(r), na ktorej pierwsze pochodne posiadajg nieciaglo$¢ sko-
kowa.

Zazwyczaj zakladamy, w przypadku fal uderzeniowych, dwukrotnie ciggla rézniczko-
walno$¢ y poza £2.
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Zdefiniujemy predkos$é (wewngtrzna) fali V(£)'® uderzeniowéjjako pochodng funkcji Z
.21 V() = %Z(z).
Wtedy predko$é falowa w(t), mierzona w konfiguracji aktualnej, bgdzie pochodna
(2.22) w(t) = dit 2(Z(), 1).

Zastosujemy prawo rézniczkowania zfozonego do réwnania (2.22); wykorzystujac
(2.21), otrzymamy

d 5} oz 5}
(2.23) d—tX(Z(t),t) = WX(XJ) W+E'{(X’ f)
X=2Z()t X=2(t
stad
(2.29) w=FtV+ot = F~ V40,

Ostatnia réwno$¢ pozwala napisa¢ warunek
(2.25) VIE] = —[v],
gdzie oczywiscie z definicji skoku mamy [E] = [F].

Relacja (2.25) jest warunkiem zgodnodci dla fali uderzeniowej. MoZe by¢ otrzymana
tez w inny spos6b, przez bezpoérednie wykorzystanie ogélnego kinematycznego warunku
zgodnoéci (2.10), stusznego dla kazdego rodzaju fali. Jedyna zmiana, jakiej nalezy do-
kona¢ w (2.10), jest zastgpienie symbolu U przez V.

Korzystajac dalej z (2.10) i wstawiajac kolejno w miejsce f predkoéé v i odksztalcenie
E, otrzymamy '

(2.26) [[dg)]]l = V[E]+[4], ﬁ’[[{f]l

Nazwijmy wielko$¢ skoku odksztalcenia [E] amplitudq fali uderzeniowej*V. Dla niej
to zwigzki (2.26) pozwalaja wyprowadzi¢ nastgpujace réwnanie rézniczkowe

]dV
dr

= V[oxE]+[E].

dE .
2.27) o UEL 41y @ — vea ) -1,
ktére moze by¢ zapisane w bardziej zwartej postaci

(2.28) 2V%(|/7[[E]]) = V[3x E]—[7]-

Przejdzmy teraz do analizy réwnania ruchu (2.6). Zapiszmy je w postaci

(2.29) T(Xy, )=T(Xy, t) =

d Z(1) X, X
= Tt( f 000 (X, )dX+ f 200(X, t)dX) - f 00b(X, YdX
X Z(n X,

10 Jest to predkosé mierzona w konfiguracji odniesienia.
0 Por. [7, 11].
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przy zaloZeniu, Ze X; < Z(¢) < X,. Dokonajmy przejécia granicznego X; — Z(t)" i X, -
— Z(#)*, wykorzystujac réwnanie na predkoéé fali (2.21), ciagtoéé sit masowych b(X, t),
a takZe twierdzenie o wartosci $redniej dla calek. Otrzymamy wtedy nastgpujace wyraZe-
nie na skok naprezenia [T

(2.30) | [7] = —eoVTo].

Po wykorzystaniu (2.25) réwnanie na predkoé¢ fali uderzeniowej w dowolnym o§rodku
materialnym przyjmie postaé

2 _ 1T]
(2.31) 0o V? = T

Zalézmy, Ze napregZenia, podobnie jak predko$é v, sa rézniczkowalnymi funkcjami
po obu stronach krzywej 2. Wtedy stuszne sa lokalne sformulowania prawa ruchu

(2.32) OxT+oob = 0o
po obu stronach fali uderzeniowej. Natomiast wzdluz krzywej £ zachodzi
(2.33) [0xT] = eo[%]-

Ostatni zwigzek zastosowany do (2.28) daje nastgpujacy zwiagzek:
—d , 1
(2.34) ZI/V @ (I/V [[E]]) = V*[0xE]— a [0xT].

Na koficu tego punktu zatrzymajmy si¢ na chwilg przy prawie zachowania masy (2.4).
Ze wzgledu na nieciggtos¢ deformacji prawo to na krzywej 2 przyjmie postaé

5]-tn

Po przeksztalceniach stwierdzamy, Ze na fali uderzeniowej prawo zachowania masy
ma postaé

2.35) [e] = %;‘” [£].

Stad w zastosowaniach jednowymiarowej teorii do ruchéw podluznych, dla ktdérych
predkosei sa dodatnie, ¥ > 0, przyjelo sig nazywaé fale uderzeniowa $ciskajaca (spreza-
jaca), jeSli -

(2.36) [E] <O,
oraz rozciagajacg (rozprezajaca), jesli
2.37) [E] > O.

Po przejéciu fali sprezajacej gesto$é masy roénie, tzn. o~ jest wigksze od o, a tym
samym [g] > O oraz [E] < 0, natomiast po przejSciu fali rozpreZajacej gesto§¢ masy
maleje, tzn. o~ < p* i Jo] < 0 oraz [£] > 0.
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3. Material z parametrami wewnetrznymi

Celem niniejszej pracy jest analiza zachowania si¢ fal uderzeniowych i przyspieszenia
dla szerokiej klasy materialéw niesprezystych. Przez material niesprezysty rozumiemy
ofrodek ciagly, ktéry oprécz zachowania sprezystego wykazuje wlasno§ci reologiczne,
niesprezyste, takie jak: lepkoéé, relaksacja, mozliwosé podlegania odksztalceniom trwa-
lym (nieodwracalnym). Nalezy zaznaczyé, Ze ofrodek taki nie musi byé koniecznie cia-
lem stalym.

Istnieje niewatpliwie wiele matematycznych modeli materialéw niesprezystych. Jeden
z nich zastuguje na szczegdlna uwage, a to dzigki swej jednoczesnej uniwersalno$ci i pro-
stocie. Mamy tu na my§li model z parametrami wewngtrznymi (z wewng¢trznymi zmien-
nymi stanu).

Wymienmy pokrdtce podstawowe zalety tego modelu:

— latwe przejécie do modelu sprezystego czy hipersprezystego,

— mozliwo§¢ opisu materialéw lepkosprezystych [3, 42),

— réwnowazno$¢, przy pewnych zalozeniach, z modelem materialu prostego z pa-
migcia [24, 27, 42], '

— mozliwo$¢ opisu materialéw sprezysto-lepkoplastycznych [33, 39, 43],

— réwnowazno$¢, przy pewnych zaloZeniach, z modelem pr@dkoéci_owym [34],

— mozliwo§¢ opisu cieczy z reakcjami chemicznymi lub gazdéw z wibracyjna relak-
sacja [2,4—6, 8—10].

Ogdlny material z parametrami wewng¢trznymi jest ponadto dogodnym — co jest nie-
bagatelne dla niniejszych rozwazafi — modelem do analizy zjawisk falowych. Nalezy
zaznaczy¢, Zze réwnania rzadzace problemem poczatkowo-brzegowym dla tego modelu
tworza uklad quasi-liniowy hiperboliczny pierwszego rzedu wzgledem niewiadomych:
predkosci ruchu czastki, deformacji i wektora parametréw wewngtrznych (w przypadku
ciala stalego). :

Model z parametrami wewngtrznymi otrzymuje si¢ przez wzbogacenie opisu modelu
sprezystego o dodatkowe zmienne stanu, tzw. parametry wewnetrzne (lub wewngtrzne
zmienne stanu), dla ktérych postuluje si¢ pewne réwnania kinetyczne. Te dodatkowe réw-
nania s najczeéciej zwyczajnymi — przy ustalonej czgstce ciala — réwnaniami réznicz-
"kowymi pierwszego rzedu. Nosza one nazwe réwnan ewolucji.

Potrzebe wprowadzenia parametréw wewnetrznych tlumaczy si¢ konieczno$cig opisu
dodatkowych, poza sprezystymi, wlasnoci oérodka. Czesto mdwi sie w takich wypad-
kach o wzbogaceniu informacji o oérodku materialnym zawartej w jego stanie odksztal-
cenia przez podanie sposobu (drogi), w jaki oérodek doszedl do tego stanu. Jest to tzw.
metoda przygotowania [21, 33, 34, 38]. Trzeba od razu zaznaczyé, Ze sa roine realiza-
cje metody przygotowania.

Uzycie w opisie reakcji materialu pelnej przeszlej historii deformacji prowadzi do mo-
delu materialu z pamigcia. UZycie chwilowych predkosci deformacji jako dodatkowe;j
informacji umozliwia opis klasy materialéw lepkosprezystych (np. model Maxwella) z tak
zwang lepko$cia dyskretna. Ten ostatni przypadek jest modelem rézniczkowym.,
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Bardziej wyszukana zalezno$¢ reakcji materiatu od niepelnej historii deformacji (tj.
historii z pewnego skonczonego przedzialu czasowego) wystepuje w modelu predkoscio-
wym. Nie ma w nim skonczonych zwiazkéw konstytutywnych migdzy bodZcami a reakcja.
Zamiast nich postuluje si¢ rownanie rézniczkowe na predko$¢ naprezenia, w ktérym pra-
wa strona zawiera deformacje i jej predko$é!®,

Przejdzmy teraz do modelu nas interesujacego.

Réwnanie konstytutywne materialu z parametrami wewnetrznymi ma ogélna postaé

G.1) T(X, 1) = 7 (E(X, 1), a(X, 1)).

Uklad parametrow wewngtrznych potrzebnych do opisu niesprezystego zachowania
sie materialu reprezentuje wektor «. Tak jak powiedzieliémy, zmiang parametréw « w pro-
cesie rzadzi réwnanie rézniczkowe

(3.2) a(X, 1) = A(E(X, 1), a(X, 1))

z warto$cig poczatkowg a(X, 0) = ay(X).

Wymiar przestrzeni wartoéci parametréw (ogélnie bedzie to pewna przestrzef liniowa
¥ zalezy od konkretnej interpretacji geometrycznej poszczegdlnych skladowych wek-
tora a.

W przypadku opisu modelu lepkosprezystego parametry a« begda mialy za zadanie
opisa¢ zjawisko tarcia wewngtrznego w materiale. Odpowiednia teoria fizyczna tego zja-
wiska daje rozsirzygniecie nie tylko kwestii wielkosci liczby n, lecz takze postaci funkeji
A (por. np. [31]).

W tym miejscu nalezy zrobié uwage natury ogdélnej: nie ma i nie moze by¢ zadnej uni-
wersalnej postaci réwnania ewolucji (3.2) na parametry wewngtrzne (moze tylko z wy-
jatkiem teorii liniowej, w ktorej postuluje sie, ze zwigzek konstytutywny (3.1) i réwnanie
(3.2) maja by¢ liniowe wzgledem zmiennych £ i a).

Konkretna potrzeba uzycia modelu z parametrami wewngtrznymi do opisu zachowania
si¢ wybranego materiatu decyduje o formie zwiazku (3.2). Odwolanie si¢ do fizycznej
strony zagadnienia, do fizycznych mechanizméw wywolujacych niesprezystg reakcje ma-
teriatu, jest najczestsza i najlepsza droga wyprowadzenia zaleZznoSci na przyrost para-
metréw wewnetrznych. Ta wiaénie fizyczna interpretacja parametréw z jednoczesna ana-
liza mechanizméw dysypatywnych (ktére z termodynamicznego punktu widzenia sg od-
powiedzialne za niesprezyste zachowanie si¢ o$rodka) jest niezbednym etapem przy bu-
dowaniu kazdej fizykalnej teorii z parametrami wewngtrznymi.

Za przyklad takiej fizykalnej teorii niech postuza prace PERzZYNY [32 - 35, 37] o lepko-
plastycznosci. Przyjmowane w nich parametry wewnetrzne a = (P, k, T®) s nast¢pu-
jace: P — miara deformacji nieodwracalnych, k — parametr wzmocnienia, T'” — ukiad
tensoréw rozktadu gestoéci dyslokacji. Wyprowadzenie dla tych zmiennych wewnetrznych
réwnan ewolucji oparto na fizycznej teorii dyslokacji, analizie mechanizméw plynigcia
'w materiatach plastycznych i wynikach eksperymentalnych.

Dla innych materialéw niesprezystych (reologicznych) przykiady odpowiednich teorii
moga dostarczyé pozycje [25, 26, 28, 31, 42, 43] bibliografii.

12) Przykladem takiego modelu jest material hiposprezysty [29, 34].
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4. Fale przyspieszenia

Ten rozdzial po$wiecamy w calosci analizie fal przyspieszenia w ogdlnym materiale
opisywanym modelem z parametrami wewng¢trznymi.

Po wyprowadzeniu réwnania na predkosé fali przyspieszenia przejdziemy do badania
zachowania si¢ amplitudy fali w czasie. Réwnanie rézniczkowe (2.14) rzadzi zmiang (ewo-
lucjg) amplitudy a(¢) wzdtuz krzywej'® osobliwej 2. Jest ono podstawowe przy analizie
zachowania si¢ funkcji a(t). Po zastosowaniu zwiazku konstytutywnego do wyznaczenia
drugiej pochodnej naprezenia w (2.19) okaze sig, ze ewolucja amplitudy odbywa si¢ zgod-
nie z réwnaniem Bernoulliego.

Analiza samego réwnania amplitudy, jak i jego rozwiazania, zostanie przeprowadzona
w dwdch etapach. Pierwszy bedzie dotyczyt sformulowania warunkéw odnoénie lokalnego
(w czasie) zachowania si¢ rozwigzania pelnego réwnania amplitudy. W drugim etapie,
przez przyjecie dodatkowych zalozen dotyczacych obszaru przed frontem fali, ustala si¢
wspélczynniki wyst¢pujace w rédwnaniu. Umozliwi to sformulowanie $cistych kryteriow
globalnego (w czasie) zachowania si¢ amplitudy fali.

Okaze sig, ze réwnanie amplitudy dopuszcza malenie do zera amplitudy a(¢) w nie-
skonczenie dlugim czasie lub tez jej nieograniczony wzrost w skonczonym czasie i to
w zaleznos$ci od znaku wspdiczynnikéw réwnania oraz znaku i wielkosci poczatkowej
amplitudy a(0). Taki typ zachowania jest konsekwencjg nieliniowoéci zwigzku konsty-
tutywnego.

Analizg fal przyspieszenia zakonczy sformulowanie kryteriéw formowania sie fal ude-
rzeniowych.

4.1. Gladko$¢ parametréw wewnetrznych. Rozpatrywany material ciala stalego # jest opi-
sywany!® modelem z parametrami wewnetrznymi. Zgodnie z poprzednim rozdzialem 3
jest to ofrodek ciagly charakteryzujacy sie zwigzkiem konstytutywnym (3.1) i réwnaniem
ewolucji dla parametréw wewnetrznych (3.2).

Postacie funkcji konstytutywnej 9 oraz funkcji przygotowania!® A zaleza ogdlnie od
wyboru konfiguracji odniesienia, a takze — w przypadku materialu niejednorodnego —
od czastki X.

Przyjmujemy nastgpujace zalozenia gladkosci dla 7 i A: funkcja konstytutywna J~
jest dwukrotnie ciagle rézniczkowalna w E i a, za$ funkcja przygotowania A jest ciggla
i rézniczkowalna w E i « oraz spetnia warunek Lipschitza wzgledem a.

Rézniczkowalno$¢ funkcji 7 i A wzgledem ich argumentéw £ i a nie pocigga za sobg
ich rézniczkowalno$ci wzgledem czastek i czasu. Potrzebna jest jeszcze rézniczkowalno$é
odksztalcenia i parametréw wewnetrznych jako funkcji dwéch zmiennych X 1 ¢.

'3 W teorii réwnan hiperbolicznych zwiazki tego typu nosza nazwg réwnan transportu.

14 Jesli & bedzie ciecza lub gazem, to zmienne (E, T) zostana zastapione objetoscia wlasciwa i ci§~
nieniem.

19 Uwzglgdnienie w réwnaniu (3.2) zaleznosci od naprezenia nie wyprowadza poza omawiany
model. Wystarczy wtedy skorzysta¢ z réwnania (3.1), by sprowadzié¢ zwigzek do postaci (3.2). Wprowa-
dzenie natomiast do (3.2) jako dodatkowej zmiennej predkosci odksztalcenia E oznaczaloby wyjicie
poza klasyczne sformulowanie teorii z parametrami wewnetrznymi. Wiekszo§¢ rezultatéw niniejszej
pracy przestalaby by¢ sluszna dla tak zmienionej postaci réwnania ewolucji.
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Gladko$¢ odksztalcenia E(X, t) jest ograniczona warunkami wystepowania fali przy-
spieszenia (por. definicje 1).

Odmiennie sprawa wyglada z wektorowa funkcjg parametréw wewngtrznych a(-, °).
Skoro w procesie dynamicznym parametry wewngtrzne sa okre§lone poprzez rozwigzanie
réwnania ewolucji (3.2), to ich cigglos¢ i gladko§é jest ciagloéeig i gladkoS$cia rozwigzania.

Zauwazmy, Ze przy ustalonej czastce X réwnanie ewolucji (3.2) jest zwyczajnym réw-
naniem rézniczkowym pierwszego rzgdu. Stosujac znane twierdzenie z teorii takich réwnan
oraz fakt, Ze w procesie dynamicznym z fala przyspieszenia odksztalcenie jest ciagla funkcja
czasu (a takze i czastki), mozemy sformulowaé nastgpujace spostrzezenie!®: w procesach
dynamicznych z falami przyspieszenia funkcja parametréw a(X, t) jest ciagle rozmczko-
walng funkejg X i ¢

Uzywajac oznaczen dla skokdw, wynik ten mozna zapisaé w postaci
“.1) [a] = [a] = 0.

Spostrzezenie powyzsze jest dla dyskusji fal przyspieszenia w materiale opisywanym
za pomocg parametréw wewnetrznych twierdzeniem podstawowym. Rozwigzuje kwestie
ewentualnego skoku pochodnej parametréw wewnetrznych i problem gladko$ci funkcji
parametréw wewngtrznych.

4.2, Réwnanie amplitudy. Rozpatrzmy zwigzek konstytutywny (3.1). Ciaglo§¢é odksztal-
cenia i parametréw wewngtrznych w procesie dynamicznym z falg przyspieszenia wraz
z cigglo$cia funkcji konstytutywnej implikuje!?

[7] = o.

Ponadto rézniczkowalno$¢ E, « i funkcji konstytutywnych daje nastepujacy zwigzek

dla pochodnej naprezenia na fali

4.2) [0xT) = 0x7 (E, &) [0xE]+0a7 (E, a)[Ox«].

Zastosujemy twierdzenie Maxwella (2.12) do funkcji «(X, t). Otrzymamy
4.3) [&] = —U[oxa].

Na mocy (4.1) zwiazek (4.3) dowodzi zerowania si¢ skoku gradientu Jx a, tj.
4.9 [0xa] = 0;
co w konsekwencji upraszcza (4.2) do relacji
4.5 [0xT] = 0e T (E, @) [0xE].

Posiadajac wyraZenie na skok pochodnej naprezenia oraz réwnanie ruchu (2.17), jes-
teSmy w stanie udowodnié nastepujgce spostrzezenie: predkos¢ fali przyspieszenia w ma-
teriale z parametrami wewnetrznymi'® dana jest zaleZnoécia

(4.6) 0oU(1) = 3T (E(Y(2), 1), (X (1), 7).

Dla wigkszo$ci znanych modeli o§rodkéw ciaglych réwnanie na predko$é fali przy-.
spieszenia jest takie samo (por. [7, 11, 13, 40]).

16 Dla homotermlcznych fal przyspieszenia ten sam rezultat otrzymano w [20]

I Por. punkt 2.2.

18 Dla skroétu material opisywany modelem z parametrami wewnetrznymi bedziemy nazywali ma-
terialem z parametrami wewngtrznymi. Por, rozdziat 3.
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Jak wspomnieliémy w rozdziale 3, réwnanie rézniczkowe (2.14), rzadzace zmiang
amplitudy na czole fali, odgrywa podstawowa role przy analizie zachowania si¢ fali przy-
spieszenia. W niniejszym punkcie skorzystamy z postaci (2.19).

Druga pochodng mieszana naprezenia oxT wystepujaca w (2.19) wyliczamy, wyko-
rzystujac réwnanie konstytutywne (3.1). Ze wzgledu na (4.1) i (4.4) na fali bedziemy mieli
4.7 [0xT] = 327 (E, @) [EOxE]+ 357 (E, @) [0x E]+

+05 0, T (E, @) (Oxa[ E] +&[0x E]) + 0.7 (E, @)[0x&].

Pochodna czasowa parametréw wewngtrznych spetnia réwnanie ewolucji (3.2). Jesli

tak, to druga pochodna mieszana 0y & dana jest zwiazkiem, poza 2,

Ox @ = OpA(E, @)0xE+ 0,A(E, a)dxa.
Stad na fali mamy

(4.8) [[ax a]] = aEA(E, a) [l:axE]]
Skorzystajmy z warunkow zgodnoéci, dostaniemy wtedy
49)  [0xT] = 02T (E, @) [EoxE]+ 0,7 (E, @) [0xE]+
+ 57 {00, T (E, @) (a—Udxa)+ 0,7 (E, @) Iz A(E, a)} a.

Wstawiajac (4.9) do (2.19) i wykorzystujac réwnanie na predko$é fali (4.6), dostajemy

@.100 2y/U@ o Vag()t)) =é6§9'(E, @) [EoxE](1)+

- % {0£0.7 (E, @) (&~ U(0)0x®) + 0. (E, )0sA(E, @)}

Wystarczy teraz skorzysta¢ z ogélnie prawdziwej réwnosci dla skoku iloczynu funkcji -
fih
4.11) /Al = [S1 1A+ 1R)+ A AT :

by posiadajac réwnanie (4.10) stwierdzi¢, ze amplituda a(¢) fali spelnia réwnanie [14 - 16]

@12) RO a0 +p00,

gdzie wspélczynniki () i f(t) dane sg zalezno$ciami

1 { dU(t) 1
200,U(2) dt U(t)

u(t) = - 037 (E, w)E* -

— 0t T (E, ) (0xE)* +
@131 U( )

05 0,7 (E, a)(&— U(t)oxa),

0:A(E, @) 0, T (E, a) +

U(t)
_ 0t7 (E, a)
B = = 3 00a 7 (E. o)
19) l : . . . du(t)
W pracy [14] w réwnaniu (3.10) na wspblczynnik u(+) zamiast minusa przed pochodng - p

powinien byé nawias klamrowy.
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W réwnaniu na wspolczynnik u(?) wystepuje pochodna predkosci dU/dt. Przez do-
datkowe obliczenia moze by¢ ona wyznaczona zwigzkiem?®

au .
(414) 7 = m(ab“/ (E, a)E +(3u(3£.7'(E, a)(x)‘i'

+ % (33T (E, @) (9xE)* + 0,057 (E, 2)0x ).
0

Dzigki temu mozZzemy sformulowac podstawowy rezultat tego punktu w postaci twier-
dzenia [14 - 16]:

Twierdzenie 1. Amplituda a(¢) fali przyspieszenia w materiale z parametrami
speinia réwnanie (4.12) z u(t) okreSlonym przez

1 - . .
@.15 u@) = 20 0] {2U(t) (027 (E, Q)E* +0,0:.7 (E, ®)a)+

U() -0, T (E, )0 A(E, a)——(62 T(E, ®) (Ox E)* + 0,07 (E, a)dxa)
i ze wspdlczynnikiem f(¢) okreSlonym przez (4.13). Predko$é fali U(r) speinia
natomiast réwnania (4.6) i (4.14). Pochodne 039, 0,9, 0,0:F 1 OpA sa wzicte w
(E(Y(0), 1), a(Y(1), 1)), za$ & i Oy w (Y(1), 1).

Zauwazmy, ze w réwnaniu amplitudy (4.12) wspélczynnik u(t) zalezy od reologicz-
nych wlasnosci materiatu (tzn. sprezystych i niesprezystych), a takze od wartosci pred-
kosci i gradientéw odksztalcenia oraz parametréw wewnetrznych przed fala. Natomiast
wspotezynnik f(¢) zalezy tylko od nieliniowych spr¢zystych wlasno§ei materiahu,

Jest rzecza interesujaca, ze ogblne réwnanie amplitudy fali przyspieszenia (4.12) dla
materiatu z parametrami wewnetrznymi, bedgc réwnaniem typu Bernoulliego, jest takie
samo, jak dla innych znanych modeli materialéw. Réwnania amplitudy w materiale z za-
nikajaca pamigcia [11] w nieliniowym i niejednorodnym materiale sprezystym [7] tez sa
w postaci (4.12). Réznig si¢ one mig¢dzy sobg wyrazeniami na wspdlczynniki u(?) oraz
B().

Nie znajac konkretnej postaci zwigzku konstytutywnego (3.1) i réwnania ewolucji
(3.2), jesteSmy w stanie przeprowadzi¢ analize lokalnego i globalnego w czasie zachowania
si¢ amplitudy a (¢) na czole fali. Analiza taka opiera si¢ na badaniu rozwiazania réwnania
Bernoulliego. I tak stwierdzamy, ze jeli w danej chwili czasu ¢ albo () > 01 a(?) < A(Y),

albo B(1) < 01 a(t) > A(1) to d';f’)'

ia(t) > A@) albo f(1) <01 a(t) < A1), to
da(r) . o ( )
dt

= 0, gdzie oznaczyliémy iloraz

200 Zauwazymy, z& w powyzszym zwigzku wzigcie warto$ci z obszaru ,,— jest tak samo mozliwe,
poniewaz odksztalcenie jest ciggla funkcjq przy przejéciu przez krzywa X. Ogblnie prawdziwy jest bowiem
zwigzek [por. (2.12)]

< 0; je§li w danej chwili czasu ¢ albo f(¢) > 0

dla(t)|
dt

> 0; natomiast a(t) = A(2), wtedy

i tylko wtedy, gdy przez A(?).

FH+U@xf) =f~+U@xf) oile [f] =0.
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Zauwazmy, ze wlasnoSci wyzej sformutowane sa prawdziwe przy zaloZeniu, Zze wspol-
czynnik f(¢) jest rézny od zera dla wszystkich ¢. Bedzie to spelnione, o ile funkcja napre-
Zenia J pozostanie caly czas na fali nieliniowa wzglgdem odksztalcenia. Innymi stowy,
kiedy sprezyste wlasnofci materiatu bedg nieliniowe.

W ogblnym przypadku wspéiczynniki réwnania amplitudy (4.12) sg funkcjami czasu,
tzn. nie sg stale. Sytuacja taka powoduje, Ze dyskusja zachowania si¢ rozwigzania réw-
nania (4.12) jest bardziej ztozona od dyskusji w przypadku ustalonych u, i §,. Dlatego
tez przeprowadzona przy ogdlnych zaloZeniach [zmiennych u(¢) i f(2)] przez BAILEYA
i CHENA [1] analiza réwnania Bernoulliego nie bedzie tutaj powtarzana.

Dla przypadku fali w materiale z parametrami wewnetrznymi zaadaptowane wyniki
BAILEYA | CHENA wraz z nowymi rezultatami mozna znalezé w pracy [15].

Z tego wzglgdu pelna dyskusje zachowania si¢ rozwiazania ograniczymy do przy-
padku ustalonych wspolczynnikéw u, i B,. Sytuacja taka wystepuje przy rozprzestrze-
nianiu si¢ fali przyspieszenia w materiale bedacym w jednorodnym stanie réwnowagi. Za-
16zmy ponadto, ze fala propaguje si¢ w kierunku wzrastajacych X. Wtedy predkoéé fali

d
(wewnetrzna) U(t) = i Y(t) bedzie dodatnia??-

Powiemy, 7e fala rozprzestrzenia si¢ w jednorodnym stanie réwnowagi, je$li odksztal-
cenie i wektor parametréw wewngtrznych w obszarze przed falg (tj. w obszarze ,,+")
maja warto$§¢ stala, tzn.

EX,t)=E,, aX,t)=a, dla X=Y(),t>0,
(4.16) )
0xEy =0, 0xap =0, E;, =0, a,=0.
Znikanie pochodnej czasowej parametréow wewnetrznych oznacza, ze wzgledu na (3.2),
zerowanie si¢ prawej strony réwnania ewolucji w (Eo, o), tzn. A(E,, ao) = 0.
Ciaglo$¢ odksztalcenia i parametréw wewngtrznych na fali pociaga dla obecnego przy-
padku

(4.17) E(Y(1), 1) = Eo,  a(Y(1),1) = ao,

co oznacza, ze predkoé¢ fali przyspieszenia propagujacej si¢ w jednorodnym stanie réw-
nowagi jest stata.

Zwiazki (4.16) dla pochodnych E i a daja, dzigki (4.15) i ciagtosci & [por. (4.1) i (4.3)]
na fali, nastepujace wyraZenie na staly w tej sytuacji wspolczynnik

049 (Ey, a0) 0pA(E,, %)

(“.18) Ho = = 25,7 (Ey, a0)

Podobnie, zamiast B(t) otrzymamy f, wyraZzone przez

_ 987 (Eo, %)
2U0 T (Eo, @0)’

(4-19) ﬂo =

21 Zauwazmy, ze wtedy obszar przed fala bedzie obszarem ,,+”, natomiast za falg bedzie obszarem

2»
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a to oznacza, ze rownanie amplitudy fali przyspieszenia propagujacej si¢ w jednorod-
nym stanie réwnowagi jest typu Bernoulliego

da(t)

(4.20) = e+ hoa’(1)

o stalych wspétczynnikach.
Zwréémy na chwile uwage na réwnanie na predkos¢ fali (4.6). Jesli fala ma istnieé,
czyli predko$é ma by¢ rzeczywista i nie znikajaca, to koniecznie musi zachodzié¢ nieréwnoéé

4.21) 8:T (E,, 0g) > 0.

Dodatnio$¢ pochodnej funkcji naprezenia wzglgdem odksztalcenia w stanie réwno-
wagi (E,, a,) gwarantuje rozprzestrzenianie si¢ fali w materiale. Je§li zmienimy warto$é
przed frontem fali na (E,, «,), to gwarancja nie znikajacej i rzeczywistej predkoéci fali
przyspieszenia bedzie dodatnio$¢ pochodnej 07 (E,, a,), czyli warunkiem propagacji
fali przyspieszenia w dowolnym stanie materiatu (niekoniecznie réwnowagi) jest dodat-
nio§¢ pochodnej czastkowej dgZ jako funkcji odksztalcenia i wektora parametréw we-
wnetrznych.

4.3. Rozwigzania réwnania amplitudy. Dyskusj¢ zachowania si¢ rozwigzania réwnania (4.20)
rozdzielimy na przypadki.

Przypadek 1. fo = 0. Sytuacja taka moze wystapi¢ tylko wtedy, gdy druga po-
chodna funkcji naprezenia wzgledem odksztatcenia znika w stanie réwnowagi (E,, a,),
badz material jest liniowy wzgledem odksztatcenia. Amplituda fali, spelniajac réwnanie

da
(4.22) —r = ~Ho a

dana jest w takim przypadku nast¢pujaca zaleznoScia od czasu

(4.\23) a(t) = a(0)exp—uot lub  a(t) = a(O)exp{ 0a7 (Eo, 20)05A(Eq, %) },

2057 (E,, ao)
gdzie a(0) jest poczatkowa wartoscig a. Ze wzglgdu na rézny znak uo moze byé

i { jesli 0,7 (E,, “o)aEA(Eo, @) <0,
im a()) = \igna) oo jesli .97 (Ey, 20)05A(Ey, @5) > 0.

Do powyzszego przypadku nalezy dolgczy¢ znikajace uo, tj. 057 (Eo s %) OeA(E,, op) = O-
Wtedy amplituda fali jest stala w czasie

da

(4.29) =

0, tzn. a(¢) = a0).

Przypadek 2. u, = 0. Znikanie wspdiczynnika p, moze mie¢ miejsce wtedy,
gdy ktérakolwiek z pochodnych 3,7 albo 0 A znika lub gdy material jest czysto sprezysty
(nieliniowo, tzn. 037 0 i A = 0), badZ material jest sprezysty (nieliniowo) starzejacy
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sig??), tzn. 027 # 0,A £ 0 i 0z A = 0. Amplituda fali przyspieszenia spelnia wtedy
réwnanie

da 5
4.25) 9 = Boa?,
ktérego rozwigzanie dane jest przez

1—B,2a(0)¢ 0z T (Eo, o)

T+ 2U0s T (Eo, @)

a(0)t
z 2(0) jako wartoécia poczatkows.

Zauwazmy, Ze w wyraZeniu stojacym po prawej stronie (4.26) moze wystapi¢ osob-
liwo$¢ w postaci znikania mianownika. Ze wzgledu na kryterium propagacji (4.21) moze
mie¢ to miejsce wtedy, gdy

4.27) sgna(0) = —sgnd2 T (E,, %).

W przeciwnym wypadku, tj. gdy sgna(0) = sgndzJ (E,, a,), mianownik jest zawsze
dodatni i rosnacy, a zatem lim a(#) = 0.

1= 00
‘Wréémy do sytuacji scharakteryzowanej przez (4.27). Proste obliczenia pozwalaja
. Wyznaczyé czas t., zwany czasem krytycznym, w ktérym mianownik w (4.26) zeruje sig.
Czas ten jest funkcja poczatkowej warto§ci amplitudy i wspdlczynnika B,

1 2U8:T (Eq, @)

(4.28) =y MY kT T FrE,, )a0)

przy czym lim a(t) = + oo, jefli a(0) > 0, za$ lim a(t) = —oo, gdy a(0) < 0.

t— 00 t— 00
Podsumowujac dyskUSJQ powtdérzmy, Zze wyprowadzone réwnanie amplitudy (4. 20)
opisuje, w przypadku zerowania si¢ u,, propagacje fali przyspieszenia w nieliniowym
materiale sprezystym, w przypadku za$ znikania obu wspélczynnikéw p, i S, — falg
w liniowym materiale sprezystym. Ostatnia sytuacja zostala opisana réwnaniem (4.24).
Przypadek 3. Globalna analiza pelnego réwnania amplitudy. Mamy teraz do
czynienia z pelnym réwnaniem amplitudy '

da
4.29) —— = —ppa+f,al
N dt _
Fatwo zauwazyé, Ze je$li poczatkowa amplituda a(0) zeruje sie, to rozwigzaniem po-
wyZszego réwnania bedzie a(t) = 0 dla wszystkich ¢,
Poszukajmy nietrywialnych rozwnqzan WprowadZmy nowa zmienng oraz nowy wspot-
czynnik

(4.30) Ch= ”a(lﬁ 2o = /;;_:

22 Ewolucj¢ parametréw wewnetrznych w czasie bez wplywu odksztalcenia i naprezenia (tzn. waru-
nek dsA4 = 0i A4 # 0) nalezy interpretowaé jako efekt czasowy nie wywolany zmlanq rodksztalcenia czy
napre¢zenia. Moze to byé tlumaczone zjawiskiem starzenia sic materiatu.
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Wtedy réwnanie (4.29) w nowej zmiennej przyjmie postaé

1
B~ b ~fo.

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja
h(t) = "' (h(0)— 4o) + 4o,

gdzie h(0) jest poczatkowa wartoscia h. Ze wzgledu na podstawienie (4.30) rozwiazanie
réwnania (4.29) moze byé juz bezpoSrednio podane nastepujaca funkcja czasu

Ao

)
przy czym nalezy pamiegtaé, ze czas w tym zwiazku jest parametrem krzywej osobliwej X,
na ktorej przyspieszenie doznaje skoku.

Majac ogdlna postaé rozwiagzania réwnania amplitudy, mozemy przej$¢ do dyskusji
jego zachowania w czasie.

Zwroémy uwagg, ze podobnie jak dla przypadku 2, prawa strona w (4.31) dopuszcza
przy pewnym ukladzie wielkoSci 44, 2(0) i czasu ¢ zerowanie si¢ mianownika. Pociagnie
to nieskonczona wartoé¢ amplitudy a(t). Z drugiej strony, przy odpowiednim doborze
a(0), a $cislej, wtedy gdy a(0) pokryje si¢ z Ay, mianownik dla kazdego czasu ¢ utrzyma
stala jednostkowa warto$¢, co da w efekcie stale rozwiazanie a(t) = A,.

Uporzadkujmy te spostrzezenia w postaci twierdzenia [16].

Twierdzenie 2. W materiale z parametrami wewngtrznymi fala przyspieszenia
propagujaca si¢ w jednorodnym stanie rownowagi (E,, ay) z dodatnia predkoscia U
podlega ewolucji czasowej rzadzonej réwnaniem amplitudy (4.29). Rozwigzaniem tego
réwnania jest funkcja a(¢) dana zalezno$cia (4.31) przy warunku a(0)uef, # 0. Globalne
zachowanie si¢ w czasie amplitudy a(¢) jest scharakteryzowane nastg¢pujaco:

1. Je$li 0, F (E,, ag)0sA(E,y, ap) < 0, to istnieja trzy mozliwoéci:

a) jesli albo |a(0)] < |Aol, albo sgna(0) = sgndz 7 (E,, a,), to lim a(r) = 0 (w spo-
sGb monotoniczny); =

(4.31) a(t) = gdzie Ay = Fo.
Bo

b) jesli a(0) = 4,4, to wtedy a(r) = a(0) dla ¢ > 0, tzn. amplituda jest stala w czasie;

c) jesli |a(0)| > [Aql i sgna(0) = —sgndzi g (E,, @), to istnieje skoriczony czas #, > 0,
1 A
4.32 o= ———ln(l— 0 )=
¢ ) * Ho a(0)
3 20:T (Eo, o) | ( | V0.7 (Ey, ao)0eA(E,, %) )
0aT (Eo, %) 0cA(Eo, %) 0t (Eo, ao)a(0)

taki, ze lim |a(?)] = co.
=1

2. JeSli 0,.T (E,, o) 0rA(E,, o) > 0, to istnieja takze trzy mozliwosci:

a) jesli a(0) = A,, to a(t) = a(0),¢ > 0;

b) jeéli sgna(0) = —sgnotJ (E,, o), to istnieje czas krytyczny f, dany zwigzkiem
(4.32), taki, ze limla(t)| = oo,

=1
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¢) jedli sgna(0) = sgndi T (E,, #o) i 3(0) # Ao, to

. _ Ud.T(Eo, #5)05A(Es, %o)
(4.33) ma(t) = %o = =2 7k, a0) '

Dowdd twierdzenia jest prosty i polega na analizie rozwiazania (4.31), poniewaz jest
ucigzliwy wigc nie bedziemy go przytaczac.

Jest oczywiste, Ze twierdzenie 2 wymaga kilku stéw komentarza.

Po pierwsze, fakty w nim zawarte (punkt 1) sa podobne do wyprowadzonych
przez COLEMANA i GURTINA [I1, II] dla materialu prostego z zanikajaca pamiecia.
Bogatsza literatur¢ na ten temat mozna znalezé w artykule CHENA [7].

W znanych materialach opisywanych modelem z parametrami wewnetrznymi??) wa-
runek punktu | 8,7 (Es, as)0:A(E, , %) < O jest spetniony. Odpowiada to w teorii CO-
LEMANA i GURTINA [11] dodatnio$ci poczatkowego nachylenia funkcji relaksacji napre-
Zenia (G'(0) > 0).

Ze sformulowan punktu 1 wnioskujemy, ze modut wspdlczynnika A,, tj. |4,| gra rolg
pewnej wielkosSci granicznej (krytycznej). Przy odpowiednim doborze znakdw wspdlt-
czynnikéw réwnania (4.31) i wielkoSci poczatkowej amplitudy fali w stosunku do |1,]
rozwigzanie réwnania jest ograniczone na calej pdlosi rzeczywistej badz roénie nieogra-
niczenie w skonczonym czasie. To spostrzezenie pozwala nazwaé wielko$¢ |Aq| krytycz-
nq amplitudg poczqtkowq®®.

I tak punkt 1 méwi, Ze jedli poczatkowa amplituda fali jest mniejsza w wartoéci bez-
wzglednej od amplitudy krytycznej albo jesli poczatkowa amplituda ma ten sam znak,
co druga pochodna funkcji napreZenia wzgledem odksztalkcenia, to amplituda fali [czyli
rozwiazanie réwnania (4.31)] stanie si¢ dowolnie mala w odpowiednio dtugim czasie. Jeéli
natomiast poczatkowa amplituda jest wigksza, co do wartosci bezwzglednej, od ampli-
tudy krytycznej i ma znak przeciwny do znaku drugiej pochodnej funkcji naprezenia, to
fala bedzie miata tez nieskonczong amplituda w skoniczonym czasie.

To ostatnie stwierdzenie sugeruje, Ze w materiale powstanie fala uderzeniowa. W zwiaz-
ku z tym czas krytyczny t, podany zalezno$cia (4.32) mozna uwazaé za czas formo-
wania si¢ fali uderzeniowej na czole fali przyspieszenia, albo — inaczej mdéwigc — za
czas®® przejécia fali przyspieszenia w fale uderzeniows (por. [12, 18]).

Zauwazmy, ze podobny rezultat, o istnieniu czasu krytycznego, uzyskali§my dla przy-
padku 2, gdzie tylko wspdiczynnik u, zerowat sig, natomiast #, bylo rézne od zera.

Wspolczynnik f, jest —w pewnym sensie — miarg nieliniowoéci rozpatrywanych
zwigzkdw konstytutywnych. Oznacza to, Zze warunkiem istnienia (koniecznym, a nie wy-
_ starczajgcym) wystgpowania czasu krytycznego przy propagacji fali przyspieszenia w ma-
teriatach, ogdlnie, dysypatywnych-niesprezystych jest nieliniowo$é funkcji naprezenia
w odksztatceniu. ,

4.4. Kryteria formowania si¢ fal uderzeniowych. PrzejdZmy do warunku wystarczajacego dla
wystgpowania czasu krytycznego. Podpunkt lc oprécz zadania przekroczenia amplitudy

23) Np. materialy lepkoplastyczne, lepkosprezyste czy asprezyste.

24 Por. [1, 6, 7, 10, 11, 14-16).

23 Prace [2, 6] zawieraja pierwsze wyliczenia i dyskusje czaséw krytycznych przy propagacji fal
przyspieszenia w gazach z termodynamiczna relaksacja.

8 Mechanika Teoretyczna
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krytycznej przez amplitud¢ poczatkowa wymagal, by znak poczatkowej amplitudy by}
przeciwny do znaku drugiej pochodnej funkcji napreZzenia wzglegdem odksztafcenia.

Zatézmy na chwilg, ze sgn 027 (E,, %) = + 1. Oznacza to, ze wzgledu na nieréwnoéé
0T (E,y, @o) > 0 w kryterium propagacji (4.21), ze przy ustalonym parametrze a,, krzy-
wa?® T = J(E, a,) jest wypuklocia skierowana do dotu. Aby warunek sgna(0) =
= sgnd%J (E,, o,) byl spelniony, znak poczatkowej amplitudy fali musi by¢ dodatni.

Przypomnijmy w tym miejscu postaé prawa zachowania masy na fali przyspieszenia.
Zgodnie z réwnaniem (2.20) mieliSmy

6= pe

Wida¢, ze jesli a <0 to i [p]] <0, ze wzgledu na dodatnio§¢ wspdtczynnikéw prawej
strony, a ze znak amplitudy fali jest staty, wiec jeéli tylko a(0) jest mniejsze od zera, to i skok
pochodnej gestoéci tez bedzie mniejszy od zera. Ten ostatni fakt wskazuje, ze fala przy-
spieszenia bedzie rozpreZajaca (rozciagajaca).

Na odwrét, jeSli zalozymy na moment, ze sgn 027 (E,, #o) = —1, czyli krzywa T =
= J(E, a,) jest wypuklo$cig skierowana do dotu?”, to wtedy warunek podpunktu Ic
wymaga, by sgna(0) = +1, a w konsekwencji [¢] > 0. Oznacza to dla tego przypadku,
ze fala musi byé sprezajaca (Sciskajaca).

PowyZsze spostrzezenia mozna traktowaé jako kryterium formowania sig¢ fal uderze-
niowych w materialach z parametrami wewnetrznymi. Nalezy tylko podkreslié, ze do-
datkowo wymaga si¢ dla tych materialéw spelnienia nieréwnoéci

(4.34) 0e T (Eo, #0)0cA(FEy, @) < 0.

Podobnie, cho¢ moze mniej wymagajaco, wygladaja warunki formowania si¢ fali ude-
rzeniowej, tzn. istnienia czaséw krytycznych przy propagacji fali przyspieszenia, w ma-
terialach o przeciwnej nieréwnoéci do (4.34).

Punkt 2 twierdzenia 2 dotyczy wlasnie takich materialdw. Dla nich zadamy

(4.35) 0T (Eo, ao)0eA(E,, 2o) > O.

Zauwazmy, Zze wedlug podpunktli 2b warunkiem wystgpowania czasu krytycznego
jest tylko niezgodno$¢ znakéw amplitudy i pochodnej napr¢zenia. Nie naklada an zad-
nych ograniczen na wielko$¢ a(0) (z wyjatkiem jej nieznikania).

Zwréémy uwage, ze w obu przypadkach, tj. dla materiatéw speiniajgcych nieréwnoéc
(4.34) czy (4.35), wymagamy tylko lokalnej wypuktosci lub lokalnej wklestosci krzywej
T = J(E, ap). Lokalno$¢ ta jest rozumiana ze wzgledu na odksztalcenie E,.

Koriczge rozwazania tego punktu chcemy zwrécié uwage na mozliwo$¢ sformutowania
warunkéw formowania si¢ fal uderzeniowych (tj. wystepowania krytycznych czaséw
w analizie fal przyspieszenia) dla obu przypadkdéw nieréwnoéci (4.34), (4.35) i réwnoéci

26) Krzywa ta jest przecieciem powierzchni T—J (E, «) = 0 plaszczyzng o = o,.
2" Tzn. w stanie rownowagi (Eo, ¢o) przed fala pochodng 9% J(E,, &) jest ujemna.
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0, T (Ey, ao)0rA(E,, 2o) = 0. W tym celu wystarczy okre§li¢ poczatkowa?® ampli-
tude krytyczna |4,| jako

(4.36) |z|—ﬂo dla po>0 i =0 dla p<0.

5. Fale uderzeniowe

5.1. Ciaglo§¢ parametréw wewnetrznych. Nieciaglo§¢é odksztalcenia w procesie dynamicz-
‘nym z fala uderzeniowa (por. definicje 2) wymaga zajecia si¢ réwnaniem ewolugji dla pa-
rametréw wewnetrznych (3.2). Aby mdc je zanalizowaé, trzeba rozszerzyé pojecie roz-
wigzania do funkcji odcinkami gladkiej. :

Zastagpmy réwnanie ewolucji (3.2) réwnowaznym réwnaniem catkowym (wektorowym)

.) : a(r) = «(0)+ f A(E(s), a(s))ds.
d

Istnienie i jednoznaczno$¢ cigglego rozwigzania réownania (5.1) wynikaja z twierdzen
teorii réwnan catkowych. Rozwiazanie (), jako calka, jest bezwzglednie ciggle na [0, L).
Jego pochodna istnieje prawie wszedzie i ma jednostronne granice w kazdej chwili e
€[0, L), poniewaz posiada je funkcja A(E(s), a(s)). Punkty nieciaglosci funkcji & sq takie .
same jak odksztalcenia E.

Jesli E(r) ma nieciggloé¢ skokowa w = = ¢, tzn. E~(t) # E*(¢), wtedy skok w po-
"chodnej « jest dany przez

(5.2) & (t)—at () = A(E~(1), a(t)) —A(E* (1), a(r)).

Powyzsze rozumowanie pozwala stwierdzi¢, ze w procesach dynamicznych z falami
uderzeniowymi wektor parametréw wewnetrznych jest ciggla funkcja, natomiast jego
pochodna czasowa istnieje i jest ciggla wszedzie z wyjatkiem krzywej 2 (tj. fali), na ktorej
posiada niecigglo$¢ skokowa.

W pracy [18] podano dowdd tego faktu opierajac si¢ na analizie ogélnego problemu
poczatkowego materialu z parametrami wewngtrznymi. Jest to problem dla uktadu réw-
nan hiperbolicznych?® quasi-liniowych. Uklad ten mozna sprowadzi¢ do postaci uogdl-
nionego prawa zachowania. Dla takich to praw sformulowano teori¢ stabych rozwiazan.
Teoria ta ma szczegblne zastosowanie w przypadku wystepowania fal uderzeniowych.
Warunki jakie stabe rozwiazania musza spetnia¢ na falach uderzeniowych, zwane wogdl-
nionymi zwiqzkami Rankine-Hugoniota [12], sa niczym innym, jak warunkami na nie-
ciaglosci skokowe funkcji wystepujacych w ukladzie réwnan.

28 Ten fakt jest oczywisty z punktu widzenia analizy ogdlnego réwnania amplitudy (4.12) ze zmien-
nymi w czasie wspolczynnikami u(¢) i B(r). Zalezno§¢ (4.36) bedzie odpowiadala zwiazkowi (3.13)
w [15]. Por. tez [1].

29) Hiperboliczno§é problemu poczatkowego dla materiatu z parametramn wewnetrznymi zapewma
warunek propagacji fal przyspieszenia (por. punkt 4.2 i [18]).

4
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Zwiazki Rankine-Hugoniota dla problemu poczatkowego w materiale z parametrami
wewnetrznymi przyjmuja postaé [18]:

eV [v] = —[T],
(5.3) VIE] = —[v],
[«] = 0.

Réwnania (5.3); sa identyczne z wezeS$niej wyprowadzanymi warunkami (2.25)
i (2.30).

Ze wzgledu na (5.3) warunek zgodnoéci kinematycznej (2.14) pozwala napisaé
(5.4) Vloxa] = —[a].

5.2. Réwnanie amplitudy. W tym punkcie wyprowadzimy ogdlne i jawne wyraZenie na
zmiang w czasie amplitudy fali uderzeniowej, rozprzestrzeniajacej sic w ogélnym, jedno-
rodnym materiale z parametrami wewngtrznymi. Wyprowadzenie to przeprowadzimy
przy pewnych zaloZeniach poczynionych o obszarze przed frontem fali.

Przy analizie fali przyspieszenia wprowadziliSmy juz pojecie jednorodnego stanu réw-
nowagi [por. (4.16)].

Powiemy, ze para funkcji (E(X, 1), a(X, 1), (X, t) e #x[0, L) formuje jednorodny
stan nierdwnowagi [25], jesli istnieja takie stale Ey e (—1, ), 95 = 0, ap € ¥, Ze
E(X,1) = Eo+vot, E(X,1) =, E(X,0)=0, 0xa(X,1)=0,

&(X,t) = A(Eo+vot, a(X, 1)), a(X,0) = a,.
W pracy [15] wykazano, ze (5.5) jest jednoznacznym rozwiazaniem problemu poczatko-
wego dla naszego materialu przy warunkach poczatkowych?®

E(X’O):EO) 'U(X,t)='voX, G(X,0)=¢0,

Sprobujmy teraz, wykorzystujac réwnanie (2.34), wyprowadzi¢ wyrazenie na zmiane
amplitudy. .

Jeste§my w stanie policzyé pochodna 0x T i wyrazi¢ jej skok na 2. Wstawiajac ja do
(2.34) otrzymamy

(5.5)

(5.6) 2V7dit(VV|[E]]) = VZ[[aXE]]—Q—IO {[0cT (E, ®)0x E]+[0.T (E, &)ox ]}

Widzimy, Ze po lewej stronie wyst¢puje pochodna przemieszczeniowa predkosci fali, tj.
dV/dt. Pewne dodatkowe obliczenia prowadzag do stwierdzenia, Ze predko$§é¢ fali uderze-
niowej rozprzestrzeniajacej si¢ w jednorodnym stanie nieréwnowagi spefnia réwnanie [18]

d ., " .
d_lt/ = m{(agﬂ'(E‘, a)—gon)i[t[f—]] +[0eT(E, ®)]E* +[0.7 (E, oc)]]oﬁ}.

Natomiast je$li obszar przed fala jest w jednorodnym stanie réwnowagi (E,, o), to

(5.7)

(5:9) AV 3T (E”, a)— 0oV d[E]
' dr = 20,V[E] dr

30 Zauwazmy, ze je§li w (5.5) zalozymy, e vo = 0, to otrzymamy jednorodny stan réwnowagi,
o ile A(Ep ap) = 0.
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Zauwazmy, ze predkosé fali uderzeniowej propagujacej si¢ nawet w jednorodnym sta-
nie réwnowagi nie jest ogdlnie stala, jak to mialo miejsce dla fali przyspieszenia. Jedynie
tylko przy znikaniu prawej strony (5.8), tzn., gdy

(5.9 0aV? = 0,7 (E-, ag) Tub  LYEL
) di

mamy dV/dt = 01 stad V' = const. Ze zwiazku (5.9) widaé, ze moze to mie¢ miejsce tylko
przy stalej wartoéci pochodnej 0g7 w (E~, a,). W dalszych wyprowadzeniach zakladamy,
2e goV?# 0T (E~, ap).

Twierdzenie 3. Amplituda [E] fali uderzeniowej propagujacej si¢ w jednorodnym
stanie ogdlnego materiatlu z parametrami wewnetrznymi spelnia rownanie [16 - 18]

d
(5.10) @ [E]= 4—&)7/227[.—_1 ((3xE)~ —w),

gdzie V jest predkoécia fali dang przez (2.31) i (5.7), (5.8), natomiast wspdiczynniki r i w
83 funkcjami zdefiniowanymi na £ nastgpujaco:

G1) o= % {LV ([oe7 (E, W]E* +[0.7 (E, W)]at)+ 0.7 (E~. &) (9xa)~

w przypadku stanu nieréwnowagi oraz
6.12) w=— ;117 0T (E-, a)A(E-, ag)

w przypadku stanu réwnowagi (E,, a,), za$
(5.13) r= 0o V2— 0T (E™, o)

dla obu przypadkéw.

Otrzymane réwnanie w poréwnaniu z réwnaniem amplitudy fali przyspieszenia (4.12)
Jest bardzo zlozone; jego wspdtezynniki zaleza od poszukiwanej funkcji [E], a ponadto
do réwnania wchodzi nieznana warto$é gradientu odksztalcenia (9xE)~ za czolem fali.

Najblizsze dwa punkty po$wigcimy dyskusji zachowania sie amplitudy na czole fali.
Jako pierwsza rozpatrzymy §ciskajaca fale uderzeniowa.

Na mocy prawa zachowania masy dla takiej fali mamy3V
(5.149) [E]<0 i E*<0O0..

Przyjmijmy dodatkowo, Ze dla kazdej wartosci parametru « zwiazek T = 7 (E, a) w za-
kresie naprezefi i odksztalcen $ciskajacych jest skierowany wypuklto$cia do géry, tzn.
(5.15) AT (E,x) <0 dla E<01i kazdego a.

Pamigtajmy, ze w dalszym ciggu obowigzuje kryterium propagacji fal przyspieszenia
W tym materiale

(5.16) 0eJ (E,a) >0 dla kazdego (E, a),

ktére zabezpiecza hiperboliczno$é problemu poczatkowego dla rozpatrywanego materiatu.

30 Warunek E+ < 0 méwi, Ze material przed frontem fali jest Sciéniety.
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Zauwazmy, Z¢ nieréwno$¢ (5.16) jest jednocze$nie warunkiem koniecznym istnienia
rzeczywistej predkoéci fali uderzeniowej, a to ze wzgledu na zwiazek
T(E~, a)—~T(E*, a)
E-—E* ’

(5.17) oV =

w ktérym prawa strona musi by¢ dodatnia.
Nieréwnoé¢ (5.15) ma wplyw na znak wspélczynnika r w réwnaniu (5.10), albowiem
przy tych zaloZeniach otrzymamy

(5.18) r=g,V2?—0r7(E", @) <O0.

Nieréwno$§é (5.18) oznacza, ze predko$é fali uderzeniowej jest poddzwigkowa® wzgle-

dem obszaru za frontem fali. _
Zauwazmy, ze przy propagacji §ciskajacej fali uderzeniowej obserwuje si¢ nast¢pujace

zachowanie amplitudy w kazdej chwili czasu [5, 9, 16, 18]:

d
(@xE) > w1 [[E]l > 0,
(5.19) - (xE)” <o Q%”[Em <0,

(0xE)~ = Q% I[E[l = 0.

Wréémy jeszcze raz do nieréwnosci (5.15). Wypukio§é (5.15) krzywej odksztalcenie~
naprezenie przy ustalonym e dla fal §ciskajacych odpowiada kryterium wystepowania cza-
séw krytycznych (i nieograniczonego wzrostu amplitudy $ciskajacej fali przyspieszenia34),

Podobne spostrzezenia mozna sformulowaé dla fali rozciagajacej, dla ktérej zadamy
spelnienia warunkéw

(5.20) [E]>0 i E*>20
oraz wypukioSci od dotu (tzn. wquslpéci) krzywej T = J (E, a), dla kazdego a«
.21 0 T (E, ) > 0 dla kazdego E i kazdego «.

Z warunkéw lokalnego zachowania si¢ amplitudy fali wnioskujemy, Ze dla obu typdw
fal wielko$¢ w gra rolg krytycznego gradientu odksztalcenia, podobnie jak |4,] w poprzed-
niej analizie.

Podane wiasnosci fali sa prawdziwe przy zaloZeniu, Ze materiat przed falg jest w jed-
norodnym. stanie réwnowagi badZ nieréwnowagi. W przypadku réwnowagi podobne
wlasnoéci moga byé sformulowane dla predkoscei fali [16].

W pracy [16] moze czytelnik znalez¢é analize¢ infinitezymalnych fal uderzemowych

Ponadto w [16] wykazano, Ze graniczna warto§é krytycznego gradientu odksztalcenia
o fali uderzeniowej, przy amplitudzie zmierzajacej do zera, réwna si¢ podwojonej kry-

31 Réwnanie to moéwi, ze predkosé fali uderzeniowej jest proporcjonalna do kata nachylenia siecz-
nej laczacej punkty o rzgdnych E* i E- lezace na krzywej T = J (E, a), przy & ustalonym.

33 Jest to znany fakt z dynamiki gazéw [12]. .

34 Por. rozdziat 4.



ANALIZA JEDNOWYMIAROWYCH FAL 119

' tycznej poczatkowej amplitudzie |Ao| fali przyspieszenia. Taka sama wlasno$¢ zaobser-
wowano dla innych typéw materialéw [7, 8, 11, 40].

5.3. Fala predkoéci w materiale o liniowej reakeji sprezystej. Wyprowadzajac réwnanie ampli-
tudy (5.10) w ogélnym materiale odrzuciliSmy przypadek zerowania si¢ wspolczynnika
r [por. (5.13)]. W tym punkcie rozpatrzymy ten szczegdlny wypadek.

Zaniedbajmy ogdlny zwigzek konstytutywny (3.1) na korzy$é szczegdlnego, lintowego
wzgledem odksztalcenia, prawa fizycznego [17, 19]

(5.22) . J(E, a) = b(a)E+c(a).

Materiat o takim prawie fizycznym charakteryzuje si¢ liniowa reakcja sprezysta. Funk-
cje b(a) mozna traktowaé jako uogdlniony modut Younga, ktéry podlega zmianie w trakcie
proceséw ze zmieniajacymi si¢ parametrami wewnetrznymi®®, o

Wstawiajac (5.22) do réwnania na predko$é fali uderzeniowej (5.17) otrzymamy spe-t
nienie pierwszej rownoéci (5.9), a tym samym zerowanie si¢ r w (5.13),

Amplituda fali [E] uderzeniowej propagujacej si¢ w takim materiale bedzie spelniaé
réwnanie [17, 19]

- [€E) _ 1 1 N dat }
ktére po wykorzystaniu (5.22) moze byé zapisane w postaci
[€e] _ _ 1 N Fm 4 ot , s }
Predko$é fali jest dzwiekowa
V= Vb(@)go -

Zatézmy, e przed fala material znajdowal sig¢ w Jednorodnym stanie réwnowagi
(E,, «,), wtedy mamy

(5.25) -df—t_ = ﬁ(b'(ao)E" +¢'(ao)A(E™, @),

-gdzie skorzystaliémy z réwnoéci

dE,
dr |

Widzimy z tego nawet prostego réwnania, 7e dyskusja zachowania si¢ amplitudy fali
uderzeniowej [E] (czy E~) jest mozliwa tylko wtedy, gdy znana jest postaé funkcji A, tzn.
prawa strona réwnania ewolucji. '

Nawet w przypadku liniowego zwiazku konstytutywnego nie jeste§my w stanie przewi-
dzie¢ zachowania si¢ amplitudy fali uderzeniowej. Inaczej ta sprawa wyglada w przypad-
ku fali przyspieszenia, gdzie nawet dla ogélnie nieliniowych zwiazkéw byliémy w stanie
podaé postaé rozwigzania réwnania amplitudy.

[E] = E-—E,, = 0.

3% Jesli uzyjemy (5.22) i parametréw wewnetrznych do opisu materialu lepkoplastycznego i utoz-
samimy jeden z nich z nieodwracalna deformacja (lepkoplastyczng), to funkcja b(a) reprezentuje zmxa-
ne modulu Younga w wyniku nieodwracalnych deformacji. o§rodka. :
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Konczac ogdlng teorie jednowymiarowych fal uderzeniowych chce zwréci¢ uwage
czytelnikowi na fakt, ze w przypadku istotnie nieliniowych zwigzkéw konstytutywnych
(tzn. gdy 829 (E, a) # 0) jest mozliwe rozprzestrzenianie si¢ i powstawanie®® fal ude-
rzeniowych nawet przy dowolnie razy ciagle rézniczkowalnych warunkach poczatkowych.,
Fale uderzeniowe mogg si¢ generowaé w takich materialach (nawet dysypatywnych) (por.
punkt o formowaniu si¢ fal uderzeniowych).

Inaczej sprawa wyglada dla przypadkéw zwigzkéw liniowych (tzn. gdy 027 = Q)
postaci (5.22). Tutaj fala uderzeniowa nigdy nie powstanie w o§rodku. Musi by¢ wywotana
przez zewngtrzny impuls, przez nieciagle warunki poczatkowe. Ponadto w przeciwienstwie
do materialéw nieliniowych, gdzie predkos¢ fali uderzeniowej jest catkiem inna od pred-
kosci fali przyspisszenia (dZwigkowej) [por. (5.18)], w materiale o liniowej reakcji spre-
zystej predkosci fali uderzeniowej (predkosei) i przyspieszenia pokrywaja sig>”.

6. Przyklady

Przedstawiona dotad teorie jednowymiarowych fal w o§rodkach niesprezystych zilu-
strujemy przyktadami.

6.1. Fala przyspieszenia w nieliniowym materiale lepkosprezystym. Rozpatrzmy funkcje konsty-

tutywng J i funkcje¢ przygotowania A [14, 15] taka, Ze réwnania konstytutywne i ewo-
lucji beda mialy postac

6.1) T=0b E+bya+bE*+by,, & =c E+c,a+c.

Jest to materiat lepkosprezysty, o nieliniowej reakcji sprezystej. Zauwazmy, Ze ukiad (6.1)
jest réwnowazny nastgpujagcemu zwigzkowi funkcjonalnemu dla naprezenia

6.2) T(t) =b E()+byE2(t) + bye? {a(O) - %(e"’l'— D+ flcle"’l’E(r)dr}.
. )

Policzmy potrzebne pochodne

0p T (E,0) = b, +2b,E, 0,7 (E, ) = b,,

(6.3) af;.?-(E, a) = 2b3, aEA(E, a) = Cy.
Warunek propagacji wymaga, by (por. (4.21))
(6.4) 0T (E,0) >0 tzn. b,+2b,E>0 dla kazdego E.

Wiemy, ze odksztalcenie E moze przyjmowac¢ wartosci z przedziatu (—1, 00). Stad, aby
utrzymaé nieréwno$é (6.4) potizeba i wystarczy, by

6.5) b, > 2b, 2 0.
Interesuje nas o$rodek nieliniowy, wiec nie znikajace b;: b; > 0. Stad mamy 937 (E, a) >.

> 0, czyli przecigcie powierzchni J(E, «)—T = 0 plaszczyzng o = const przedstawia
krzywa wklesta. :

36) Fakt znany z nicliniowych réwnan hiperbolicznych [12].
37 Matematycznie oznacza to, ze charakterystyki ukladu liniowego (ktére sa krzywymi X, tzn. fa-
lami przyspieszenia) sa jednoczeénie krzywymi niecigglosci rozwigzania (tzn. falami predkosei £).



ANALIZA JEDNOWYMIAROWYCH FAL 121

Niech (E,, o) bedzie jednorodnym stanem réwnowagi, tzn. takim, ze
A(Eg, 00) =0  czyli ¢ FEg+cro0+¢o = 0.
W tym stanie wspolczynniki uq, fo 1 4o [por. (4.18), (4.19) (4.30),] przyjmuja postad

bzcl —b3]/9—0 }' —bzcl Vbl+2b3Eo
Y- 0 »

gdzie predko$¢ fali przyspieszenia dana jest przez

6.7) U= ]/ 3:7 (Eo, %) _ V@
Qo Qo :

Sformulujemy warunki ewolucji amplitudy a(f) fali w tym materiale. Zgodnie z ogdl-
nym twierdzeniem 2 mamy [15]:

Przypadek 1. Niech b,¢; < 0. Wtedy 4, < 0 i

a) jesli a(0) = 4y, to a(r) = a(0);

b) jesli albo [a(0)| < |4,| albo a(0) > 0, to lim a(r) = 0;

=0
c) jesli |a(0)| > [4,| i 2(0) < O, to lima(t) = — oo,
-1
gdzie
1 A 2(b; +2b, E,) b,c b, +2b,E
6.8) ¢ = —#ln(l— 0 )= ! 3to ln(l— 20y ]/1 3 o).
€8 u Ho a(0) by, 2a(0)b, 0o

Przypadek 2. Niech byc;, > 0, wtedy 4, > 0 i
~a) jesli a(0) = 4o, to a(t) = a(0);
b) jedli a(0) < 0, to lima(t) = —oo, gdzie f, dane jest przez (6.8);

11
c) jesli a(0) > 0 i a(0) # A, to
. . _bye, /b +2b,E,
im0 = do = i

Widzimy wyraznie, ze ze wzglgdu na wklestos¢ krzywej naprezenie-odksztatcenie wy-
stepowanie krytycznych czasdéw propagacji t, jest mozliwe tylko dla rozciagajacych fal
przyspieszenia.

6.2. Fala naprezenia w materiale sprezysto-lepkoplastycznym®®), priy duzej predkosSci odksztalcenia.
Rozpatrywany tutaj oSrodek niesprezysty charakteryzuje si¢ nastgpujacym zachowaniem:
jest liniowo sprezysty do pewnej wartoéci naprezenia k,, powyzej ktorej zachowuje si¢
w spos6b nieodwracalny, wykazujac mocne wiasno$ci lepkie. W zakresie trwatych defor-
magcji (tzn. dla |T| > k) jego wlasnosci lepkie sa tak zrdéznicowane, Ze mozna wyrdéznié
trzy obszary zaleznoéci predkosci odksztalcenia plastycznego od naprezenia®®’. Ponie-

38 Fale naprezenia w takich oérodkach rozpatrywano w [13, 30, 36, 37].

39 7 fizykalnego punktu widzenia za istnienie réznych obszaréw sg odpowiedzialne rézne mecha-
nizmy plyniecia lepkoplastycznego, np. termicznie aktywowane procesy, sttumiony ruch dyslokacji na
skutek lepkosci fononow_ej czy rozpraszania fononéw. Por. [22, 28, 35, 37].
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waz naszym celem jest analiza fal, zainteresowanych fizyczna strona tego zagadnienia
odsylam do prac PERzYNY {35, 37] i cytowanej tam bogatej literatury.

Zanim podamy pelny ukiad zatozen konstytutywnych wprowadzonego materiatu, przyj-
mijmy nastgpujace oznaczenia:

k, granica plastycznoéci (przy prostym $cinaniu),

k, pgranica pierwszego obszaru, k, > k;,

k; granica drugiego obszaru, k; > k,,

j modut Younga materialu,

vy, wspolczynnik lepkosdci dla pierwszego obszaru,

y, wspolczynnik lepkosci dla drugiego obszaru,

ys sprowadzona do ruchu dyslokacji predko$¢ diwigku*®.

Przyjmujac jeden parametr wewnetrzny o i utozsamiajac go z odksztalceniem trwatym
(lepkoplastycznym) postulujemy nast¢pujacy zwiazek konstytutywny i réwnanie ewolucji
(por. [22, 23))

(6.9) ' T = (E—a)j,
0 dla |T| < k,,
yl('—T'—l) L dia k, < |T] < ks,
k, | T}
(6.10) & = (ITI ) (kz ) T
+y 1| = dlak, <|T| < ks,
Y2 7] Y1 k, 7] 2 |T| < ks
Vs(-l—exp)( ITI) 7] dla |T| > kj,
gdzie

TR Ix

Dodajmy, %e graniczna warto$¢ ky odpowiada predkoéci odksztalcenia rzedu 10*s™2,
natomiast y, jest rzgdu 10°—10%s~*.

Rozpatrzmy fale (predko$ci) uderzeniowsa propagujaca si¢ w tym oérodku w stanie
niezaburzonym (réwnowagi). Liniowo$¢ zwiazku (6.9) sprawia, ze nalezy skorzystaé z réw-

nania amplitudy w postaci (5.23). Réwnanie na predko$¢ V daje
(.11 : v-1/2.
' Qo

Réwnanie za§ amplitudy, po wykorzystaniu (5.25), przyjmie prosta postaé

dE~

(6.12) -

1
= — —2—'A(E—, ao).

. ombe . :
40) Zgodnie z [28] y; = Q‘/—3_, gdzie gm — gesto§¢ ruchomych dyslokacji, & — wektor Burgersa,

¢ — predko$¢ diwieku w materiale.
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Zwréémy uwage, ze réwnanie ewolucji (6.10) zostalo podane w postaci zaleznosci od
napreZenia. Sklania nas to do zastapienia zmiennej poszukiwanej E- w (6.12) napreze-
niem 7T~

Dzieki (6.9), (6.10) i (6.12) mamy*"

0 dla |T-| < k,,
%(lzl _1)" dla k; < |T7] < ks,

(6.13) ‘%'Zt L —'é)’z (ILI _1)_1_;1_(’;_?_1)" dla k, < |T|~ < ks,
%(Fexp(_ '%')) dla |T-| > k,.

Jasne jest, Zze je§li chcemy znaé wplyw wszystkich obszaréw na czole fali uderzeniowe;j,
poczatkowy impuls |77 (0)| musi byé wigkszy od k;.
Rozwigzujac réwnanie (6.13) dla obszaru trzeciego otrzymamy

cxp(zi%,w) | exp(_l_fﬂ)

(6.14) |T-(t)l = —Bln , Ww=1In o
JY2 —expl| = _ON

1+cxp(2—Bt+w) 1 cxp( 3 )

Naprezenie |7~ (¢)| maleje, wige istnieje skoniczony czas ¢, taki, Ze zostanie osiggnigta
graniczna warto$§é k;
|T~(to)] = kj.
Mozna ten czas wyznaczyc

s ol el 50

(6.15) ty = mln "y o
[1 —cxp(——B—s)] exp(T) .

W drugim obszarze stosujemy t¢ samg procedurg wyznaczajac |7~ ()| oraz czas przejs-
cia ¢, granicy obszaru k,. W efekcie otrzymamy nast¢pujace rozwiazanie (6.13) na war-
toéé naprezenia |7-| na czole fali:

[ln(l+exp)(&t+ )—jzy—;t—w], 0t <,

(6.16) T~ (1) = | ks+ [k3 —kyt k;”‘ (%—1) ](exp T2 (g t)—l), to <t <t
2 1

1-n
k, +k1l(k2 1) "” (t—tl)(n—l)]’ ", t>1,.

41 Uzyliémy wartoSci bezwzglednej naprezenia, gdyz chcemy w ten sposéb jednocze$nie rozpatrzyé
rozciggajace 1 $ciskajace napreZenia. '
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Zauwazmy, Ze lim |T~(¢)| = k,, co oznacza, Ze w nieskonczenie dlugim czasie osig-
-0 o

gniemy statyczna granicg plastyczno$ci &k, na czole fali.

Interesujace jest podanje szacunkowych wartoéci czaséw przejécia poszczegdinych
obszaréw. W [23] podano obliczenia dla prébki aluminiowej. Przyjmujac poczatkowy
impuls o wielkosci |7-(0)] = 19,62 - 10® dyn/cm? otrzymano

to = 1,03x10"7s, ¢, = 3,70x10~7

f
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‘PeswoMme

AHAJIN3 OOHOMEPHBIX YIOAPHBIX BOJIH W BOJIH YCKOPEHMUS
B HEYIIPYT'OMl CPEOE

B paBoTe ncnosb3oBaHa MOAENs HEYNpPYroi (MCCHNATHBIHON) CPEMAbl, KOTOPAs OMHCHIBAETCS uepe 3

Aedopmaunio 1 KOHEUHOE HMCIO AONOIHUTENBHBIX BETHYUH, Ha3bIBAEMbIX BHYTPEHHUMH MEPEMEHHLIMU
cocrostHuA (MM BHYTpeHHumMH napamerpamu). IlyTem cooTmeTcTBYylouiero noxbopa BHYTPEHHHUX Iapa-
METPOB MOYKHO YCMELIHO MPUMEHHTH 3TY MOAEb K OITHMCAHHUIO CTAPCIOLIHMX BSI3KO-YIPYrUX HIIH YIPYTro-
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BSI3KO-IIJIACTHYHbLIX MaTepuanoB. [Toa BonHamu B paboTe oApa3yMeBalOTCA HEKOTOpBIE KpHBbIe B (ha3o-
BOM MPOCTPaHCTBE X—!, Ha KOTOPbIX HMEIOT MECTO Pa3PblBbI BEJMUHH , OIHUCHIBAIOIMX COCTOSIHHE CPEbI
(unu paspsiBbl POH3BOAHDLIX 5THX BeNHuuH). Ilonyuenwr auddepeHuHanbHble YpaBHEHHS, ONHCbIBa-
IOIMe M3MEHEHME MO BPEMEHH aMILIUTYA YAADHbIX BOJH M BONH YCKOpeHHA. OGHApYKEHO CYIECTBO-
BAaHME KKPUTHYECKUX» amIuuTyA. ChopmyJIHpOBaHbI BBIBOAbI, KAaCAIOUIMECA JIOKAJIBLHOTO U IJI00aNIBHOrO
[I0 BPEMEHH NOBEAEHI amnnuTyd. [IpeaaraemMblil MeTon aHAIM3a IPHMEHEH KK MCCIENOBAHHIO pacipo-
CTpaHeHus1 BOJH B lI€NUHEAIIOM BSA3KO-YIIDYTOM U YIIPYro-BsI3KO-TNIACTHUHOM MaTepHalax.

Summary

ANALYSIS OF ONE-DIMENSIONAL SHOCK AND ACCELERATION WAVES IN INELASTIC
MEDIUM

The model of the inelastic (dissipative) continuous media assumed in the paper is described by the
strain and by the finite set of additional variables, called the internal state variables or internal parame-
ters. After appropriate specification of internal variables the model may be used to deseribtion viscoelastic,
ageing or elastic-viscoplastic materials. In the paper the waves are understood as some special curves
in the phase space X-f, on which the variables describing the behaviour of the medium, or their deriva-
tives, suffer jump discontinuities. The explicit expressions for the change in the amplitudes of accelera-
tion and shock waves are derived. These expressions established the existence of «critical» amplitudes.
The propositions on the local and global (in time) behaviour of the amplitudes are formulated. The above
analysis is applied to the wave propagation in non-linear viscoelastic and elastic-viscoplastic materials.
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