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1. Wstep

W pracy zbadano wplyw sztywnoéci i tlumienia w ukladzie sterowania lotkami przy
uwzglednieniu odksztalcalnoéci gigtnej skrzydel na stateczno$¢ boczng samolotu oraz
drgania lotek. Samolot traktowano jako uklad mechaniczny sztywny z odksztatcalnymi
gietnie skrzydlami i ruchomymi lotkami.

Réwnania ruchu wyprowadzono w quasi-wspéirzednych stosujac réwnania Boltz-
manna-Hamela [4] dla ukladéw mechanicznych o wigzach holonomicznych w uktadzie
wspéirzednych zwiazanych -z samolotem.

W pracy przyjeto zaloZenie, Zze sity i momenty aerodynamiczne nie maja wplywu na
postacie i czgsto$ci drgan wlasnych skrzydel. Zatozenie to pozwolilo na osobne rozpatry-
wanie kazdej postaci wlasnej drgan skrzydet. Skrzydia stanowiace uklad ciagly o nieskon-
czonej liczbie stopni swobody zastapiono §cisle okre§long liczba stopni odpowiadajaca
iloéci przyjetych postaci. Postacie i czestosci drgan wlasnych okre§lono do$wiadczalnie
na drodze badan rezonansowych [6, 8].

Linearyzacje réwnan ruchu przeprowadzono na podstawie teorii matych zaburzen
[1, 2, 3, 7, 20]. Przyj¢to, ze ruchy antysymetryczne samolotu powoduja wylacznie zmiany
antysymetrycznych sit i momentéw aerodynamicznych, natomiast symetryczne -—zmiany
symetrycznych obciaZe aerodynamicznych. PowyZsze zaloZenia pozwolily na rozprzegnig-
cie uktadu réwnan [1, 2, 3, 20], opisujacych dowolny ruch samolotu, na dwa uklady: ukiad
réwnan ruchéw symetrycznych [8, 9, 13] statecznoéci podtuznej i ukiad réwnan ruchéw
antysymetrycznych stateczno$ci bocznej [14].

Uwzgledniono pigé stopni swobody, w tym trzy stopnie swobody samolotu sztywnego:
przechylanie ¢, odchylanie y, predko§¢ przemieszczei bocznych v oraz antysymetryczne
odksztalcenia gietne skrzydet £ i sprezyste wychylenie lotek g [14].

“Po linearyzacji ukiadu réwnan rozwigzanie sprowadzono do wyznaczenia wektoréw
wiasnych i odpowiadajacych im wartoéci wlasnych macierzy stanu. Przyktadowe obliczenia
numeryczne przeprowadzono dla samolotu klasy «Wilga» wediug wiasnych programéw
w Zakladzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

W dostepnej literaturze, dotyczacej dynamiki obiektéw ruchomych, nie spotkano si¢
z wyprowadzeniem réwnar ruchu przez zastosowanie réwnah Boltzmanna-Hamela dla
ukiadéw o wiegzach holonomicznych. Wiaénie zastosowanie réwnar Boltzmanna-Ha-
mela [4] do wyprowadzenia réwnan ruchu obiektéw ruchorpych w ukladzie wspéirzed-
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nych zwigzanych z tym obiektem umozliwia w stosunkowo prosty sposéb wzglednienie
stopni swobody wynikajacych z odksztaltcalnosci ciata, jak i wzglednych ruchdéw elementéw
rozpatrywanego obiektu [9, 13, 14].

Réwnania Boltzmanna-Hamela sa uogdlnionymi réwnaniami Lagrange’a II rodzaju
wyrazonymi w quasi-wspdirzednych i quasi-predkosciach. Quasi-predko$ci sa linio-
wymi zwiazkami predkosci uogdlnionych, ktérych wspdiczynniki zalezne sa od wspol-
rzednych uogdlnionych [4, 19], przy czym moga zawiera¢ réwniez wyrazy wolne, jak i jaw-
nie zalezne od czasu [19]. W rozwazanym przypadku takimi quasi-predko$ciami sa kinema-
tyczne parametry ruchu okre§lone w ukifadzie centralnych osi odniesienia, sztywno zwig-
zanych z samolotem. Wspomniane wyZej parametry kinematyczne, to predkosci katowe
samolotu P, Q, R oraz predkosci liniowe jego $rodka masy U, V, W[1,2,3,4,9, 13, 14, 19
i 20].

Wyprowadzone w trzecim rozdziale niniejszej pracy réwnania ruchu sg uniwersalne
i mozna je bezposrednio zastosowaé do opisu ruchu dowolnych odksztalcalnych obiektéw
ruchomych w przyjetym ukfadzie odniesienia.

2. Przyjety uklad odniesienia .

Do opisu dynamiki samolotu niezbedne sa trzy ukiady odniesienia: uklad grawita-
cyjny iciSle zwiazany z Ziemia Ox,y,z,, ukfad predkosciowy zwigzany z przeplywem
Ox,y,z, oraz zwiazany sztywno z samolotem Oxyz.

Rys. 1. Przyjety uklad odniesienia Oxyz zwiazany z samolotem oraz wprowadzone predkoSci liniowe
i katowe

Chwilowe polozenie samolotu jako ciata sztywnego okre$lono przez potozenie $rodka
masy obiektu 7,(x,, y:, z,), mierzone wzgledem nieruchomego ukiadu wspdtrzednych
Ox,y,z, zwigzanego z Ziemia oraz katéw obrotu samolotu ¥, @, ®.
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Katy obrotu okreflajg jednoznacznie potoZenie ukladu wspéirzednych écisle zwigza-
nego z samolotem Oxyz wzgledem grawitacyjnego uktadu wspétrzednych Ox,y,z, réwno-
leglego do nieruchomego ukladu Ox,y,z, (rys. 1). _ ]

Przyjete katy obrotu sa katami quasi-eulerowskimi, zwanymi réwniez samolotowymi
(1, 2, 19]. ) K —_

Nazwy tych katéw sa nastepujace: @ — kat przechylenia, @ — kat pochylenia, ¥'—
kat odchylenia. - o -

Ruch samolotu zostat opisany w centralnym ukiadzie Oxyz sztywno zwigzanym z samo-
lotem, o osiach skierowanych, jak na rys. 1 i rys. 2. '

Rys. 2. Przyjete skladowe sit i momentéw w ukladzie odniesienia Oxyz zwigzanym z samolotem

Sktadowe wektoréw chwilowych predkoéci liniowej ¥, i katowej 2 w przyjetym ukiadzie
wspétrzednych (rys. 1) sa nastqujq_ce:
— wektor predkoéci liniowej V,
(1) V, = Ui+ Vj+ Wk,
gdzie U oznacza predkoéé podhuzng, ¥V — predkosé bocznq, W — predko$é przemiesz-
czen pionowych, ‘ o : _ :
— wektor chwilowej predkosci katowej £
- ). _ : Q = Pi+Qj+RKk, o
przy czym P jest katowa predkoécia przechylania, Q — katowa perkoécjai pochylaﬁia,
R — katowa predkoécia odchylania. : _ ' .
Wektory sit zewngtrznych i momentdw sit zewngtrznych dziatajacych na samolot maja
postaé (rys. 2): _ :
— wektor sit zewnetrznych F
€)) F = Xi+Yj+Zk,
gdzie X oznacza sit¢ podiuzng, Y—silc' boczna, Z—sil@ pionowa,
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— wektor momentu gléwnego .4
e)) M = Li+Mj+Nk,
przy czym L jest momentem przechylajacym, M — momentem pochylajacym, N — mo-
mentem odchylajgcym.

Predkosci katowe P, O, R s3 liniowymi zwigzkami predkosécei uogélnionych di, Oiy
o wspélczynnikach zaleznych od wspéirzgdnych uogélnionych @, @ i ¥ i wyrazaja sie
W nastepujacej postaci:

P 1 0 —sin@] [ & &
’) 0l=]0 cos® sin®cosO® || 0 |=n,| 6
R 0 —sin® cos®Pcos® | | ¥ U4

Zwigzki kinematyczne miedzy predkoéciami liniowymi %,, y;, Z, mierzonymi w uktadzie
nieruchomym Ox,y,z, a skladowymi predkosci U, V, W sa nastgpujace:

dx,
v dt
_ dy,
V=M |
w o
©) . -4 LA E
F U cosOcos¥ cosOsin¥ —sin® ;tl
vl sin@sin@cos¥— sin@sin@sin?+ sinPcosO dy,
- —cosPsin¥? +cosPcos¥ dt
W cosDsin@cos¥ + cosPsinOsin¥’'— cosDcosO dz,
| ] +sin@sin ¥ —sin@cos¥ L dt |

Zwigzki (5) i (6) wyznaczaja parametry kinematyczne, ktére sa quasi-predkosciami.

3. Réwnania ruchu odksztalcalnego obiektu swobodnego

Model samolotu nieodksztalcalnego, najczesciej spotykany w literaturze, nie zawsze
moze by¢ przyjety w badaniu wlasno$ci dynamicznych obiektu. Niektdre sztywne i sprezyste
ruchy wzgledne moga mie¢ istotny wplyw na charakter ruchu samolotu. W przypadku
uwzglednienia podatno$ci gietnej skrzydel otrzymuje sie¢ uklad o nieskoficzonej liczbie
stopni swobody ruchu. Praktyczne wykonanie obliczen dla takiego ukladu jest niemozliwe
i dlatego tezzastosowano metode¢ przyblizona. Opiera si¢ ona na zatoZeniu, Ze sity i momenty
aerodynamiczne nie zmieniaja postaci niesprz¢zonych drgan wlasnych skrzydet.

Ugigcie skrzydla (rys. 4) opisano funkcja

Lo, = D kL),
i=1



STATECZNOSC BOCZNA SAMOLOTU 67

Rys. 4. Przyjety model ruchéw przechylajacych i odksztalced gietnych skrzydel samolotu

gdzie h;i(y) jest kolejna postacia drgan wlasnych. Pozwolilo to na rozpatrywanie wplywu
na ruch samolotu kazdej postaci drgan osobno. Zgodnie z powyzszym, drgania skrzydet
odpowiadajace i-tej postaci przedstawiono nast¢pujaco:

™ G, 1) = () i(2).

Uwzgledniono réwniez ruch lotek, ktdéry jest mozliwy mimo zablokowanego drazka
sterowego, dzieki istnieniu sprezystych odksztalcenn w ukladzie sterowania lotkami. Prze-
mieszczenie lotek jest okre§lone katem obrotu lotki g wokét osi zawiaséw (rys. 3).

Réwnanie ruchu samolotu wyprowadzono w quasi-wspéirz¢dnych, stosujac réwnania
Boltzmanna-Hamela dla ukladéw holonomicznych [4]. Réwnania Boltzmanna-Hamela
$3 uogdlnionymi réwnaniami Lagrange’a II rodzaju dla uktadéw nieinercjalnych opisa-
nych w quasi-wspéirzednych i maja nastgpujaca postaé:

k k

d (oT*\ oT* Corr
® —E(aw“ ) ~ om, + 22)}“"_%&)“ s

r=1 a=1
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gdzie u, r, ¢ =1, 2,..., k, k oznaczajy ilo§¢ stopni swobody, w, — quasi-predkosci, T* —
energiec kinetyczng w quasi-predkodciach, m, — quasi-wspélrzcd‘n‘gla, OF — sily uogol-
nione. - -

Zwigzki mxcdzy quasi- perkoécnaml i predkosciami uogolmonym1 maja postaé

k

(9) . Wy = Zaaaéa;
o=1
k.
(10) . o éa = vbapwu’
o=1

gdzie ¢, oznaczaja predkoSci uogdlnione, o = pulqy, g2, --v» Gi)y s — WspOSlrzedne
uogolnione, b,, = byu(q,, 92, .-+ ,9x), Przy czym istnieje nastepujaca zalezno§¢ macierzowa:

(11) [@04] = [0, 17"
Tréjwskaznikowe mnozniki Boltzmanna okre§lone sa zalezno$cia
k k a
\' \{ %a da
12 ,-‘z — 21 ro rd )b .
12 v P f;J ( 2q; ~ dq, ) P

W przypadku gdy quasi-wspétrzgdne sa wspétrzednymi uogélnionymi, to tréjwskaznikowe
mnozniki Boltzmanna ¥}, (12) sg réwne zeru.

W przyjetym modelu samolotu odksztalcalnego wektor quasi- perkoécn jest nastepu-
jacy:
(13) w =col[U,V,W,P,0,R, 8, ¢,

gdzie U, V, W, P, Q, R okreSlajg zwiazki (5) i (6), a odpowiadajacy mu wektor quasi-
wspdirzednych ma postaé

(14) T =COI[7ZU, Ty, Ty, nP’nQ, TR, ﬂ, C]'
Wektor wspélrzednych uogdlnionych jest nastepujacy:
(15) q =.C01[x1,y1’219¢, 99 T, ﬂ, C]-

Macierz [a,,] w przypadku przyjetego modelu (rys. 3 i rys. 4) w przyjetym ukladzie
wspoirzednych (rys. 1) zgodnie ze zwigzkami (5) i (6) ma nastgpujaca postaé: -

Ay, i O 0
(16) _ @ d=] 0 Ay 0 |,
0 i 0 I

an Pal=ladt=| 0 Az 0
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Wiekszo$¢ mnoznikéw Boltzmanna Via W przypadku przyjetego samolotu odksztal-
calnego jest réwna zeru. Jednym z niezerowych mnoznikéw Boltzmanna jest y$4. Oblicza
si¢ go wedlug nastgpujacej zaleznodci:

e . .
) - ’ (R Y aa5, aaG, P v
8 . = Z( ——.)b bus
a ) \ o V54 paps o0 Bg. ) 1s0x
Quasi-wspélirzedne f i { s wspdirzgdnymi uogélnionymi. Zgodnie z powyZszym
. aaéa N aaél .
% % o 70

dla «,/ = 1,2, ..., 8 upraszcza si¢ i.zalezno§¢ (18) przyjmuje postaé
6

_ 6
e\ zﬁ Oagy _ dag,
Vsa = ey ( a4, 4 by5bay.

qe=]  Jm]

Analizujac macierze [a,,] i [b,,] daje si¢ zauwazyé, Ze _
big=byy = b34 = bsy =>b64 =0; bya=1;

A6y = Qo2 = Q3 = Qs = 0;  bys = bys = b35 = 0;

stad
C e da Oa .
6 65 66
= — — 2 pyshys— ——bgsbas,
75_‘4 s 55044 7a 65044
gdzie
dags d(—sing)
= = —Cos¢Q,
s dp 4
Oage d(cospcosB) - : :
= = —singpcos@,
094 O e D .
przy czym
sing
. bss = , bgs =——
55 CoOs@, 65 c0s0O

"W rezultacie otrzymano _

y84 = cos?p+sinp = 1. .
Pozostale niezerowe mnozniki Boltzmanna obliczono analogicznie; maja one nastgpujace
wartosci: ‘ ' "

vie = =1, yé =1,

‘}’55 =1, ‘}’éa = -1,

7%6=1, ‘}’%1=—1;

'}’i’s=“1, ‘}’gl=11

. )’-g4=1, 7‘3;2‘-': -1,

y26=_11 725=1, I
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vie =1, yaa = —1,
yis = =1, 8. =1,
y3a = —1, yis=1.
Po wprowadzeniu tak obliczonych mnoznikéw Boltzmanna do réwnania (8) otrzymano

réwnania ruchu dla dowolnego obiektu swobodnego, ktérego ruch jest opisany w przyjetym
ukladzie odniesienia. Réwnania ruchu otrzymujg nastepujaca postac:

FESIE SN P
£(F) T o
IS RN P
o G- - S S-S ae aa? 0 =0t
AT T g,
@ () - Syre Tu- o Gy =0k
o BT
@6) - di,(%) -

Roéwnania (19) + (24) opisuja ruch dowolnego ciala sztywnego w centralnym ukladzie
wspoirzednych zwigzanych z obiektem. Pozostale dwa rdwnania sa wynikiem uwzgled-
nienia dodatkowych stopni swobody: ruchdw wzglednych lotek (25) i odksztalcalnosci
skrzydet (26).

W dowolnym ruchu odksztalcalnego obiektu ruchomego liczba réwnan typu (25)
i (26) moze by¢ dowolna i zalezy wylacznie od iloéci dodatkowo uwzglednionych stopni
swobody przy niezmiennej postaci pierwszych szeSciu réwnan (19)+(24).

4. Réwnania ruchéw antysymetrycznych samolotu odksztalcalnego

W dowolnym ruchu obiektu réwnania (19)=(26) na ogot nie rozprzegaja si¢ na réw-
nania opisujace ruchy symetryczne i antysymetryczne. Sa to silnie nieliniowe réwnania
rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego. Rozprzggniecie réwnan jest jedynie mozliwe przy
zastosowaniu do badaf teorii matych zakidcei wzgledem ruchu ustalonego i linearyzacji
réwnan.

W niniejszej pracy zalozono, Ze samolot wykonuje jedynie antysymetryczne ruchy
(rys. 3 i rys. 4), tzn. ruch odchylajacy ¥, przechylajacy @, przemieszczenie boczne 7y,
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antysymetryczne wychylenia lotek B i antysymetryczne drgania gi¢tne skrzydet {. Przy
powyzszych zalozeniach otrzymano ukiad pigciu réwnan w postaci ogdlne;j:

T T T
L) e e oo
m )T T T T e
o LT

Calkowita energia kinetyczna samolotu T* obliczona w quasi-pr¢dkoéciach ma na-
stepujaca postaé:

T* = % M U2+ V24 W)+ 1,62+ B, 82+ I P2+ 1,0+ I, R?] — I, PQ +

(32) + S, (WP—UR)+S,(VR—WQ)+S.(UQ—VP)+ {(43+ BY+ BOW+
+ (A +BE+BY) P—[A,+ (B} + BN x,— B5 — BYQ}Y E + [(SE—SHU+
+ (I, —15) P+ (ST SHW16+ (B5—BY A,

gdzie
b/2 bj2
A = [ mOhOydy, 4, = [ m@RO)dy,
—b/2 —bf2
b2 b2
Ay = [ mOhG)dy, Ay = [ S,0)h()dy,
—b/2 —bj2
b2 : ’ b/2
Bi= [ mumhtddn, By= [ muhrGpdn,
b/2% by, b2ZbL
b2 b2
By = [ S,mhtydn, Bi= [ mnhG)ndn,
b/2—-bL b/2—bL .

przy czym M, oznacza masg¢ calego samolotu, I, I,, I;, I,, — momenty bezwladnoci
i moment dewiacyjny samolotu wzgledem ukladu odniesienia Oxyz; Sy, Sy, S; — mo-
menty statyczne samolotu wzgledem ukladu odniesienia Oxyz; I, Iy, Iy, S,, S — mo-
menty bezwladnoéci, dewiacyjne i statyczne lotek wzgledem osi zawiaséw 7 i osi symetrii
samolotu &, gérne indeksy L i P okreélaja odpowiednio lewa i prawa lotke,; my(y), mp(n) —
rozkiady mas skrzydla i lotki w funkcji rozpigtosci; A(y) — funkcja ugigcia skrzydta od-
powiadajaca rozpatrywanej postaci drgan wiasnych.
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Sily ‘uog6lnione wystepujace - w prawych stronach réwnan (27)+(31) wyznaczono
uwzgledniajac energie potencjalng odksztalcen skrzydet i ukladu sterowania [8, 14}; sity
grawitacyjne [1, 2, 3, 8, 14] oraz sity i momenty aerodynamiczne [1, 2, 3, 8, 14, 20].

Energia potencjalna odksztatcen sprQZystych skrzydel i uktadu sterowania lotkami ma
nast¢pujgca postac:

(33) U= kB,
gdzie k;— sztywno§¢ gigtna skrzydet, ky — sztywno§¢ ukladu sterowania lotkami, przy
czym . ) : .

: bi2
G4 ke =w? [ mO)K0)dy

—b/2

jest sztywnoscia uogéiniona skrzydet odpowiadajaca uwzglednionej postaci drgan wia-
snych opisanej funkcja A(y) o czestoéei drgan w.
~ Wiskotyczne ttumienie w ukladzie sterowania lotkami uwzglqdmono przez. wprowa-
dzenie dysypacyjnej funkcji Rayleigha Ug.

, 1 .
(35) : K . - Up = —f2—kl§ﬂ2.
Sktadowe sity grawitacji w ukladzie odniesienia Oxyz maja postaé ‘ .
(36) CoL . mg=A~Amg,
gdzie E
—sin®
A, =|cos@sin®|,
cos@cos P

a w rozwazanym przypadku, uwzglqdniajqcym wylacznie ruchy antysymetryczne,
(37 : Y, = mgcosOsin®.

Sity i momenty aerodynamxczne dzialajace na samolot wyprowadzono przy uwzgled-
nieniu stacjonarnej aerodynamiki. Linearyzacje sit i momentéw aerodynamicznych prze-
prowadzono wediug metody Bryana [1, 2, 3, 20]. Metoda ta oparta jest na zaloZeniu,
e sily i momenty aerodynamiczne sa funkcjami chwilowych wielkoéci zmian predkoéci
linjowej i katowej i ich pochodnych. Funkcje te rozwijane sa w szereg Taylora wzgledem
wymienionych uprzednio zmiennych. W szeregach tych uwzglednione sa jedynie czlony
plerwszego rzedu [1, 2, 3, 20].

"~ W rozpatrywanym- przypadku zatozono, Ze samolot porusza sie ustalonym -jednostaj-
nym ruchem poziomym. Przyjeto, ze ustalony ruch samolotu podlega malym zakiéceniom,
tzn., e :

¢=<P,' S P=p,

_ U=U, ='const
(38) ©@ =60, =const, Q=0 V=u,
Y= P, R=r, W =0.
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Sity uogélnione w-réwnaniach (27)+ (31) przy uwzglednieniu powyzszych' zaklécen
i wprowadzeniu zalezno$ci (37) i (38) maja postac:

(39)

gdzie Y, = or

Ty =
dv’ °*

o)
o
oy
ox

oY

op’

w0+ Y, p+ Y, r+mgpcost,,

= Lo+ L,p+Lr+Lif+L;{+LsH,
= Nyo+N,p+N,r+ N3 f+N: L+ NyB,
= R,p+R,r+R; f+R:C+ RyB,

Q; =

E,p+E.r+Ej; ‘3+E(C+ECC,

o Ep = sa, zgodnie z nazwami przyjetymi w lotnictwie,

O
K3

pochodnymi aerodynamicznymi [1, 2, 3, 20].
Pochodne aerodynamiczne wystepujace w zaleznosciach (38) zostaly wyprowadzone
w[l,2,3,6,8, 141 20].
Uklad réwnan (27)=(31) po uwzglcdmemu (38) i (39) sprowadzono do postaci bez-
wymiarowej dzielac réwnania sit przez ¢V'2S, a réwnania momentéw przez oV2 Sbh[2.
Podstawowymi wielko$ciami wystgpujacymi w bezwymiarowych réwnaniach ruchu s3:

Jx =

Yp =

n, =

l, =

~>

0SV.b|2

_N
oSV, b2

_ L
oSV, b]2

czas aerodynamiczny,
wzgledna gestos$é samolotu,
bezwymiarowy moment bezwladnosci,

czas bezwymiarowy,

bezwymiarowa predko$¢ liniowa,

bezwymiarowa predkoé¢ katowa,

bezWymiarowa pochodna sity bocznej wzgledem zmiany pred-
kosci linfowej §lizgu,

bezwymiarowa pochodna sity bocznej wzgl¢gdem zmiany pred-
koéci katowej przechylania, .

bezWymiarowa 'pochodna momentu odchylajacego wzgledem
zmiany pr¢dkoéci liniowej $lizgu, | '
bezwymiarowa pochodna momentu przechylajacego wzgle-

dem zmiany predkosci katowej odchylania.

W analogiczny sposéb przedstawiono w postaci bezwymiarowej pozostate wyrazy réwnan.
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Ukiad réwnan ruchu w postaci bezwymiarowej otrzymano w zapisie macierzowym
w nastgpujacej formie:

(40) AX+Bx+Cx = 0,

gdzie .
X = COI[nv) TTp, Ty, é-, ﬂ]y

% = col[3,p,7,C, A,

przy czym: _
— A jest macierza wspélczynnikéw bezwladnoéci, mianowicie
1 0 0 0 0
0 1 _sz/jx I.C./jx jEY)/jx
A=|(0 —sz/jz 1 0 0 ’
0 e 0 1 ey

_0 jer)/jn 0 rc/]n 1 —
— B jest macierza wspétczynnikéw ttumienia, mianowicie
——yv _yp/!" (1 _yr/!") 0 0 T
- ﬂlv/_/x - Ip/jx - Ir/jx - IC' /_/x - Iﬁ /jx
—,unv/jz _np/jz '—'nr/jz _nC. /jz _nfi /jz

B = 0 e, e, e; ej ’
. . . kapu—r;
0O =l -ndy —rel, G
| n !

— C jest macierzg wspoélczynnikéw sztywnosci, mianowicie

70 -5, 00 0 g
0 0 00 —huli
C=|0 0 00 —mulj
0 0 0g¢ eg
0 0 00 (kgu—rglind

Réwnanie macierzowe (40) rzedu drugiego sprowadzono do réwnania rz¢du pierw-
szego w postaci

a) PitQu=0, a=|}]
przy czym '
I0 0 I
P=[0 N -|-¢ s}
Roéwniez
42) P = Rq,

gdzie macierz stanu R ma postaé

' 0 I
43) R=-P1Q = [_A_,C —‘A“B]'
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Rozwigzanie sprowadzono do wyznaczenia wektoréw wiasnych q,,; i odpowiadajacych
im warto$ci wlasnych 4;;,, = &+ 1 i1+, macierzy stanu R (43).
Rozwiazanie ogdlne ma postaé

8
(44) a0) = D] Cauexp(41),

j=1
gdzie C; oznaczaja stale zalezne od warunkéw poczatkowych bgdacych wartoSciami za-

~

kiécenn od ruchu ustalonego dla chwili 1 = 0, 7, — czgsto$¢ oscylacji o okresie T = 277—7!!,

. .. In2 A I .
& — wspélczynnik thumienia, przy czym Ty, =nT2t—czas stlumienia amplitudy do

polowy dla & < 0, a w przypadku & > 0, czas podwojenia amplitudy.

5. Przyklad liczbowy i wnioski

Przykladowe obliczenia wykonano dla lekkiego samolotu turystycznego klasy «Wilga».
Rozwigzano uklad réwnaf (40) wyznaczajac wektory wlasne q,; i odpowiadajace im
wartoéci wlasne 4; macierzy stanu R (43).

Wszystkie obliczenia wykonano wedlug wiasnych programéw na EMC GIER w Za-
kiadzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

}n
29
’_L——-—"""'— 234
27p==
006
&2
004
kg
50 100 150 200 250 [kG-m-rad”']
21 £34
-2,3
H=0m; Vp=40m-s™ T,=10kG-m-s-rad™
Xer=0,039; nig=12Hz
~70
/’
L—T" &1
-90 —
/
-110
B

Rys. 5. Wspolczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji 7 pierwszych czterech wartosci wlasnych 4,2,
w funkcji sztywnoéci ukladu sterowania lotkami
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Wyniki przedstawiono w postaci wykreséw (rys. 5—9), na ktdrych linia ciagla nanie-
siono zmiany wspdtczynnikéw thumienia &, a przerywana czgstodci oscylacji ;. Jednako-
wymi indeksami oznaczono na wszystkich wykresach odpowiadajace sobie wartosci wlasne
A;, charakteryzujace te same ruchy samolotu, skrzydet i lotek:

Ay = &, charakteryzuje aperiodyczne wychylenia lotek A zawsze
silnie ttumione &, < 0,
4, = &, charakteryzuje aperiodyczne ruchy spiralne wykazujace
stabg niestateczno$¢ &, > 0,
A3,a = &3,4%0ms,, charakteryzuje wahania okresowe odpowiadajace halen-
drowaniu p i v sprzgzonemu z ruchem odchylajqcym r,
ruchy zawsze ttumione &, , < 0,
As,s = EseEinse charakteryzuje ruchy okresowe lub aperiodyczne lotek #
lub sprzgzone z ruchami przechylajacymi samolotu p ttumio-
As = &5 nymi &4 < 0 lub rozbieznymi &5 > 0,
2’6 =& -

A.s = E731in, 5 charakteryzuje drgania gietne skrzydel zawsze ttumione
£,8 < 0 o czgstodei 7,5 bliskiej czestodei drgan w{asnych
skrzydetl w. SRR

a) Wplyw sztywnosci ukladu sterowania na stateczno$¢ samolotu. Wzrost sztywnoséci
w ukladzie sterowania (rys. 5 i 6) powoduje spadek thlumienia aperiodycznych Wyg:hyle;i

kq
84,7 iy mp——— S
b " 7,8
846
20,0 l//,/
//’ 75,6
16,0 /,/
v
//
120 —
: Es e :
\ M. H=0m; Vo= 40m-s™s T=10k6-m-s-rod™
80 7 xo0=0,039; nig=12Hz
/
4,0{} \ .
0 °1 S0 10N\ 0 200 260 300 %8
\\ [k6-m-raa™"]
£56
-4,0 \\
-80
-8,280 -
~8,285 :
vé

Rys. 6. Wspblczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji n wartoéci wlasnych 15— 4g w funkcji ‘sztywnosci
ukladu sterowania lotkami
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v

lotek ()&, przy niezmiennych charakterystykach ruchéw spiralnych &, i holendrowania
A4 (rys. 5). Wzrost sztywnoéci réwniez nie ma wplywu na drgania gigtne skrzydel, za-
réwno na czestodé 7,g, jak 1 tlumienie £,5 < 0, silnie natomiast wplywa na tlumienie
i charakter ruchu lotek sprzezony z przechylaniem samolotu (rys. 6).

Przy malej sztywno$ci ukladu sterowania lotkami, wychylenia lotek B i ruchy przechy-
lajace samolotu p sa aperiodycznymi ruchami rozbieznymi &5 > 0 i &5 > 0, ktdére przy
wzroécie sztywnos$ci przechodzg w periodyczne ruchy o czgstosci 756, poczqtkowo rozbiez-
ne £5¢ > 0, a nastgpnie ttumione &5 < 0 (rys. 6).

b) Wplyw tlumienia w ukladzie sterowania lotkami na statecznosé samolotu. Wzrost tlu-
mienia wiskotycznego w ukladzie sterowania lotkami (rys. 7 i 8) powoduje zwigkszenie
silnego tlumienia &, < 0 aperiodycznych wychylen lotek f (rys. 7) przy niezmiennym

Ay
2 S
? L~ 237 ]
_ ,
2,81 Ead
OIS 7 -1
H=0m; Vp=40m-s ; kp=100 kGm-rad
xe1=0,039; nig=12Hz
0,0458 '
&2
0,0456 E—
' 7
20 50 100 750 200 250 230
. ' £34
_.2’1 \\ /’/-—-——
=22 \_\—,/ .
-500 ~
\\
-1500 é’\
-2500
\

Rys. 7. Wspélczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji 7. pierwszych czterech wartoéci wiasnych 1l+14
w funkcji tlumienia ukladu sterowania lotkami

charakterze ruchéw spiralnych samolotu &, > 0 oraz czestoéci 75, i tlumienia &5, < 0
holendrowania samolotu (rys. 7). Tlumienie.-w ukladzie sterowania réwniez nie ma wplywu
na czestosci 775 1 tlumienie &,53 < 0 drgan gietnych skrzydet (rys. 8).

Zmiana tlumienia w ukladzie sterowania ma decydujacy i najbardziej istotny wplyw na
wychylenia lotek g i sprz¢Zzone z nimi ruchy przechylajgce samolotu p (rys. 8). Przy matym
thumieniu’ wystepuja oscylacje harmoniczne o czgstoéci 7se, poczatkowo.silnie rozbiezne
&se > 0, przechodzace w tlumione £56 < 0 z réwnoczesnym spadkiem czgstosci oscylacii
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by
84,7

e 229 |
84,5

H=0m; Vy=40m-s" kg=100k6:m-rod™
12,0 Xe=0,039; nig=12Hz
\756

goH—

1
40 \ X
£55
5\ soc 150 200 250 300 %

| & [/;gdﬂ],i

Rys. 8. Wspolczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji # wartosci wlasnych A;—45 w funkcji thumienia
ukladu sterowania lotkami

7ss- Przy pewnym tlumieniu krytycznym drgania okresowe lotek i skrzydel przechodza
w silnie ttumione ruchy aperiodyczne &5 < 01 & < 0 (rys. 8).

c) Wplyw wywazenia lotek na stateczno$¢ samolotu. Przednie wywazenie lotek korzystnie
wplywa na wiasnoéci dynamiczne samolotu, jak réwniez i ruchy samych lotek przez usta-
tecznianie samolotu (rys. 9).

Zmiana wywazenia ma decydujacy wplyw na wychylenia lotek g i ruchy przechylajace
samolotu p. Wywazenie statyczne zerowe, jak i przednie (tzn. §rodek masy lotki znajduje
si¢ w osi obrotu lotki lub przed osia) powoduje ruchy aperiodyczne silnie ttumione &5 < 0
i & < 0, natomiast wywaZenie tylne sprzyja wystepowaniu oscylacji periodycznych o cze-
stosci 756 1 ttumieniu &5 < 0.

6. Whnioski ogblne

Uwzglednienie dodatkowych stopni swobody, jakimi sa odksztalcalnos¢ gigtna skrzydet
i wychylenia sprezyste lotek w stosunku do wynikéw otrzymanych w przypadku samolotu
sztywnego powoduje pojawienie si¢ dodatkowych czterech warto$ci wlasnych.

Wartoéci wlasne 4, i 13,4 sa Scistymi odpowiednikami wartoéci wlasnych charakteryzu-
jacych ruchy samolotu sztywnego, tj. ruchy spiralne i holendrowanie.

W rozwazanym przypadku brak odpowiednika charakteryzujacego aperiodyczne, silnie
tlumione przechylanie samolotu sztywnego. Wystepuje natomiast silne sprzezenie wzgled-
nych wychylen lotek g z ruchami przechylajacymi samolotu p.



STATECZNOSE BOCZNA SAMOLOTU 79

Silnie tlumione drgania gietne skrzydel nie wplywaja w istotny sposéb na pozostale
ruchy samolotu, same natomiast wylacznie zaleza od sztywnoéci skrzydel.

Otrzymane wyniki i na ich podstawie wyciagnigte wnioski sa stuszne dla rozwazanego
przykladu. Zastosowanie ich do innego typu samolotu lub obiektu latajacego wymaga
dodatkowych obliczenn numerycznych wedlug opracowanych programéw.
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Pesome

BOKOBASI YCTOMUYMUBOCTL CAMOJIETA Y KOJIEGAHUST SJIEPOHOB
IIPY MBTUBAIOIEN NEPOPMAIMY KPHUIBEB IIPY HAJIMYHUU
YIIPYTOCTHU B CUCTEME VIIPABJIEHUA

B paGore mccenoBaHO BAMAHUE MKECTKOCTH M AeMIIDHPOBAHUA B CHCTEME YIPABJICHHs, 8 TAKIKE
BJIMSTHME DACIOJIOYKEHHMA UEHTPA MAcChl 3JIEPOHOB Ha GOKOBYIO YCTOWUMBOCTE CamosieTa u kosebaHus
3JIEPOHOB, i . .

IIpuHUMATOCEk, YTO CAMOJIET ABJAETCS YKECTCKON MexaHMUecKol cucTeMoif ¢ uarnbHolt xedopmarmeit
KpBLILEB M C OTKJIOHSCMBIMH 3JIEPOHAMH.

YpaBHeHHA OBIKEHHA GbUTH BBIBEACHBI B KBa3H-KOOPAWHATAX C IIPUMEHEHMEM YpaBHEHHA Boib-
umana-I'amens mnst cucrembl ¢ FOJIOHOMHBIMU CBA3AMHM. Y UHTHIBANOCh NATH CTeneHed cBOGOXBI — TpH
CTeneHu cBODOABI YKECTCKOTO CaMoJIeTa: YroJl KpeHa, yrojl TaHraxKa M 6oKoBoe nepeMeleHue, a TakoKe
AHTHCHMMETPpHUECKHE U3rubHbie AedopManyy KpbUIBEB U YNPYTHE OTKJIOHEHMA 3JIEPOHORB.

IToce nuHeapu3anuy CUCTEMBI YpaBHEHMHA pCLUEHHE GBLIO CBEAEHO K ONPERETIEHMIO COOCTBEHHBIX
BEKTOPOB K COOTBETCTBYIOIIMX MM COBCTBEHHBIX 3HAYEHMH MaTPHI[ COCTOSHMSA.

N
oo

Summary

LATERAL STABILITY OF A PLANE AND AILERON VIBRATIONS, FLEXIBILITY
OF WINGS AND ELASTICITY OF CONTROL SYSTEM BEING TAKEN INTO
CONSIDERATION

The paper deals with the effect of rigidity and damping of control system and the effect of aileron
static trim degree on the lateral stability- of a plane and aileron vibrations. The plane was considered
as an ideally rigid mechanical system with flexibly deformable wings and movable ailerons.
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The equations of motion in quasi-coordinates were written using Boltzmann-Hamel equations for the
system with holonomic constraints. Five degrees of freedom were considered, i.e. three degrees of freedom
of a plane as a rigid body: rolling, yawing and sideslip and anti-symmetrical flexible wing deformation and
elastic aileron displacement.

After the equation system linearization the solution was reduced to finding the eigenvectors and the
corresponding eigenvalues of the state matrix.
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