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POWOLNY PRZEPLYW CIECZY LEPKIEJ W PLASKIM KANALE O NAGEYM LOKALNYM
ROZSZERZENIU

EpwArRD WALICKI, ANDRZE} TOPOLINSK1 (BYDGOSZCZ)

Przeptywy cieczy lepkich w kanaltach plaskich i okraglych o lokalnych zmianach prze-
kroju wyst¢puja w réznych zagadnieniach technicznych i od dawna budzily zaintereso-
wanie wielu autoréw. W pracy [2] dokonano przegladu technicznych zagadnien przeply-
wowych, ktére mozna sprowadzi¢ do modelu przeptywu w kanale o lokalnej zmianie
przekroju. W pracach [13, 14] podano przyklady zastosowan biologicznych takiego mo-
delu przeplywu. '

Badaniami ptaskich przeptywéw w kanatach o naglych rozszerzeniach — lub przeply-
wow, ktére do takiego modelu daly si¢ sprowadzi¢ — zajmowano si¢ w pracach [3, 7-11,
17, 19, 21]. Natomiast prace [3, 13, 20] podaja opisy przeplywdéw osiowo-symetrycznych
w kanalach okraglych o nagtych zmianach przekroju.

Celem tej pracy jest uzyskanie numerycznego rozwiazania zagadnienia powolnego,
ustalonego przeplywu cieczy lepkiej w plaskim kanale o naglym lokalnym rozszerzeniu
(rys. 1). Przyjeto nastepujace zalozenia upraszczajace dotyczace wlaéciwosci cieczy:
¢ = const, p = const. Réwnaniami okre§lajagcymi stan mechaniczny przeplywajacej cie-
czy sa, przy tych zaloZeniach, réwnania Naviera-Stokesa i réwnanie cigglosci.

Badanie przeptywu cieczy ograniczono do przypadku przeplywu symetrycznego i do
malych liczb Reynoldsa (Re < 50), dla ktérych przeplyw jest stateczny [4, 5, 8, 18]. Wy-
miary a i ¢ przyjeto na tyle duze, by — przy zmiennych wymiarach b i d — wplyw zabu-
rzeii powstalych w miejscach zmian przekroju kanalu na rozktad predkosci na wlocie
1 wylocie z kanatu byl pomijalnie maly.
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1. Réwnania ruchu i warunki brzegowe

Dla ptaskiego ustalonego przeplywu cieczy lepkiej réwnania Naviera-Stokesa i réw-
nanie cigglo$ci maja postac:

au ou 1 do 0*u | 0%u
+o—— = W=t ),
“ox ay o ox ox*  ay?
81) ov 1 0p v 0%
D e = o)
ou O
ox ' dy

Wprowadzajac funkcj¢ pradu okre$lona zaleznoSciami

__ 9y _ oy
(1.2) u=-—Z5 U=
oraz eliminujac ci$nienie p z ukladu réwnan (1.1) otrzymamy [1]
(1.3) ﬂﬂ_a_w£=,¢1§_

ox Oy dy 0x
Tutaj £ jest wirowoScig zwigzang z funkcja pradu ¢ zaleZznoécia

dv ou
dx dy
W wyniku przyjgtego wyzej zatozenia symetrii przeplywu mozna rozwaza¢ obszar «po-
téwkowy» przedstawiony na rys. 2.

(1.4) Ay = =¢.

U/- const.
Z % 22

U/- consl

Rys. 2

Aby uzyskane rozwiazanie ukladu réwnan (1.3), (1.4) réwnowaznego ukladowi (1.1)
bylo dogodne w praktycznych zastosowaniach wprowadzimy zmienne bezwymiarowe.
Niech bedzie: _
U, $redniag pr¢dkoscia przepltywu cieczy w wezszej czgéci kanalu,
2L, szerokodcia tej czgsci kanalu,
U, $rednia predkoscia przeptywu cieczy w szerszej czgéci kanalu,
2L, szeroko$cia tej czg¢§ci kanatu.
Z warunku ciaglosci przeptywu cieczy w kanale wynika réwnoéé

2U1L1 = 2U2L2,
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stad
Re = Re; = Re,,
gdzie
Re, = 2U,L1’ Re, = 2U2L2.
v v

Oznaczajac L = L, U = U, oraz kreskujac wielko$ci bezwymiarowe otrzymamy zwiazki:
x=Lx, y=Ly, u=Ud, v=U,
2UL

1 2.7 — ! _U/ _
p—er » v = ULy, C—TC, Re = a—

(1.5)

Wprowadzajac zaleznosci (1.5) do réwnan (1.1) lub do réwnan (1.3), (1.4) otrzymamy
bezwymiarowg posta¢ rownan ruchu. Opuszczajgc w tych réwnaniach (dla uproszczenia
zapisu) kreski przy wielko$ciach bezwymiarowych otrzymamy

(1.7 Ay =
Warunki brzegowe dla réwnan (1.6), (1.7) i obszaru przeplywu ograniczonego, jak na rys.
2, przyjeto w postaci:

a) ciecz na «wejSciun x = —a i na «wyjScis x = b+c z kanatlu plynie ruchem lami-
narnym o parabolicznym rozkladzie predkosci. Oznacza to, Ze funkcja pradu ma naste-
pujaca postaé na «wejsciu» i na «wyjsciun z kanatu

3
(1.8) y = (y—%),
natomiast zgodnie z zaleZnoécig (1.4), funkcja wirowoéci okreslona jest wzorem
(1.9) = -2y
b) skiadowe predkoéci na §ciankach kanalu spelniajg zaleznoéci
U=9v=0;
wynikajg stad warunki:

op op
w0 =Y

(1.10) y = const

. a 0 . . .. .
na §ciankach kanalu (E’ s oznaczaja pochodne w kierunku normalnej i stycznej do

écianki);
¢) sktadowe predkosci na osi symetrii spelniajg warunki:

ov ou
v = 07 A=Y A = 0’
ox ay
z warunkami tymi zwigzane sg na osi symetrii zaleZno$ci

(L.11) £=0, p=o.
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2. Schemat réinicowy réwnan ruchu
Pokryjmy obszar przeplywu ptynu (rys. 3) siatka prostych réwnolegtych odpowiednio
do osi wspélrzednych:
x=Xxo+ih (=1,2..),
y=yotjh (G=1,2..).
Punkty przecigcia si¢ prostych nazywaé bedziemy wezlami, a wielko§¢ A — krokiem siatki.

Y

1+1]
0
HZARia
1-1]
X
Rys. 3

Dwa wezly nazywaé bedziemy sasiednimi, jeZeli oddalone sa od siebie w kierunku osi
x lub y o wielkoéé kroku siatki. Wezly znajdujace si¢ na brzegu obszaru przeplywu na-
zywaé bedziemy wezlami brzegowymi, pozostate weztami wewnetrznymi. Na rys. 3, przed-
stawiajacym obliczeniowy obszar przeptywu, wezty brzegowe oznaczone krzyzykiem wy-
znaczaja granicg siatkowa obszaru; wezly wewngtrzne oznaczono kétkiem. Wezly siatki
numerujemy przyporzadkowujac kazdemu z nich numer wiersza i kolumny, w ktérych
si¢ znajduje. ‘

Zastgpujac pochodne wystepujace w réwnaniach (1.6) i (1.7) prostymi wyraZeniami
réznicowymi [18, 19] otrzymujemy wzory dla y,,; oraz {; ;, w punkcie O w zaleZznoéci od
wartosci tych funkcji w wezlach sasiednich (zaczernionych na rys. 3):

1
@ N X GRS NS S Rt (et
=8, D @i ger =P~ F Gy —Cijmt) Wimr, = i Pl

1 1
(2.2) L YLy = Z(’P(H.J""PLJH+'Pt—1.1+'/’1.1—1)—thCu-

3. Rozwiazywanie réw_nar'l réinicowych

Przyjete w poprzednim punkcie pracy przyblizone réwnania réZznicowe rozwiaZemy
metoda iteracji. Po zalozeniu warto$ci poczatkowych vy ; oraz {f; we wszystkich wezlach
siatki uzyjemy zaleznoSci (2.1) i (2.2) do wyliczenia nowych wartosci ¢ 1 { w wezlach
siatki.
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Z istniejacych metod iteracyjnych [6] wprowadzania «poprawionych» wartoSci g i
w pracy zastosowano tak zwang stopniowa jawna metod¢ polegajaca na obliczaniu po-
szukiwanych wartosci v i ¢ z wezta na wezet przy uzyciu wartosci dopiero co wyliczonych.

Wartoséci funkeji pradu i funkcji wirowosci na granicach obszaru obliczeniowego roz-
dzielajacych obszar ciekly, to znaczy na wlocie i wylocie z kanalu, sa znane i stale w ruchu
ustalonym. Natomiast na $ciankach znane sa jedynie wartosci funkcji pradu. Wartodci
funkcji wirowoéci sg poczatkowo (tak, jak w calym obszarze obliczerl) zalozone mozliwie
blisko przewidywanych, 4 nastgpnie w toku procesu iteracyjnego przyblizane za pomoca
przedstawionego dalej postgpowania.

- Rozwazmy wartosci v w otoczeniu punktu O lezacego na brzegu obszaru (rys. 4).
Linie siatki przedstawionej na rysunku sa odpowiednio prostopadte i réwnolegle do $cianki
ograniczajacej przepltyw cieczy. Rozwijajac v w szereg Taylora — wzgledem zmiennej
y — w otoczeniu punktu O otrzymamy

4 _ dp\ . B0\ K%
(3.1) Y2 = 1P0+h('b}-)o+ —2—!(—8})2 )0+ ﬁ( ay3 0+ e
Z réwnania (1.7) otrzymujemy dla punktu O
. AN 0%y
3-2) ( oy? )o = o ( ox* )o.

Rézniczkujac (1.7) wzgledem y otrzymamy

tad _(z) -2 ()
0y Jo \dylo 0x*\dy/y
,(aﬂp) B azc) @ 621,0) _(azc (azc N o*y
*lo \oy*lo 0x*\0y* [y ay* 0_ ox* o 0x* o
Uwzgledniajac (3.2), (3.3) oraz dwie pierwsze zalezno$ci warunkdéw (1.10), otrzymamy
o S A S e (azc (641,0
6o wmwr st g (o) e 5l (G5, (5 (52

Rozwijajac nastgpnie { wzgledem y w szereg Taylora w otoczeniu punktu O

_ at h* [ 0% .
{r = C°+h(5)o+ T(W)o+0(h3)

(3.3)




154 E. WaLickl, A. TOPOLINSKI

i wyznaczajac stad (6—&-) , znajdziemy
9y /o

m (o h? h* [ o2
6 6{§L=?@rg%7ﬂ5§

Uwzgledniajac (3.5) w (3.4), otrzymamy

B h? h? ht 2 64’([)) s
1/)2—1P0+—3—Co+?€2——21|:v Lo (Wo +0 %)

) +0(h%).

Iub po przeksztalceniu

_ 3(p2—0) s hy 2 5411)) 3
="~ tg Ve e, T0®):
Zauwazmy, ze na mocy warunkoéw brzegowych (1.10) oraz zaleznosci (1.6) wyraZenie
w nawiasie «kwadratowym» znika w punkcie O. Bedzie wige

(3.6) fo = 3("/’2112 Yo) _ _%i

Bezposérednie stosowanie wzoru (3.6) na brzegu obszaru moze doprowadzié, przy
wigkszych liczbach Reynoldsa, do nieustalonych oscylacji pola wartosci funkcji wirowoéci.
Aby wiec uniknaé tego, nie stosuje si¢ w nowym cyklu iteracji wartoéci bezposrednio wy-
liczonej z wzoru (3.6), lecz jej kombinacje liniowa z wartoscia z poprzedniego cyklu. Naj-
cz¢sciej stosowang i najprostsza w uZyciu jest kombinacja postaci
[EN) L = Le "V +k[Lo— 8L,
gdzie £§'~ Y oznaczaja poprzednia warto$é brzegowa, ¢, — nowa warto§¢ brzegowa (liczo-
na wedtug wzoru (3.6)), & — wartoéé brzegowa wprowadzona do nowego cyklu itera-
cyjnego.

W pracy przyjeto stalg warto$é parametru k réwna . k = 0,5; wtedy wzor (3.7) dla
poprawiania warto$ci brzegowych przyjmie posta¢ dla n-tej iteracji

. 1 e 3(w(n) _ 1pgl)) C(n)
(3-8) Cg)=§'[cg R 2/12 - ; .

"Réwniez specjalnego traktowania wymagaja naroza wystepujace w obszarze przeptywu.

Rys. 5 Rys. 6

Rozwazmy najpierw naroZe wkleste przedstawione na rys. 5. Warto$ci brzegowe w punk-
tach / i 6 poziomej $cianki naroza oraz w punktach 4 i 7 pionowej §cianki naroza wyli-
czamy postugujac sie zaleznoScia (3.8) zastosowang odpowiednio do punktéw 0, 2, 3.
Wartoéé ¢ w punkcie 5 naroza musi by¢ rowna wspdlnej wartosci w punktach I i 4

Cs=C1=C4-
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Dla przypadku naroza wypuklego przedstawionego na rys. 6 postgpujemy inaczej.
Poniewaz w punkcie brzegowym naroza wystepuje duzy gradient wartoéci funkcji wiro-
wosci — wprowadzamy tutaj dwie rézne wartosci. Jedng z nich wyliczamy przy uzyciu
zaleznosci (3.8) i odpowiednich warto§ci w punktach / i 2, druga za$ przy uzyciu odpo-
wiednich wartoéci z punktéw [ i 3. W pozostatych punktach brzegowych bliskich naroza
poprawiamy wartosci ¢ stosujac normalne postgpowanie wynikajace z zaleznoSci (3.8).

4, Wyniki obliczen — uwagi koncowe

Zastosowany w pracy prosty schemat réznicowy dla réwnan Naviera-Stokesa cha-
rakteryzuje sie dla matych liczb Reynoldsa stabilnoécia i zbieznoscia [4, 5, 12, 18], a po-
nadto wyniki teoretyczne uzyskiwane przy uzyciu jego réznych odmian sa zgodne z wy-
nikami do$wiadczen.

Obliczenia przeptywu przeprowadzono dla liczb Reynoldsa Re = 0, 1, 5, 10, 20, 50;
wymiary rozszerzenia przyjeto dxb =2x1,2x2,3x1,3x2,

L

26m

SN

Rys. 7. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 2x1; linie pradu ¥ = const (nad osia symetrii)
i wirowoéci { = const (pod osia symetrii); liczba Reynoldsa Re = 5

Na rys. 7,8 - 14 przedstawiono, sporzadzone na podstawie obliczeri, wykresy linii
y = const (nad osia symetrii) { = const (pod osia symetrii) dla réznych rozszerzen ka-
natu i liczb Reynoldsa Re = 5, 50,

Na podstawie przeprowadzonych obliczen i badan wykreséw funkcji pradu i funkcji
wirowo$ci mozna sformulowaé nastegpujace wnioski dotyczace omawianego tutaj plas-
kiego powolnego przeptywu w kanale o lokalnym rozszerzeniu:

dla «waskich» uskokéw o wymiarach dxb =2x1,3x1:

a) linia oderwania charakteryzuje si¢ do§¢ wyrazna symetriag wzgledem osi uskoku,

b) obszar zastoju nie ulega wigkszym zmianom ze wzrostem liczby Reynoldsa;
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Rys. 8. Kanal o wymiarach rozszérzenia dxb = 2x2; Re ==

nis y
y

BRI

L. L L L Lt L

Rys. 9. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 3 x I; Re =5

[156]
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Rys. 11. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 2x1; Re = 50

[157}



Rys. 12. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 2’x2; Re = 50

6§80

Rys. 13. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 3x1; Re = 50

[158]
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0700

4

Rys. 14. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 3x2; Re = 50

dla «kwadratowego» uskoku o wymiarach dxb = 3x2;

c) obszar zastoju ulega nieznacznemu powiekszeniu ze wzrostem liczby Reynoldsa;
dla «prostokatnego» uskoku o wymiarach dxb = 2x2;

d) obszar'zastoju wyraznie roénie ze wzrostem liczby Reynoldsa,

e) ze wzrostem liczby Reynoldsa pojawia si¢ do§¢ wyrazna symetria linii oderwania;
dla wszystkich rodzajéw uskokéw: )

f) $rodek wiru w obszarze zastoju lezy blizej $cianki bedacej po stronie wlotu kanatu,

g) ze wzrostem liczby Reynoldsa wzrastaja wartosci wirowo$ci na $ciankach uskoku.
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Peswome

MEIJIEHHOE TEUEHME BA3KOU >XMIKOCTH B ITJIOCKOM KAHAJIE
C BHE3AIIHBIM MECTHBIM PACHIMPEHHMEM

I
B paGoTe npeacTaBlieHO UHCIEHHOE pelleHHe 32/iaud O TEUEHMH BA3KOH YKMAKOCTH NPH MabIX
3HAUEHMAX uucena PeffHONLACA B KaHalle ¢ BHE3aNHLIM MECTHBIM pacluMpeHHeM. YpaBHenus Hapbe-
Crokca B dhopme TessMronsia As IIOCKOro TEUEHHS PELIeHbI METOAOM KOHEUHbIX pasHocTel. Paccmor-
PEHO TEUEHME B KaHANIAX C PA3HbIMM Pa3MEPaMU pacCIIMpeHHsl. Peaynsrarsl BRIMHCICHHN [UIA uucell
Pefinonsaca Re << 50 11pecTaBiieHbl B BUAE IPaQMKOB, JHHHA TOKA M JIMHUIA TOCTOAHHON 3aBUXPEHHOCTH.

Summary

SLOW VISCOUS FLUID FLOW IN THE CHANNEL WITH A LOCALLY RECESSED WALLS

In this paper the numerical solution of viscous fluid flow with low Reynolds number in the channel
with a locally recessed walls is described. The method of finite differences is used to solve the Navier-Stokes
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equations in the Helmholtz from for two-dimensionat flow. The flow through channels with different
dimensions of local enlargement is considered. The results of numerical investigations for Reynolds
number Re < 50 are shown in graphs of the streamlines and lines of constant vorticity.
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