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1. Wstep

W pracach autora [l1, 2, 3, 4] rozwigzanie powlok prostokre§lnych rozwijalnych
zostalo sprowadzone do jednego réwnania rézniczkowego czastkowego rzgdu dsmego,
ze wzgledu na njewiadoma funkcj¢ przemieszczen promieniowych w3, Przedstawione
w tych pracach réwnanie réZzniczkowe rozwiazujace obejmuje dowolny sposéb obciazenia
i podparcia powloki.

Przyjety matematyczny model, opisujacy pracg zgigciowa powloki, oparty zostal ha
liniowej teorii powlok odniesionej do osrodka HOOKE’A.

Poszukiwane rozwiazanie bgdzie przedstawione w postaci sumy zlozonej z calki ogélne;j,
rozwigzujacej réwnanie rézniczkowe jednorodne i catki szczegSlnej spetniajacej réwnanie
niejednorodne.

Calka szczegélna moze byé w prosty sposéb wyznaczona, gdyz jest ona rozwiagzaniem
stanu bezmomentowego, (por. pracg [1]).

Istotnym problemem przedstawionym w tej pracy be¢dzie podanie rozwigzania czesci
Jjednorodnej réwnania rézniczkowego czastkowego Ssmego rzedu.

Réwnanie rézniczkowe jednorodne opisuje pracg powloki w stanie zgieciowym z do-
kladnoécia do wielkoéci malych wyzszego rzedu —taka interpretacje fizyczna mozna
mu przypisad.

Wprowadzajac pewne wielko$ci majace charakter tensorowy ze wzgledu na sumowanie,
mianowicie funkcje trygonometryczne, hiperboliczno-kotowe z odpowiednio dobranymi
argumentami, calce ogdlnej réwnania jednorodnego mozna nadaé ksztalt szeregu hiper- .
trygonometrycznego.

2. OgéIny uklad ré6wnan

Opis geometryczny powloki walcowej oraz zwiazki geometryczne i fizyczne, podane

$3 dla parametryzacji naturalnej w oparciu o pracg [1].
2.1. Opis geometryczny. Rdéwnanie wektorowe powierzchni Srodkowej powloki walcowej

2. ¥ = a(icosu?+jsinu?) + u'k,

gdzie u', u? oznaczaja wspélrzedne krzywoliniowe na powierzchni, (rys. 1), przy czym
u' okre§la polozenie punktu na tworzacej, u> wskazuje tworzaca, na ktérej lezy punkt'.
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Wspofczynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej, ich wyrézniki oraz ich krzy-
wizny — gaussowska i §rednia sa nastgpujace:

g1 =1, by, =0,
812 =821 =0, bi2 = by =0,
822 =8 = @ by2 = a,
2.2) b=0,
K =0,
1
H=7.

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla powierzchni walcowej sa réwne zeru.
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Rys. 1

2.2, Zwigzki geometryczne powloki. Zwigzek skltadowych przemieszczenia z tensorem od-

ksztalcenia blonowego przyjmuje postac -
Wl = Y11,
(2.3) a*wl+wh = 2y,
a*wh—aw® = y,,.

Przecinek uzyty w wyrazeniach (2.3) oznacza odpowiednia pochodna wzglgdem zmie-
nnej u! lub u2

2.3. Zwigzki fizyczne. Zwiazki fizyczne wiazace napreZenia z odksztalceniami, dla wersji
uproszczonej maja postaé

NY = NY L 6HMY,

@9 MY = MY+ ER*HNY,
gdzie:
N9 = 2B (oA,
@3) 4ER?
MY = — D) [(1 =)oY +vg" B,

gdzie & oznacza parametr staly.

Niezmienniki 4 i B wystepujace w (2.5) sa sumami
4= gu)’u,
B = gU@u,
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przy czym tensor odksztatcenia blonowo-zgigciowego ¢;; mozna zastapi¢ zaleznoscig
: _ 1
2.6) Gy = o wly.

Dla powloki walcowej zwiazki (2.5) napiszemy w ujeciu dostosowanym do dalszego
wykorzystania. Z pierwszego wyrazenia (2.5) wyznaczymy skfadowe tensora blonowego
yi; W postaci nastepujacej:

[N“ vaZIV“],

711 2Eh
I+y =
(2-7) Y12 = Va1 = "ZEh"alez,
yo2 = o N2 o1
Wielkosci MY opisane drugim wyrazeniem (2.5), po podstawieniu (2.6), przyjma postaé
C oA Eha* | v
M = T [ W+ ""sz]’
A - Eh(] — '
(2.8) Mi? = M1 = _7’2((14 3,
- Eh 1
M?*? = Po® [ 11+ 2W22]
Wprowadzony w (2.8) parametr o jest réwny
R —
(2.9) ©=1 5 V30—,
Tensory sit tnacych Q° napiszemy w oparciu o prace [3] w postaci
Eh
ot = - By oy,
(2.10
) 2 Eh 2( gpyi2
Q = '—E‘i' W.2+§h (HN )_‘.

Niezmiennik W wystépujacy w (2.10) jest sumg

.1y W = ghiwd,.

Przejscia do wspdtrzednych fizycznych, to znaczy odniesionych do bazy jednostkowej
dokonujemy za pomoca, wzoréw:

Ny = ]/g_{{N”, o' =1/ o,
14 14
3 _ _ g8 arin g 88%% it
(2.12) Mll = g” M > Miz = V g“ M ’
wo = ) guw', wy! = w3,
—J=]/§_[-E_Pi5 P3_1=P3’

(po ij nie sumowac). Symbol «]» oznacza wspolrzedna fizyczna.

-
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3. Rozwigzanie rownania rézniczkowego powlok walcowych

Roéwnanie rézniczkowe, rozwigzujace powloki walcowe dowolnie obciaZone i podparte
posiada ksztalt (por. [4]).

. a\? 2a {a\*
(3.1) gilgjjgkkW.kkjjii+4(7) whin = Eh (—a—) P
Wielkoéci o i W sa opisane wyrazeniami (2.9), (2.11), a dang funkcj¢ obciazefi P opisuje
zalezno$¢
(3.2) P = ag'g" Py +8" (P — P%) u—(1 +1) Py,
Rozwigzanie réwnania (3.1) mozemy przedstawi¢ jako sumg¢ zlozona z catki ogélnej
Ww? réwnania jednorodnego i catki szczegdlnej w* réwnania niejednorodnego,
(3.3) w? = wi+ws.

Calka szczegSlna w? jest rozwigzaniem stanu bezmomentowego i moze by¢ w prosty
sposéb wyznaczona w oparciu o pracg [1]. Catke ogéIng réwnania (3.1) moZna przedstawic
jako sume odpowiednio dobranego szeregu ztozonego z iloczynéw utworzonych z funkgji
hiperbolicznych i kolowych.

Sume takiego szeregu trygonometrycznego, hiperboliczno-kolowego, mozna zapisaé
w ujeciu tensorowym, co bedzie szczegblnie korzystne dla przeprowadzenia potrzebnych

obliczen.
Wprowadzmy nastepujace wielkoSci majgce charakter tensorowy ze wzgledu na su-

mowanie.
Argumenty funkcji trygonometrycznych:

hiperbolicznej

. 1
(3.4) 2k = a[a"i‘a +ﬂ"u2],
kolowej
1
(3.5 Zh =« [m'—lzl— +n’u2].
Funkcje trygonometryczne:
hiperboliczne
56) ', {sh dla i = 1
’ " lch dla i = 2;
pochodna funkcji H®
'(3 6) _ {ch dlai=1
' " Ish dla i = 2;
kotowe
sin dla j =1
3. J =
(3.7 K {cos dla j = 2;
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pochodna funkeji K¢

a7 0 cos dla j =1
) —sin dla j = 2.
Tensory trygonometryczne:
hiperboliczne
(3.8) A = H'zi
Ay = Hzly;
kotowe
(3.9) Bon = Kz
B} = Kz,

Calce ogdblnej réwnania (3.1) mozna nada¢ ksztait
(3.10) v = D) CiyA% Bl
m,n=1

Wskazniki k, /, i, j maja znaczenie tensorowe i przyjmuja wartosci 1, 2, natomiast m, n
sg liczbami naturalnymi i oznaczajag sumowanie nieskoriczone. Wielkoéci CJif; sa stalymi,
ktére moga by¢ wyznaczone z warunkéw brzegowych.

W wyrazeniu (3.10) nie znamy wielko$ci o i f, wiemy natomiast, ze sa one zwiazane
z m', n', lub odwrotnie. Mozemy je obliczyé w dwojaki sposéb: albo rozwiazujac odpo-
wiednie réwnanie algebraiczne ésmego stopnia uzyskane ze spelnienia tozsamo$ciowego
réwnania (3.1) po podstawieniu (3.10), albo tez prosciej wykorzystujac zwiazek sily N22
Z przemieszczeniem w>. Okazuje si¢ bowiem, ze calka ogdlna ]\A/ 22 moze by¢ obliczona z cze-
§ci jednorodnej réwnania (3.1), je$li w miejsce w* podstawimy ]\? 22, Mozliwos¢ taka uzys-
kamy, jesli cze$é jednorodng réwnania (3.1) odpowiednio zrézniczkujemy i utworzymy
sume, w ktérej wykorzystamy zwiazek (por. [3])

aEh
204

A "
(311) N22 = gUW,U.
A
Calka ogélna N?2 przyjmie wigc posta¢ wyrazenia (3.10) z dokladnoécia do stalej wynie-
sionej przed znak sumy. . ’
Suma (2.11) po wykorzystaniu (3.10) przyjmie postaé

o0
(3.12) W= D ChylDMal B+ E¥ Ak Bl
m,n=1

Wielkosci D¥ i E* sg réwne

D = (&, 2= ek 1) oy [ )~ (k)]
(3.13)

1
ki __ k 1 k ]
E —2[25,121(,1 +'—az ZH'zzx'z .
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Obliczajac odpowiednie pochodne z wyrazed (3.4).i (3.5) moZemy napisaé

2
DM = (%) [()? + (8" = (m')* = (n')?],
(3.14) ;
EM = 2(%) [o*m + B*n').
Przejdzmy teraz do obliczenia sumy

(3.15) W=2g'iw,.

Rézniczkujac wyrazenie (3.12) wzgledem odpowiednich zmiennych i wykorzystujac
wielkos$ci (3.13), otrzymamy

(3.16) W= 2 Co{L(DM)? — (E¥)?)Al%, Bl + 2 DM E¥ 4%, BIL).

m,n=1
- Podstawiajac (3.16) do (3.11) oraz doprowadzajac do tonamoscx z rozwigzaniem w ksztal-
cie (3.10) otrzymamy

Dkl — 0
oo
3.17 4 aEh '
( ) N22 = — 2a4 (E“) k“_,A:rll‘n—Bmlm
m,n 1

A
skad po uwzglednieniu (3.14) dojdziemy do) wyrazenia na sife N22:

2E/1

A
(3.18) N22 =

01t A Binn
n
m,n=1
oraz uzyskamy uklad réwnan, z ktérego wyznaczymy wielkosci o* i f*, mianowicie
(@ + (97— (m)? — (n)? = 0,
3.19) Kl pk (
akmt+ p*nt = e,

gdzie ¢ moze przybieraé wartosci +1.
Przyjmujac, dla uproszczenia zapisu w dalszych rozwazaniach, m' = m i n’ = n,
deZlemy mogli rozwigzanie ukfadu réwnan (3.19) podaé w postaci

ak’=6 _Tv,,__én 1+_L_.-l_—
* m?4n? ! m2(m2+n?) ’

(3.20) o
p = ek—”—+6,ml/1+—”2:1—,
m?+n? m2(m? +n?)
~ gdzie
(3.21) 8k_{+ldlak=l lé{+ldla1=l
—ldlak =2, —ldlal=2.

Jak wigc widzimy, wielkoéci tensorowe o¥, * dla rozwigzania ogélnego musza przyjaé
wartosci tensoréw o walencji 2, aby wyczerpaé wszystkie mozliwe rozwiazania, czyli
ok przejdzie w of!, a B* przejdzie w g*.
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W niektérych szczegdlnych przypadkach, na przyklad dla powloki zamknietej, uzy-
skamy prostsze rozwigzanie, jesli przyjmiemy f* = 0. Przyjecie takie prowadzi do zwiazku
miedzy wielko§ciami 7' i n. Przy tym zaloZeniu rozwiazanie ukiadu réwnan (3.19) daje

: 1 L4
of = Ekn]/?[l/l+n_“+l]’
1 4

Przyjmujac w wyrazeniach (3.22) n = 0, otrzymamy rozwigzanie dla powloki walcowej
obcigzonej osiowo-symetrycznie

(3.23) o =g, m=23.

3.22)

4, Zestawienie wynikow
4.1, Rozwiazanie ogélne. Argumenty funkcji trygonometrycznych:
. 4!
M =0 +/3“ Zk = o m— +nu?|.

Tensory trygonometryczne:

i

. ikl - i1
A;,’:,l, = H’Zk B;]"n szk)

gkl ikl n o ki
AR — HiZK B = KzL.

Catka ogélna

lp
= Z klxjA:r’:n

m,n=1
Catka poszukiwana
w3 = W+ w3,

4.2. Rozwigzanie szczegblne — powloka zamknieta. Argumenty funkcji trygonometrycznych:

; ul
2% = adk -
1
u
=« [m’— +nu2] .
a

Tensory trygonometrycz\ne:
A¥ = H'zy Bl = Kz,
A% = H'ZY, Bi' = Kz
Catka ogélna

A ik pil

W = Z:c;;”jA',, By.
n=

1

Catka poszukiwana

e —
wd = w3wd,
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Pesome

UHTEI'PAJI TP PEPEHLHMAJIIBHOTIO YPABHEHUS B UACTHBIX
ITPOM3BOJHBIX IJIsT HWJIMHIPMYECKHX OBOJIOYEK

B paGote npexncraBied HMHTerpan Ind@epeHUHaJbHOIO YPaBHEHHSI BOCBMOIO INOPSIKA, KOTOpOe
ABJISIETCS PA3PELUAIOUIMM YpaBHEHHEM IS LMIHHAPHYECKHX obosouex.

Peiwuenye nonyueiio B BUAe AIBYX HHTErPaJIOB: YaCTHOIO, OTBEUAIOLIEr0 6€3MOMEHTHOMY COCTOSTHHIO,
1 ofllero, OTBEUAIOLIEr0 MOMEHTHOMY COCTOSIHHIO. HalieHHBIH MHTErpan gaeT BO3MOIYKHOCTh pEIIATh
AHAJIMTHYECKH UHJIHHpHUECKIe OGOJIOUKH, paboTalolHe Ha H3rnd, NpH J1000H Harpy3Ke u JIoGpIX yCno-
BHAX OnMpaHHsl, UacTHBLIM CIYUaeM TPHBEIEIIHOTO PEILICHUS SBJAETCS PAacueT NMJMHIPHUECKHX 060-
JIOUEK, 3AMKHYThIX O BCEMY NEPHUMCTDY.

Summary

THE INTEGRAL OF A PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF CYLINDRICAL SHELLS

The paper shows the integral of the eighth-order partial differential equation solving the problem of
cylindrical shells. The solution obtained is composed of two integrals: the particular integral, equivalent
to the momentless work, and the general integral describing the moment work.

The integral derived solves the general equation of cylindrical shells working in moment state under
arbitrary loads and clamped at the edges.

The problem of closed cylindrical shells represents a particular case of the solution given above.
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