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1. Wstep

Sformulowane w tytule pracy zagadnienie nalezy do szerszej klasy probleméw opty-
malizacji ksztaltu $ciskanych lub rozcigganych shupéw nie ulegajacych wyboczeniu.
W problemach tych istotna jest koniecznoéé uwzglednienia sif masowych (grawitacyjnych
Iub bezwiadnoSci), ktore zaleza od nie znanego jeszcze, poszukiwanego ksztaltu.

W wiekszosci opublikowanych prac, dotyczacych optymalizacji elementéw konstrukcji,
sity masowe byly pomijane. Jako jedna z pierwszych, uwzgledniajacych cigzar wlasny
zginanych belek, nalezy wymieni¢ pracg BARNETTA [l], w ktdrej autor poszukiwal opty-
malnego ksztaltu wspornikowej belki obcigzonej wylacznie ciezarem wlasnym. Znalezione
rozwiazanie, opierajace si¢ na warunku optymalizacji otrzymanym wcze$niej w pracy [2],
jest jednak bledne. Rozwiazanie poprawne dla belki liniowo-sprezystej przedstawiono
w pracy CHERNA [3], a dla belek nieliniowo-sprezystych, sprezysto-plastycznych lub wy-
kazujacych ustalone pelzanie, w pracy GAJEWSKIEGO [5]. Optymalne ksztalty belek wspor-
nikowych, poddanych réwnoczesnemu dzialaniu obciazen zewnetrznych i sit masowych,
przy wymienionej wyzej nieliniowosci fizycznej materialu znaleziono w pracy GAJEWSKIE-
Go [4]. ’

W zagadnieniach ksztattowania §ciskanych stupdw sily masowe odgrywaja jeszcze
wigksza role. Optymalizacja ksztaltu stupéw sciskanych, nie ulegajacych wyboczeniu,
wykonanych z jednorodnego, liniowo-sprezystego materiatu byla przedmiotem pracy
Grycza [7]. Optymalny ksztalt wyznaczono w niej na podstawie kryterium najwickszej
sztywnosci. W pracy GAJEWSKIEGO [4] rozwiazano podobny problem przy pewnych
typach nieliniowosci fizycznej i niejednorodnym (pod wzgledem cigzaru wiasciwego oraz
wlasnoéci mechanicznych) materiale stupa. Wykazano, ze w przypadku jednorodnego
stupa §ciskanego, charakteryzujacego si¢ minimalnym przemieszczeniem swobodnego
korica (przy ustalonym cigZarze), jego ksztalt nie zalezy od postaci prawa fizycznego i jest
taki sam, jak w zakresie liniowo-sprezystym (jest on réwnoczesnie stupem o wyréwnanych
napreZzeniach), x

2. Sformulowanie zagadnienia

Przedmiotem niniejszej pracy jest problem optymalnego ksztattowania preta o dfugo§ci
/ z umieszczona na jego konicu x = / masa skupiong Q i obracajacego si¢ ze stala predko-
§cig katowa w dokota osi prostopadlej do preta, przechodzacej przez jego drugi koniec:
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x = 0 (rys. 1). Przyjmiemy, Ze material preta jest niejednorodny. Wowczas sita dziafa-
jaca na jednostke objetosci g(x) moze opisywaé zaréwno zmienno$¢ gestoSci materiatu
o(x), jak i niejednorodno$¢ zewnetrznego pola sit grawitacyjnych lub bezwiadnosci g(x)

2.0 q(x) = o(x)g(x).

W pewnych zagadnieniach [4], wielko$¢ g(x) moze by¢ rozumiana réwniez jako cigzar
wiasciwy.

Qu?l

Rys. 1

W niniejszej pracy zalozymy ponadto, ze material preta wykazuje nieliniowos¢ fizyczna
oraz podiuzna niejednorodno$¢ wiasnoéci mechanicznych. Zwiazek miedzy napreZeniem
i odksztalceniem wyrazimy wobec tego wzorem

(2.2) e* = F (%),
w ktérym & jest dana funkcja klasy C,,
(2.3) & = gleg, oFf = ala,,

oraz parametry o, i & s3 znanymi funkcjami zmiennej x i mozna je zapisa¢ jako iloczyny
pewnych statych materialowych i danych funkcji

(2.49) g0 = &®e(x), 0o = 0Ps(x),

o'®, £ __ pewne stale.

Nieliniowe prawo fizyczne (2.2) moze opisywaé materialy nieliniowo-sprezyste, spre-
zysto-plastyczne (bez odciazenia) oraz znajdujace sie w stanie ustalonego pelzania. W tym
ostatnim przypadku wielko$¢ ¢ nalezy rozumie¢ jako predko$¢ odksztalcenia, chociaz
w dalszym ciagu bedziemy opuszczali kropke nad &. W zwiazku z tym, pewne wielkosci
fizyczne zdefiniowane w zakresie sprezystym lub sprezysto-plastycznym, beda musialy
by¢ zastapione przez analogiczne, lecz inne wielkosci w teorii ustalonego petzania. Tak
wigc, przemieszczenie zastapimy predkos$cia, energie — mocg itp. Ponadto pominiemy
wplyw odksztalcen sprezystych towarzyszacych petzaniu oraz nie bgdziemy rozwazali
zagadnien zwiazanych ze zjawiskiem relaksacji.

Spoéréd licznych schematyzacji wykreséw do$wiadczalnych zale2n0§c1 (2.2) [80],
w przyktadach liczbowych bedziemy przyjmowali prawo potggowe
(2.5) e* = ¢*  |ub o* = ¥,

w ktérym #n oznacza catkowita liczbe dodatnia (na ogé! nieparzysta), a u = 1/n. Gdy
n =1 otrzymujemy liniowo-sprezyste zachowanie si¢ materiatu, gdy natomiast n — co
opisany jest zakres sztywno-plastyczny.
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Jako funkcje celu (koszt) mozna rozwazaé tu ogdélny funkcjonat [4]

i
(2.6) I = fzpl(x, o, 0", ...,¢e¢&,&, .. FF,. )dx
0

zalezny od zmiennej x, naprezent i ich pochodnych, odksztalcen i ich pochodnych oraz
pola powierzchni przekroju i jego pochodnych.

Jako dodatkowe warunki ograniczajgce musimy przyjaé¢ réwnanie rézniczkowe réw-
nowagi -

2.7) (6F) +qF = 0

oraz warunek ustalajacy catkowita objgtos¢ stupa
L
!

(2.8) fFa’x = V = const.
0

Réwnanie (2.8) moze by¢ zastapione przez warunek ustalajacy calkowita mas¢ stupa tylko
w przypadku, gdy masa wiasciwa materiatu jest stata

l
(2.9) o Fdx =M, o(x) = const.
0

Zagadnienie optymalizacji polega tu na znalezieniu takiej funkcji F(x), ktéra minima-
lizuje funkcjonat (2.6), przy warunku w postaci réwnania rézniczkowego (2.7) oraz warun-
ku izoperymetrycznym (2.8) albo (2.9).

3. Rozwiazanie ogélne

Postepujac zgodnie ze znanymi regutami rachunku wariacyjnego (6], (4], dochodzimy
do skomplikowanego ukfadu réwnan rézniczkowych z nieznanym funkcyjnym mnozni-
kiem Lagrange’a.

W niniejszej pracy przyjmiemy nieco inny sposéb rozwigzania zagadnienia, polegajacy
na otrzymaniu réwnania Eulera-Lagrange’a w postaci jednego réwnania rézniczkowo-
catkowego i przyblizonym jego rozwigzaniu. Sposdb ten prowadzi szybko do wystarcza-
jaco doktadnych wynikéw. .

Poniewaz odksztalcenie ¢ i jego pochodna moga byé wyrazone zawsze za pomoca
napre¢zenia o i jego pochodnej z przyjetego prawa fizycznego (2.2), zatem do dalszych
rozwazan przyjmiemy funkcjonat (2.6) w nieco mniej ogélnej postaci

!
3.1) I= [y(x,0,F, F)dx,
0

Roéwniez réwnanie rézniczkowe réwnowagi (2.7) zapiszemy w postaci waznej dla wiruja-
cego stupa o stalej gegstosci g, przedstawionego na rys. 1. (w tym przypadku g(x) = pw?x)

{
(32) o) = = 0wt + [ g F@)at].
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Przedstawiony problem minimalizacji funkcjonatu (3.1) z warunkiem (3.2) nalezy do
szerszej klasy probleméw minimalizacji funkcjonaléw typu (3.1) z warunkiem

!
(3.3) 0(x) = 91 (F)+a(F) [ 9a(C. F. F)dL,

w ktérym ¢@,, ¢, i @3 sa danymi funkcjami ciaglymi swoich argumentéw. Poszukiwana
funkcja F(x) znajduje sig¢ tu réwniez pod znakiem catki. Po prostych obliczeniach otrzy-
mujemy réwnanie Eulera-Lagrange’a w postaci

!
N dy dp, Oy dp, (f )
(3-4) TF‘?;(FF_')JF oo aF t oo ar \) BT

X

X X
Ops [ Oy d | Ops f oy _
+7ff(0 30 %)~ Lo\ ) a0 )] =
Dalszy cigg obliczen zalezy od przyjetej funkcji celu (kilka mozliwoséci przedstawiono
w pracy [4]); ograniczymy si¢ tu do minimalizacji przemieszczenia kofca stupa.

4. Minimalizacja przemieszczenia konca stupa

Bedziemy zatem poszukiwali takiego ksztaltu preta, wsréd pretéw o stalej masie (2.9),
ktory charakteryzuje sie¢ minimalnym przemieszczeniem konca x = I, rGwnym
! ! 1
@.1) = | e(x)dx = [ eo(x)F (6¥)dx = [ ylx, F(o¥)]dx
0 0 0
lub takiego ksztaltu wsrod pretow o stalym przemieszczeniu konca x = /, réwnym u;,
ktéry charakteryzuje sie minimalng masg (objetoscia).
Optymalny ksztalt jest tu wyznaczony przez ukiad trzech réwnan: (3.4), (3.2), i (2.9)
albo (4.1), ktére przyjmuja postac:

: .
4.2) [Qw21+gw2 f CF(C)a’C] 5‘7’(0*)—F2[/1+szx J 7 (5’*)-dc:] -0,
X 0

F

| !
@.3) o= 0w + 02 j LR ),

!
4.4) o[ Fdx=M albo

0

!

(4.5) fe(x)a’x = u,

]
gdzie M jest dang masa preta, a u; jest danym przemieszczeniem konca preta, F'(0*) =
= d¥ [da*, A jest stalym mnoznikiem: Lagrange’a.

W celu uproszczenia obliczed przyjmujemy, Ze pole powierzchni przekroju preta jest
iloczynem pewnego przekroju podstawowego F, i bezwymiarowej funkcji @(x)
(4.6) : F(x) = FyP(x)
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oraz wprowadzimy nastgpujace bezwymiarowe wielkosci:

2
E=x//, o&:—le lLt=--QFO—I,
@.7) 90 Fo’ Q
= = — = const = const
= oF. I e R onst, o, = const.

Podstawiajac (4.6) 1 (4.7) do réwnan (4.2)—(4.5) otrzymujemy:

(4.8) #(o" |1+ f Cd)(C)dC] qsz[A bk J W("*) dcj] ~0
4.9) Po* = of[1+u f co@ydc],
4
1

(4.10) [ o@ds = M

0
albo

1
4.11) [ #@"de = u.

0

W rownaniach powyzZszych stala u charakteryzuje stosunek masy preta do masy umiesz-
czonej na jego koncu; w przypadku niewielkiej masy preta w poréwnaniu z masa skupiong
0O moze by¢ przyjeta jako maly parametr. ‘

Rozwiazemy teraz uktad réwnan (4.8)—(4.11) rozwijajac niewiadome funkcje o*i @ oraz
stala /A na szeregi pothowe ze wzgledu na u, opuszczajac jednak wyzsze od drugiej po-
tegl u i
o*(&) = o§(&)+ pot(O)+p’of () + ..

(4.12) D) = Do () + uD, (5)+,u2<152(§)+

A =Ag+pd +p2d+ ... .
Funkcje # charakteryzujaca dowolne prawo fizyczne przedstawimy réwniez w postaci
szeregu potegowego malego parametru

4.13) F(0*) = F(o§)+uF ' (0§)oF+p? [9""(03‘) ol + % F''(c¥) 01*2] +
i analogicznie

@14  F'(o%) = f’(03)+#5"’(03)01‘+#2[ 9”(03)03‘+%f”'(03‘) 0’1"2] +

Podstawiajac (4.12) i (4.14) do ukladu réwnan (4.8)—(4.11) i przyréwnujac do zera wy-
razenia przy kolejnych potegach malego parametru u otrzymujemy nastgpujace uklady
réwnan algebraicznych na kolejne wspétczynniki: o¥(£), @,(8), 4; ¢ =0,1,2, ...):

F'(c®)—DiAy =0, Dy—1=0,
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4' 1 o 1
(.13 [@ods =M albo [ F(op)dt = ul,

0

0
4 1
12 X 2 2 '9:,(0-5) ’ k
F'(0§)oF=2D oD, = DA +DEE | - b di—F'(a8) | ©oLdC,
0 g

o}

1
(4.16) Boot+ 0t P, = of [ BoLdL,
4

1 1

[ode=0 abo [ F(ok)otds =0,

0 0

F(0%) 0% — 200 Ao By = B2 Ao +200 D, A, + P3N, +

4 c
~ gt * 1 % * ’ *
+2<1>0<1>1§J 7 (o8) dc+qb3§f ST (0B) A~ D, FUet)
o Po 0 P5

1
\

I
i —  FNt =T (o))t | Dotdi—F (o) [ B cdt,
3 4

1
Book+0§P, = ~P ot +of [ D LdL,
3

1 1
[ &,dt =0  albo f[?’(ag)o;‘+ —;—&""(03) o’fz]dg = 0.

0 0

Catkowe warunki (4.15);, (4.16),, (4.17)5 okreslaja stale A;; zaleznie od tego czy przyjmie-

my warunek ustalajacy mase preta czy tez przemieszczenie otrzymujemy réZne postacie
rozwigzania.

4.1. Warunek stalej masy preta (4.10). W tym przypadku mamy:

Quw?2pl? M M
— * = - — — - = —
(418) d>0 - l’ ) O_OM ’ FO 01 ’ “ Q ’
1
(4.19) D, =a+b&?, of = of(c+ds?), A, =5 08F"(0F),
gdzie
3F (08 + ot F (0F) 9F ' (6¥)+ 30¢ F''(08)
a ; I [} b = - T{ % ¥ T { ok >
6[2F ' (08)+ o8 F "' (a8)] 6[2F"(o%)+ 05 F "' (a8)]
_ 3F'(03)+20§ F " (08) d= 3F (o}

T 6RF (o) +aEF (o)

62F (o5 +o3 F (D]’
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I | i )
= -4 F'(o)\5a+—b—a’| +
.= i e v
L 1 ]
+ o F'(c¥) (— ?a+ Tb-{— 2c—ac) +0§2F " (c¥) (—z—cz)] +
7o = 2 az2ap) +or ot - Lam -2 cr Laaa—pe|+
+ o)\ 73 LR R T T B
(4.20) + o8 F (o8) cd] £y

1 1

| 1
of = 03‘[—@2-*— (-;-—a+ %b—ac) + (— —z—a—ad—bc) £2 4 (— Tb—bd) 5‘],

2 1 2
— F' g™V — g2 — — 2 g
/12—/(00)( a 3ab 5b 15b)-*—

1 ! 1 1
+od F(0f) ( - «;Ta— Zs—b—ac— Tad— 7bc— de) +

1 1 1
kg ([ a2 ) 2|
+ ot F (co)(2 e’ + 3 cd+ IOd )
Dla prawa potggowego (2.5) otrzymujemy nastgpujace rozwigzania (tylko z pierwszymi
poprawkami):

14

4¢3

n+2 (l
1+

Fomsn \3 ™

. * 2n+1 1
ot = G°{l+#[6(n+l) +3(n+l) 52] + },

52)+

4.21) |
A= nag("““[l + T(n— Dp+ ],
oo M

Dokladniejsze rozwigzanie przedstawiamy w drugim przypadku.
4.2. Warunek statego przemieszezenia (4.11). Otrzymujemy tu:

(4.22) Do =1, ot¢=F_(w), Ay=F(c¥), F,= _ Qw?l
. 0 5 0 -1 1> 0 0/ 0 0_0'%-_1(&[) s

gdzie & _, oznacza funkcjg odwrotng do #.

(4.23) O = a+bi?,  of = ob(cHdE), A, = — 3 5o,
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gdzie:
TF ' (6§)+ 36 F " (c¥) b — 9F ' (6§)+ 30 F "' (c¥)
627 (0%) + 0§ F "' (o%)] — 6RF(a8)+o5 F (aP)]
- —F'(a%) d 3F'(o¥) .
~ 6RF (o)) + o5 F (o] - 6RF () + o3 F (B’
1 ,
I R L LI T I
+ 0 F'"(0%) La+»1—b+ic—ac +0§2F"" (o}) ch +
¢ “\2 4 2 ¢ “\2
+ | #'(c¥) —ia+ib—2ab + o3 F"(0f) —La—ic+Ld—ad—bc +
(4] 2 3 (4] (4] 2 2 2
(4.24)

o 23 2 "o 1
+ | ZF'(0®) —»Eb—b +od F' ()| — - b—

1 —d bd) + 032 F " (0F) ( )] 54},
. o 1 l 1 , 1 .
of = o¥| -D, + 5 a+ ?b—ac + —7a—ad—bc £+ —Tb—bd &1,

2 1 2 2 2
= F’ b2 Z o op_ T p2 < “ “ bd
A, = F'(c¥ ){( T b—a 3 ab 5 b*+2ac+ 3 ad+ —bc+ —b )
o8> F ' (08) F "' (0§) — 205 F'(o8) F ' (§) — o&*[F " (a¥))? ) 1 1 }
— , —cd o b
¥ 7 (o3P gyt
Dla prawa potggowego (2.5) wzory (4.22) i (4.23) daja przyblizone rozwiazanie /
3n+4 n+2
D) = I 1 -
© 1+”[ 6(n+1) 2(n+1) E]

(4.25) a*(&) = o¥| | +‘u2—(nl+—l)(_ % +§2) + ] R

n—1 |
A=nu" (1— i,u+ )
3
Dokladniejsze wyniki przedstawimy w szczegdlnych przypadkach: a) materiatu linio-
wo-sprezystego dla n = 1 i b) materiatu sztywno-plastycznego dla n — co.
a) Material liniowo-sprezysty n = 1. Po prostych obliczeniach znajdujemy stale

a=1712, b= 34, c=—1/12, d=1/4, A, =47/180,
nastepnie drugie poprawki:

10101, .
=m0 2 T ws

2

o = gy 91— 56%)
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oraz ostateczny wynik:

12 4 720 2
g*(§)=.g* 1+H_L+_l_§2 _|_Iu2 L-—Lf‘t-l-
° 12 7 4 80 16 e
Istnieje mozliwo§¢ porédwnania wynikow (4.26) z obliczeniami écistymi dla tego samego

problemu, przedstawionymi w pracy CHERNA [3], otrzymanymi tylko w zakresie linio- .
wo-sprezystym. Okazuje sie, Z2e maksymalny blad rozwigzan (4.26) dla wartosci matego

¢(£)=1+u(i i52)+u2(1°1 152+§;§4)+.‘.,
(4.26)

$(4)
781 Rozw. sciste:J—M.Chern [3] p=1n=1
Row. (4.26) p=1 n=1
171
Row. (4.27). p=1,n=00
161
15 Razw. Sciste: J =M. Chern[3] 1= 05:n=1
Row. (426), y=05in=1
74 Row. (4.27), u=05in=°

13+
ZZW

17

|
|
08 . - T r T r r r 1 1

0 05 0 ¢

Rys. 2

parametru u = 1 (dla § = 0) nie przekracza 1,8%,. Nalezy przypuszczaé, Ze rowniez
dla innych wartoéci wyktadnika n oraz innych praw fizycznych blad rozwiazania przy-
blizonego jest bardzo matly (dla do$¢ matych p np. u < 1). '

b) Material sztywno-plastyczny n — co. Przechodzac z n do nieskonczonosci obliczamy
stafe:

a=12, b=—1J2, c~ —1/6n, d~ 120, A, ~cto-0 11,

45

nastepnie drug'ie poprawki do funkcji @ i o*:

By = g (1892, 031=0
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oraz ostateczny wynik:

BE) = 1+ gp(1~E)+ @2 (1= 8 4 .,

o*E) = ok + ...

(4.27)

W tym przypadku (w stanie granicznym) mozemy otrzymac rozwigzanie $ciste przyjmujac
o* = of = const i rozwigzujac réwnanie (4.9). Poszukiwany optymalny ksztalt jest

okreslony funkcja

1ucr-e2
(4.28) ® ="
ktora dla niewielkich wartoéci 4 moze by¢ rozwinigta w szereg (4.27). Optymalny ksztalt
preta przedstawiono na rys. 2 dla u =0; ¢ =0,5;, u =10 orazdlan=11n= oo;
zalezy on w sposdb istotny od postaci prawa fizycznego.

]
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Pesome .

OIITHUMAJIBHOE ®OPMHPOBAHUE BPAIIAIOUEIOCA CTEPXKHA
C YUYETOM PU3HNUYECKON HEJWHENHOCTU MATEPHUAJIA

Ilpepmerom siBsiseTcs onTUMaIsHOe GOPMHPOBAHME CTEPHKHA JJIMHBI / C PACIONIOMKEHHOH Ha ero
KOHLe x = L mMaccoif, KOTOPBIH BPaW@ETCsA ¢ MOCTOAHHON YLNOBOH CKOPOCTHIO BOKPYT OCH, IEPIIEHAH-
KYJSIPHOK K CTEPI)KHIO U MPOXOJAWEN uepes ero Apyroi xoweu x = 0. :

IIpUHATO, UTO MaTEpHall CTEPXKHA MPOABJAET HENMHEHHYIO 3aBHUCHMOCTb MEMKIAY HANPSYKEHHEM
B AedopmaLmeil cornacHo (hU3MUEeCKOMY 3aKOHY, KOTOPBIA MOXKET OIMMUChLIBATh HENMHEHHO-YIpYTHe,
YIPYTO-MJaCTHYECKHE UM HAXONSIIUMECA B COCTOSHMM YCTAHOBUBILEHCSA MON3y4YeCcTH MaTepHasl. ITocnz
0Buiei NOCTaHOBKH 3aaui IPUHATA GYHKLMA Len B BuAe GYyHKIMOHANA, BLIPAKAIOLIETO IIepeMeLLeHe
KOHLA CTEPM(HA, a OTPAaHHYEHHE — B BHAE 3aQaHHOro obbema (B ABOMCTBEHHON MOCTAHOBKE). ‘

OnrumanbHble (HGOPMBI CTEPIKHS, MOJIYYEHHBIE ISl CTENEHHOro GH3NYECKOrO 3aKOHA NPH Pa3HbIX
3HAUEHMAX M0XA32TreNIA /7, MDKA3a4bl Ha PUCYHKe. OHM CYWECTBEHHO 3aBHCAT OT BHAA (PU3UUECKOrO
3aKOHA.
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Summary

OPTIMAL STRUCTURAL DESIGN OF THE ROTATING ROD WITH PHYSICAL
NONLINEARITY OF MATERIAL

The subject of the paper is minimal weight design of a rod of length / that carries a concentrated mass
Q at x = [ and rotates at constant velocity w about an axis through x = 0 tit is perpendicular to the rod.

It has been assumed that material of the rod is characterized by nonlinear dependance between stress
and strain. Physical law can describe nonlinearly-elastic, elastic-plastic as well as rheological behaviour
of materials.

On the basis of the general formulation of the problem, optimal design of the rod for minimum axial
displacement at x = / has been done under the constraint that the volume is equal to the given value (in
dual formulation).

The optimal shapes of the rod obtained for different values of exponent n in the case of power physical
law, presented graphically, essentially depend on the form of the physical law.
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