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1.  Wstęp 

Sformułowane  w tytule  pracy  zagadnienie  należy  do szerszej  klasy  problemów  opty­

malizacji  kształtu  ś ciskanych  lub  rozcią ganych  słupów  nie  ulegają cych  wyboczeniu. 

W  problemach  tych  istotna jest  konieczność  uwzglę dnienia  sił masowych  (grawitacyjnych 

lub  bezwładnoś ci),  które  zależą  od nie znanego  jeszcze,  poszukiwanego  kształtu. 

W  wię kszoś ci  opublikowanych  prac, dotyczą cych  optymalizacji  elementów  konstrukcji, 

siły  masowe  były  pomijane.  Jako  jedną  z  pierwszych,  uwzglę dniają cych  cię ż ar  własny 

zginanych  belek,  należy  wymienić  pracę  BARNETT A  [1],  w której  autor  poszukiwał  opty­

malnego  kształtu  wspornikowej  belki  obcią ż onej  wyłą cznie  cię ż arem  własnym.  Znalezione 

rozwią zanie,  opierają ce  się na  warunku  optymalizacji  otrzymanym  wcześ niej  w pracy [2], 

jest  jednak  błę dne.  Rozwią zanie  poprawne  dla  belki  liniowo­sprę ż ystej  przedstawiono 

w  pracy  C H E R N A  [3],  a  dla belek  nieliniowo­sprę ż ystych,  ś prę ż ysto­plastycznych  lub  wy­

kazują cych  ustalone  pełzanie,  w pracy  GAJEWSKIEG O  [5].  Optymalne  kształty  belek  wspor­

nikowych,  poddanych  równoczesnemu  działaniu  obcią ż eń  zewnę trznych  i sił masowych, 

przy  wymienionej  wyż ej  nieliniowoś ci  fizycznej  materiału  znaleziono  w pracy  GAJEWSKIE ­

G O  [4]. 

W  zagadnieniach  kształtowania  ś ciskanych  słupów  siły  masowe  odgrywają  jeszcze 

wię kszą  rolę.  Optymalizacja  kształtu  słupów  ś ciskanych,  nie  ulegają cych  wyboczeniu, 

wykonanych  z  jednorodnego,  Iiniowo­sprę ż ystego  materiału  była  przedmiotem  pracy 

G R Y C Z A  [7].  Optymalny  kształt  wyznaczono  w niej  na  podstawie  kryterium  najwię kszej 

sztywnoś ci.  W  pracy  GAJEWSKIEG O  [4]  rozwią zano  podobny  problem  przy  pewnych 

typach  nieliniowoś ci  fizycznej  i  niejednorodnym  (pod wzglę dem  cię ż aru  właś ciwego  oraz 

własnoś ci  mechanicznych)  materiale  słupa.  Wykazano,  że w  przypadku  jednorodnego 

słupa  ś ciskanego,  charakteryzują cego  się  minimalnym  przemieszczeniem  swobodnego 

koń ca  (przy ustalonym  cię ż arze), jego  kształt  nie zależy od  postaci  prawa fizycznego  i jest 

taki  sam,  jak w zakresie  liniowo­sprę ż ystym  (jest  on równocześ nie  słupem o  wyrównanych 

naprę ż eniach).  , 
я  

2.  Sformułowanie  zagadnienia 

Przedmiotem niniejszej  pracy jest problem  optymalnego  kształtowania  prę ta  o  długoś ci 

/ z umieszczoną  na jego  koń cu  x  =  / masą  skupioną  Q i obracają cego  się ze stałą  prę dko­

ś cią  ką tową  co dokoła  osi prostopadłej  do prę ta,  przechodzą cej  przez jego  drugi  koniec: 



262  A .  GAJEWSKI 

x  =  O (rys.  1).  Przyjmiemy,  że  materiał  prę ta  jest  niejednorodny.  Wówczas  siła  działa­
ją ca  na  jednostkę  obję toś ci  q(x)  może  opisywać  zarówno  zmienność  gę stoś ci  materiału 
Q(X),  jak  i  niejednorodność  zewnę trznego  pola  sił  grawitacyjnych  lub  bezwładnoś ci  g(x) 

(2.1)  q{x)  =  Q(x)g{x). 

W  pewnych  zagadnieniach  [4],  wielkość  q(x)  może  być  rozumiana  również  jako  cię ż ar 

właś ciwy. 

Hx)  ' 

M 

Rys.  1 

W  niniejszej  pracy założ ymy  ponadto,  że  materiał  prę ta  wykazuje  nieliniowość  fizyczną  
oraz  podłuż ną  niejednorodność  własnoś ci  mechanicznych.  Zwią zek  mię dzy  naprę ż eniem 
i  odkształceniem  wyrazimy  wobec  tego  wzorem 

(2.2)  e*   =  ^(a*), 

w  którym  jest  daną  funkcją  klasy  C ,, 

(2.3)  e*   =  e/e0,  a'* =  aja0, 

oraz parametry  cr0  i  e0  są  znanymi  funkcjami  zmiennej  x  i  moż na  je  zapisać jako  iloczyny 

pewnych  stałych  materiałowych  i  danych  funkcji 

(2.4)  £0  =  el°>e(x),  a0  =  o<0)s(x), 

<r(0),  e( 0 )  — pewne  stałe. 

Nieliniowe  prawo  fizyczne  (2.2)  może  opisywać  materiały  nieliniowo­sprę ż yste,  sprę­
ż ysto­plastyczne  (bez  odcią ż enia)  oraz  znajdują ce  się  w stanie ustalonego  pełzania.  W  tym 
ostatnim  przypadku  wielkość  e  należy  rozumieć  jako  prę dkość  odkształcenia,  chociaż  
w  dalszym  cią gu  bę dziemy  opuszczali  kropkę  nad  e.  W  zwią zku  z  tym,  pewne  wielkoś ci 
fizyczne  zdefiniowane  w  zakresie  sprę ż ystym  lub  sprę ż ysto­plastycznym,  bę dą  musiały 
być  zastą pione  przez  analogiczne,  lecz  inne  wielkoś ci  w  teorii  ustalonego  pełzania.  Tak 
wię c,  przemieszczenie  zastą pimy  prę dkoś cią,  energię  —  mocą  itp.  Ponadto  pominiemy 
wpływ  odkształceń  sprę ż ystych  towarzyszą cych  pełzaniu  oraz  nie  bę dziemy  rozważ ali 
zagadnień  zwią zanych  ze  zjawiskiem  relaksacji. 

Spoś ród  licznych  schematyzacji  wykresów  doś wiadczalnych  zależ noś ci  (2.2)  [80], 
w  przykładach  liczbowych  bę dziemy  przyjmowali  prawo  potę gowe 

(2.5)  e*  =  o­*"  lub  a*  =  e*», 

w  którym  n  oznacza  całkowitą  liczbę  dodatnią  (na  ogół  nieparzystą ),  а  ц  =  l/и.  Gdy 

n  =  1  otrzymujemy  liniowo­sprę ż yste  zachowanie  się  materiału,  gdy  natomiast  n  ­*  co 

opisany  jest  zakres  sztywno­plastyczny. 
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Jako  funkcję  celu  (koszt)  moż na  rozważ ać  tu ogólny  funkcjonał  [4] 

(2.6)  /  = J  ipdx,  a, a' a",  e, s', e",  F, F',  ...)dx 
o 

zależ ny  od zmiennej  x,  naprę ż eń  i  ich pochodnych,  odkształceń  i  ich pochodnych  oraz 

pola  powierzchni  przekroju  i jego  pochodnych. 

Jako  dodatkowe  warunki  ograniczają ce  musimy  przyjąć  równanie  róż niczkowe  rów­

nowagi 

(2.7)  (oF)'  +  qF=0 

oraz  warunek  ustalają cy  całkowitą  obję tość  słupa 

/ 

(2.8)  j  Fdx = V = const. 
o 

Równanie  (2.8) może  być  zastą pione  przez warunek  ustalają cy  całkowitą  masę  słupa  tylko 

w  przypadku,  gdy masa  właś ciwa  materiału  jest  stała 

(2.9)  QJ Fdx = M,  Q(X) =  const. 
o 

Zagadnienie  optymalizacji  polega  tu na znalezieniu  takiej  funkcji  F(x), która  minima­
lizuje  funkcjonał  (2.6), przy warunku w postaci  równania  róż niczkowego  (2.7) oraz warun­
ku  izoperymetrycznym  (2.8) albo  (2.9). 

3.  Rozwią zanie  ogólne 

Postę pując  zgodnie ze znanymi  regułami  rachunku  wariacyjnego  [6], [4], dochodzimy 
do  skomplikowanego  układu  równań  róż niczkowych  z  nieznanym  funkcyjnym  mnoż ni­
kiem  Lagrange'a. 

W  niniejszej  pracy  przyjmiemy  nieco  inny  sposób  rozwią zania  zagadnienia,  polegają cy 
na  otrzymaniu  równania  Eulera­Lagrange'a  w postaci  jednego  równania  róż niczkowo­
całkowego  i przybliż onym  jego  rozwią zaniu.  Sposób  ten prowadzi  szybko  do wystarcza­
ją co  dokładnych  wyników. 

Ponieważ  odkształcenie  e  i  jego  pochodna  mogą  być wyraż one  zawsze  za  pomocą  
naprę ż enia  a  i  jego  pochodnej  z  przyję tego  prawa  fizycznego  (2.2),  zatem  do  dalszych 
rozważ ań  przyjmiemy  funkcjonał  (2.6) w nieco  mniej  ogólnej  postaci 

/ 

(3.1)  / =  jw(x,a,F,F')dx. 
o 

Również  równanie  róż niczkowe  równowagi  (2.7) zapiszemy  w postaci  waż nej  dla  wirują­
cego słupa  o stałej  gę stoś ci  Q, przedstawionego na rys.  1. (w tym  przypadku q(x) =   QOJ2X) 

(3.2)  a(x) = 1  [c>2/+  /  q(OnOdC]. 
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Przedstawiony  problem  minimalizacji  funkcjonału  (3.1)  z  warunkiem  (3.2)  należy  do 

szerszej  klasy  problemów  minimalizacji  funkcjonałów  typu  (3.1)  z  warunkiem 

(3.3)  a(x)  =  cp1(F) + <p2(F) f  cp3(C, F,  F')dC, 
X 

w  którym  (pi,  cp2  i  <p3 są  danymi  funkcjami  cią głymi  swoich  argumentów.  Poszukiwana 

funkcja  F(x)  znajduje  się  tu  również  pod  znakiem  całki.  Po  prostych  obliczeniach  otrzy­

mujemy  równanie  Eulera­Lagrange'a  w  postaci 

Dalszy  ciąg  obliczeń  zależy  od  przyję tej  funkcji  celu  (kilk a  moż liwoś ci  przedstawiono 

w pracy  [4]);  ograniczymy  się  tu  do  minimalizacji  przemieszczenia  koń ca  słupa. 

4.  Minimalizacj a przemieszczenia koń ca  słupa 

Bę dziemy  zatem  poszukiwali  takiego  kształtu  prę ta,  wś ród  prę tów  o  stałej  masie  (2.9), 

który  charakteryzuje  się  minimalnym  przemieszczeniem  koń ca  x  =  /,  równym 

(4.1)  щ  =  J  e(x)dx  =  j  e0(x)&(a*)dx  =  j  rp[x,  &(o*)]dx 
0  0  o 

lub  takiego  kształtu  wś ród  prę tów  o  stałym  przemieszczeniu  koń ca  x  =  l,  równym  u,, 

który  charakteryzuje  się  minimalną  masą  (obję toś cią ). 
Optymalny  kształt  jest  tu  wyznaczony  przez  układ  trzech  równań:  (3.4),  (3.2),  i  (2.9) 

albo  (4.1),  które  przyjmują  postać: 

(4.2)  [<2с о2/+р с о2 J l;F(Qdc]&'(o*)­F 2\).  + Qto2x j ~^p­dt\  =  0, 

(4.3)  a*  = l—  \QW212  + geo2  f  CF(Qdt]  , 

i 

(4.4)  Q j  Fdx  =  M  albo 
o 

i 

(4.5)  J  e(x)dx  =  u,, 

o 

gdzie  M  jest  daną  masą  prę ta,  a  ut  jest  danym  przemieszczeniem  koń ca  prę ta,  ^'(a*)  = 

=  d^F/do*,  X jest  stałym  mnoż nikiem  Lagrange'a. 
W  celu  uproszczenia  obliczeń  przyjmujemy,  że  pole  powierzchni  przekroju  prę ta  jest 

iloczynem  pewnego  przekroju  podstawowego  F0  i  bezwymiarowej  funkcji  Ф (х ) 
(4.6)  F(x)  =  Fo0(x) 



OPTYMALNE  KSZTAŁTOWANIE  WIRUJĄ CEGO  PRĘ TA 

oraz  wprowadzimy  nastę pują ce  bezwymiarowe  wielkoś ci: 

Qco2l  QF01 

265 

(4.7) 
I  = x/l, 

M 
M  =  u, 

Щ  
e0l' 

/i = 

e0  =  const,  a0  =  const. 
QFor 

Podstawiając  (4.6) i  (4.7) do równań  (4.2)—(4.5)  otrzymujemy 

t 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

albo 

(4.11) 

{   L  o  J 

Ф а * =  aĄ l+fi 

1 

/ф(0<# = M 
0 

1 

JV(<7*)J£ = и ,. 

W  równaniach  powyż szych  stała  fi  charakteryzuje  stosunek  masy  prę ta  do masy  umiesz­

czonej  na jego  koń cu;  w przypadku niewielkiej masy  prę ta  w porównaniu  z masą  skupioną  

Q  może  być przyję ta  jako mały  parametr. 

Rozwią ż emy  teraz układ  równań  (4.8)—(4.11)  rozwijając  niewiadome funkcje  a* i Ф oraz 

stałą  Л na szeregi  potę gowe  ze wzglę du  na [i, opuszczając  jednak  wyż sze  od drugiej po­

tę gi  /i: 

c r * ( | )  =  a*(S)+.ia?(C)+ii*o*(0+  ­

(4.12)  Ф (£) =  Ф 0 ( £) + /л Ф1(а +  / л 2 Ф 2 ф+  . .. 

Л  = Л0+р Л1+/л2Л2+  ...  . 

Funkcję  !F  charakteryzują cą  dowolne  prawo  fizyczne  przedstawimy  również  w postaci 

szeregu  potę gowego  małego  parametru 

(4.13)  &(p*)  = ̂ (oO+^Co^^'+^^'XoWof +y^'^o ^^j  +  • ••  

i  analogicznie 

(4.14)  &'(&*)   =  ^\a%) + ̂ '\at)a*   + /л2^\а *.)а *  + ~^^''\a*)a* 2^  +  ... . 

Podstawiając  (4.12) i  (4.14) do układu  równań  (4.8)—(4.11)  i  przyrównując  do zera  wy­

raż enia  przy  kolejnych  potę gach  małego  parametru  ц  otrzymujemy  nastę pują ce  układy 

równań  algebraicznych na kolejne  współczynniki:  cr?(f),  Ф <(£),  Л , (i =  0 ,1 ,2,  ...): 

&[Ш ­Ф 1Л0  = о,  Ф 0 ­ 1 = О , 
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(4.15)  i  J 
j  <P0d$ = M  albo  J  &{oZ)d£  = щ , 
o  o 

^ " Ю а1 ­ 2 Ф 0 Л 0 Ф 1  =  Ф2

0Лу+Ф и  \  d^­SF\at)  [ф М , 

( 4 Л 6 )  Ф о̂ + а ^Ф,  =  a*J  0oCdC, 
i 

i  l 

f  Ф , d£ = 0  albo  f  &'(of)e*dŹ  = 0, 
o  o 

^"{а *)а *2­2Ф0Л0Ф2  = Ф 1А0  + 2Ф0Ф1Л1+Ф 2о Л2  + 

^ ^ f ą ^ d ^ f 

(4.17) 

Ф 0  »\)  Ф % 

и  О  

1  1 

­ т ^ ' > о > ?2 ­ ^ ' ' К М  \\Ф М ­Р \а Ъ )  \  Ф М , 
i  i 

i 

Ф о ^? + ^ Ф 2  =  ­0taf  + ai  f0lCdC, 
i 

/ ф 2 ^  = 0  albo  J^ ' K ) f f f + ­ 2  ^''KM 2]<# = 0­

Całkowe  warunki (4.15)3,  (4.16)3,  (4.17)3  okreś lają  stałe  At;  zależ nie od tego czy przyjmie­

my  warunek  ustalają cy  masę  prę ta  czy też przemieszczenie otrzymujemy  rуż ne  postacie 

rozwią zania. 

4.1.  Warunek  stałej   masy  prę ta  (4.10). W tym przypadku mamy: 

(4.18)  Ф 0 = 1 ,  « * = \ м  ,  Fo = ­ R  ,  =  ­ Q , 

(4.19)  Ф, =  a + bf~,  a* = a*{c + d^),  Л1  =  y t r J^ ' K ) , 

gdzie 

a  6[2tF'(o*) + o*F"(o*)]   '  6[2&'(а %)  +  о %&'\а *)] 

Ъ Р'{а Г )  + 2о *3?"{а Ъ )  d =  W{a%)  . 

'6[2^'(a*)  + a*^"(a*)]   '  "  6[2&'(e$)  + o*^''(a$)]  ' 
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2  [2&'(ot)  +  at&"(c 

(4.20)  + f f g 2 J ^ ' " ( ^ ) ^ J f2  + 

o o ( ­ «2 I:  ­  >  . . . ; .|  , '   ­ \ a b ­ {

5  b2  —  *  *| 

­I  ­a* .*"(,,%)  I ­  y f l ­  l5b­ac­yarf­yAc­  J M  + 

i  •  ' l  '  г 2­ ' \ al+
  /о  ( / 2 

Dl a  prawa  potę gowego  (2.5)  otrzymujemy  nastę pują ce  rozwią zania  (tylko  z  pierwszymi 

poprawkami): 

J ,  Г  2я +1  1 

( 4 2 1 )  Г  i  1 

Л  =  /7o­J("­'>  1 +  Т ( л ­ 1 ) А +  ... I, 

"o 

o0  M 

Dokładniejsze  rozwią zanie  przedstawiamy  w drugim  przypadku. 

4. 2. Warunek  stałego przemieszczenia  (4.11).  Otrzymujemy  tu: 

(4.22)  Ф 0 =  1,  <т5 =  ^ _ 1 ( й , ),  / 1 0 =  ^'К ),  ^ o=  Ј ^ ­ 0 

gdzie  J r _ i oznacza  funkcję  odwrotną  do  ^ 

(4.23)  Ф,  ­  a + />f2,  o­*  =  o­0=(c + </Ј2) ,  Л ,  =  ­ y ^ ' K ) , 
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gdzie: 

d =  W (<xt) 

6[2^'(at)+at^"(at)] '  6[2&'(&8)   + a g ' 

+ 

y « +  3 Л ­ 2 « / )| +at^"(at)  i ­  у в ­l ­ c  +±­d­ad­bc\  + 

(4.24) 

+ e* 2ć F'"(ot)cdU 2 + 

+  [ ^ ( o ­ r J 0 ( ­ ­ ^ 6 ­ £2 ) + ^ 

o"! =  о г * [ ­ Ф2 + ( ^ ­ а +  ^ ­ а с| + ( ­  ­ 2­ f l f ­ f l r f ­ i c | f 2 + ( ­ i ­ 6 _ w l | * J , 

Л 2  =  ^ > $ ) { ( ­ з ^ ­ ^ ­ / 3 ­ а2 ­ у а̂  

,  q * 2 ^ 4 ^ ) ^ , ' 4 o ­ * ) ­ 2 g * ^ 4 o ­ * ) ^ , 4 ^ ) ­ o ­ g2 [ ^ " ^  /  1  2  ,  I  ,,  1  , 2 \ | 
[^'K)] 2  U  3 c a +  10 d  /г  

Dl a  prawa  potę gowego  (2.5) wzory  (4.22)  i  (4.23)  dają  przybliż one  rozwią zanie: 

(4.25,  ^ . ^ ^ ( . ^ ф . . . ] , 

Л  = п щ "  ll­^.ft+  . . . j . 

Dokładniejsze  wyniki  przedstawimy  w szczególnych  przypadkach: a) materiału  l inio­
wo­sprę ż ystego  dla n = 1 i b) materiału  sztywno­plastycznego  dla n ­>  co. 

a)  Materiał  liniowo­sprę ż ysty  n = 1. Po prostych  obliczeniach znajdujemy  stałe: 

а  =  7/12,  /3 =  ­ 3 / 4,  с = ­ 1 / 1 2,  rf=l/4,  Л 2 =  47/180, 

nastę pnie  drugie  poprawki: 

2  720  2  я  48 c  ' 

* o * = ­ 8 V ' o * ( l ­ 5 n 
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oraz  ostateczny  wynik: 

(4.26) 

\  2 Z 1 0 1 ł ° L _ _ Ь *   +  2l_  4 

720  2  c  48  )•­

<­«<« = 4  +"("  T2 + т *!)  ­16 «*)+ •••]• 
Istnieje  moż liwość  porównania  wyników  (4.26)  z  obliczeniami  ś cisłymi  dla  tego  samego 
problemu,  przedstawionymi  w  pracy  C H E R N A  [3],  otrzymanymi  tylko  w  zakresie  linio­
wo­sprę ż ystym.  Okazuje  się,  że  maksymalny  błąd  rozwią zań  (4.26)  dla  wartoś ci  małego 

Rozn. ś cisłe  :J.­M.Chern fsj  fi=7,n=1 

Mów.(4.26),fj=1.n'1 

Rów.  (4.27),p = l,n  = »= 

Rozw. ś cisłe­J­M.  C/iernf3jfj=0.S:n­7 

Róm(i26).fi=0Sin=1 

Rów.  {4.27),ц =0.5;п =°° 

Rys.  2 

parametru  p.  =  1  (dla  1  =  0)  nie  przekracza  1,8%.  Należy  przypuszczać,  że  również  
dla  innych  wartoś ci  wykładnika  n  oraz  innych  praw  fizycznych  błąd  rozwią zania  przy­
bliż onego  jest bardzo  mały  (dla  dość  małych  p  п р.  p  <  1). 

b)  Materiał  sztywno­plastyczny n  ­ » co. Przechodząc  z  и  do  nieskoń czonoś ci  obliczamy 
stałe: 

a  =  1/2,  b  =  ­ 1 / 2,  с   ­ 1 / 6 и,  d  ~  1 /2«,  Л2  ~  rr*<"­ l) 
11 

T 5 " ' 

nastę pnie  drugie poprawki  do  funkcji  Ф  i  a*: 
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oraz  ostateczny  wynik: 

<P(0  =  1 +  1 ^ ( 1 ­ ^ ) 4 ­ 1 ^ ( 1 ­ ^ 4 ­

=  0 ­ ?+  . . . . 

W  tym  przypadku  (w stanie granicznym)  moż emy  otrzymać rozwią zanie  ś cisłe  przyjmując 
a* = a% =  const  i  rozwią zując  równanie  (4.9).  Poszukiwany  optymalny  kształt  jest 
okreś lony  funkcją  

I u ( l -£2) 

(4.28)  Ф = e2  , 

która  dla  niewielkich  wartoś ci fi może  być  rozwinię ta w szereg  (4.27).  Optymalny  kształt 
prę ta  przedstawiono  na rys. 2 dla fi = 0; /л = 0,5; fi =  1,0 oraz  dla n =  1 i n = co; 
zależy  on w sposób  istotny od postaci  prawa  fizycznego. 
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Р е з ю ме  

О П Т И М А Л Ь Н ОЕ  Ф О Р М И Р О В А Н ИЕ  В Р А Щ А Ю Щ Е Г О СЯ  С Т Е Р Ж НЯ  

С  У Ч Е Т ОМ  Ф И З И Ч Е С К ОЙ  Н Е Л И Н Е Й Н О С ТИ  М А Т Е Р И А ЛА  

П р е д м е т ом  я в л я е т ся  о п т и м а л ь н ое  ф о р м и р о в а н ие  с т е р ж ня  д л и ны  /  с  р а с п о л о ж е н н ой  на  е го  

к о н це  х  =  L  м а с с о й,  к о т о р ый  в р а щ а е т ся  с  п о с т о я н н ой  у г л о в ой  с к о р о с т ью  в о к р уг  о с и,  п е р п е н д и­

к у л я р н ой  к   с т е р ж ню  и  п р о х о д я щ ей  ч е р ез  е го д р у г ой  к о н ец  х  =  0. 

П р и н я т о,  ч то м а т е р и ал  с т е р ж ня  п р о я в л я ет  н е л и н е й н ую  з а в и с и м о с ть  м е ж ду  н а п р я ж е н и ем  

и  д е ф о р м а ц и ей  с о г л а с но  ф и з и ч е с к о му  з а к о н у,  к о т о р ый  м о ж ет  о п и с ы в а ть  н е л и н е й н о ­у п р у г и е, 

у п р у г о ­п л а с т и ч е с к ие  и ли  н а х о д я щ и е ся  в с о с т о я н ии  у с т а н о в и в ш е й ся  п о л з у ч е с ти  м а т е р и а л ы.  П о с ле  

о б щ ей  п о с т а н о в ки  з а д а чи  п р и н я та  ф у н к ц ия  ц е ли в в и де  ф у н к ц и о н а л а,  в ы р а ж а ю щ е го  п е р е м е щ е н ие  

к о н ца  с т е р ж н я,  а о г р а н и ч е н ие  — в  в и де  з а д а н н о го  о б ъ е ма  (в д в о й с т в е н н ой  п о с т а н о в к е ). 

О п т и м а л ь н ые  ф о р мы  с т е р ж н я,  п о л у ч е н н ые  д ля с т е п е н н о го  ф и з и ч е с к о го  з а к о на  п ри  р а з н ых  

з н а ч е н и ях  п о к а з а т е ля  п ,  п э к а з а иы  на р и с у н к е.  О ни с у щ е с т в е н но  з а в и с ят  от  в и да  ф и з и ч е с к о го  

з а к о н а. 
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S u m m a r y 

O P T I M A L  S T R U C T U R A L  DESIGN  OF  T H E R O T A T I N G  R OD  WIT H  PHYSICA L 

N O N L I N E A R I T Y  OF  M A T E R I A L 

The  subject  of the paper  is minimal weight design  of a rod of length  /  that carries a concentrated  mass 

Q at x  =  / and rotates at constant  velocity w about an axis through x  =  0 tlA­t  is perpendicular  to  the rod. 

It  has  been  assumed  that  material of  the  rod is characterized  by nonlinear  dependance  between stress 

and  strain.  Physical  law  can  describe  nonlinearly­elastic,  elastic­plastic  as  well  as  rheological  behaviour 

of  materials. 

On  the  basis of  the  general  formulatio n of  the  problem, optimal design  of  the  rod for  minimum axial 

displacement  at  x  =  / has  been  done  under  the  constraint  that  the  volume  is equal  to  the  given  value  (in 

dual  formulation) . 

The  optimal shapes of the rod obtained  for  different  values of exponent n in the case of power  physical 

law,  presented  graphically,  essentially  depend  on  the  form  of  the  physical  law. 
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