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Mieczystaw JaANOWwSKI, HENRYK KOPECK1 (RZESZOW)

Modelowanie elektryczne znalazlo szerokie zastosowanie w rozwiazywaniu wielu

probleméw wspétczesnej techniki w takich dyscyplinach, jak lotnictwo, okretownictwo,
- budowa maszyn, mechanika budowli itp.

"Zastosowanie metod analogowych uzasadnione jest szybkoScia modelowania obiektu
fizycznego oraz wystarczajaca w obliczeniach inzynierskich dokladno$cia otrzymanych,
wynikow.

Znane sa szerokie zastosowania elektrycznych analizatoréw polowych do statycznych
obliczen takich elementéw konstrukcji, jak belki, ramy, plyty i powloki, rozwazanych
Jako zagadnienia liniowe w sensie fizycznym i geometrycznym [1, 2].

Celem obecnej pracy jest przedstawienie koncepcji rozwigzywania geometrycznie
nieliniowych zagadnien plyt cienkich o dowolnym ksztalcie, dowolnie zmiennej grubosci
i dowolnym obcigZeniu, za pomoca elektryczhych analizatoréw polowych, '

1. Réwnania podstawowe

Analiza ogblnego przypadku duzych ugie¢ cienkich plyt o zmiennej grubosci z materiahu
o sprezyécie liniowej charakterystyce fizycznej prowadzi do ukiadu dwéch réwnan pod-

stawowych [3]
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gdzie oznaczono: w = w(x, y) — przemieszczenie prostopadle do plaszczyzny $rodkowej
,, Eh3(x,

plyty, h = h (x, y)—grubo$¢ piyty, D = D(x, y) = ]2(1( y)) — sztywno$¢ gigtna plyty,

E — modut sprezystosci podtuznej materiatu plyty, » — wspoétczynnik Poissona dla tego

materialu, ¢ = ¢(x, y) — obciazenie zewngtrzne prostopadle do elementu plyty, @ =

= @(x, y) — funkcja naprezen, przez ktéra wyraZaja si¢ skladowe stanu napreZenia

ptaszczyzny Srodkowej plyty

1 *D(x, y) _ 1 *D(x, y)
(-3 e R LR TN B R
- 1 2P(x,y)
Py h(x,y)  oxdy

Rozwigzania powyzszego ukfadu nieliniowych réwnan rézniczkowych w ogdlnym przy-
padku nie sa znane. PrzybliZone rozwiazania tych probleméw uzyskano jedynie dla
niektérych przypadkéw szczegélnych [4, 3].
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Rozwiazanie ukiadu réwnan (1.1), (1.2) bedziemy tutaj opierali na metodzie peinego
dyskretnego podziatu obszaru ptyty. Rzeczywisty kontur plyty S zastgpujemy konturem
tamanym S (rys. 1). Warto$¢ pochodnych w danym punkcie wyrazimy przez warto$§¢
odpowiednich ilorazéw réznicowych.

Przyjmujac dla funkcji dwéch zmiennych ¥(x, y) identyczny krok Ax = Ay = §
otrzymujemy przykladowo nastgpujace zalezno$ci rdéznicowe:
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Operatory rézniczkowe VY i V*¥ po uwzglednieniu zaleznoSci (1.4) przyjmuja znane
postacie:

- 1
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Wskazniki m, n oznaczaja tutaj wspéirzedne punktu nalezacego do obszaru plyty (rys. 1).
Uwzgledniajac zwiazki (1.4), (1.5), (1.6) sprowadzamy uklad réwnan rézniczkowych
(1.1), (1.2) do ukfadu réwnan réZnicowych:
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gdzie g, , oznacza obciazenie zewngtrzne prostopadle do elementu plyty dzialajace na
pole o wymiarach Ax - Ay = §2 nalezace do wezla m, n,
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Son = 14 % D"~D~D-y S+ l;” —Dz;y—cV, ] = 1+ ; H*;HL6+ l--Z—V 1;;” 82,
o = l_%_bxl—)py_é_ sz Dl;y 5. g - [__% Hx[—_[Hy_a_ 121» 1:;, 5
A l+—%—6, ,7'"'" 1+%6,
p,,,,,,=1——ll))y—6, p,,,,,_l—zy d,
Fow = l+—%x—6, Fou,n = l+%—5,
Sn = l—ll)—)xé, Suon = 1— 1:;-5,
przy czym
RS A e
0*D(x, y) 0*D(x, y)
D=0 Po="pgu
(1.10) H=H(x,y) = 711—(x, », |
. - aH(g?y)" H, = aHg,y), Hyy = WTHX(;:)))_,
= ?ﬁgf-;;’-”, H, = a_fg;x »

oznaczaja odpowiednie pochodne okre$lone dla punktu m, n.
. Powyzszy ukiad réwnan réznicowych (1.7), (1.8) wraz z odpowiednimi warunkami
brzegowymi formutuje w zapisie réznicowym problem geometrycznie nieliniowej cienkiej
plyty o dowolnej geometrii (dowolny kontur i dowolnie zmienna grubo$c) oraz dowolnym
rozkladzie obcigzenia zewnetrznego.

Rozwazymy kilka typéw warunkéw brzegowych [4] przyjmujac, ze krawgdz plyty jest
réwnolegta do jednej z osi wspotrzednych x albo y oraz punkty weztowe znajduja si¢ na
krawedzi. ‘
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a) Krawed? plyty y = 0 utwierdzona na podporze nieodksztatcalnej (rys. 2).
Warunki geometryczne:

a.11) w(x, 0) = 0, a_y(x,0)=0

Win

P ms-1

/ ! ! |

Rys. 2

w zapisie dyskretnym wyraZaja sie nastepujaco:
(1.12) Won =0, W, =w_,,

b) Krawed? plyty y = 0 przegubowo podparta (rys. 3).
Warunek geometryczny oraz statyczny:

(1.13) wix,0) =0, M,(x,0) = — 66’2” (x, 0)+v = ey 0)] =0
Werp
RN e e e
m=0
m=7
Win m=2
m=3

Rys. 3

w zapisie dyskretnym wyrazaja si¢ nastepujaco:
(114) ' Wo,n = 0, Win= —W_y1
¢) Krawed? swobodna.
Warunki statyczne:
3 3
Rx 0 = D[ L% (5, 00+ 2=1)-2" (v, 0)| = 0
ay? 0x2dy
(1.15) s )
0w d*w
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w zapisie dyskretnym wyrazaja si¢ nastepujaco:
(116) W2.n_w0.n—2+2(3_1") (w—l,n_wl.n)'l'(z_”) (Wl,n+l —W_ . n+1 +
+W1,n—1_w—1.n—l) = O,
Wl.n+w—1.n_2(l+1")w0.n+1"(W0.n+1+W0.n—l) = O

d) Punkty krawedzi nieobciqzonej y = 0 maja swobod¢ przemieszczenia wzdtuz osi y.
Warunek

0?D(x, 0)
(1.17) o'y(x,O) = ,7,6}.2.,__,= 0
prowadzi do zalezno$ci réznicowej
(1.18) Do, s 1—=2Po,nt+DPo,uey = 0.

2. Model elektryczny ukiadu réwnan réinicowych

Opierajac sie na podstawowych prawach elektrotechniki przedstawimy schemat
elektryczny modelujgcy uklad réwnan réznicowych (1.7), (1.8).

Blok 8

(20 r

Rys. 4

Uktad analogowy (potaczenia dla jednego wezla wewngtrznego pokazane sa na rys. 4)
budujemy za pomocg czterech siatek elektrycznych. Procz typowych elementdw, jakimi
sa oporniki, wykorzystamy tutaj réwniez sumujaco-odejmujgce wzmacniacze operacyjne
(SOl = SO6) oraz generatory funkcji mnozgcych dwa sygnaly napigciowe (Gl = GS5).

Na schemacie potaczen elektrycznych wyrdzni¢ mozemy dwa zasadnicze bloki. Blok 4
modeluje cztony ukladu réwnan réznicowych (1.7), (1.8) zawierajace ugigcie w. Warto$¢
ugiecia w weztach o wspdtrzednych m, n jest proporcjonalna do potencjatu elektrycznego,
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w odpowiednich weziach siatek bloku A (potencjaly w weztach obu siatek tego bloku sa
sobie réwne). Blok B modeluje z kolei te czfony ukfadu réwnan réznicowych (1.7) (1.8),
w ktérych wystepuje funkcja naprezen @. Wartosci potencjatdw w poszczegdlnych weztach
siatek bloku B okre§laja wartosci funkcji naprezen w odpowiednich weztach plyty (tutaj
réwniez potencjaly w odpowiadajacych sobie weztach obu siatek sa identyczne).

Aby przedstawiony ukiad elektryczny okreslat faktycznie szukane wielko$ci mechaniczne
warto$ci poszczegdInych opornoéci musza by¢ rowne nizej podanym. Wartosci te okreslimy
uzywajac opornosci modutowych R, i Ry, stanowiacych rezystancje odniesienia:

R = - R Ri=— Ry
b N D,,+vD,, s\ b N Hy+vHe 5\
24 " 2D 8 D 24 T 2H 8 H
R = __ _R_M ] ) R = _ - _EM »
€ g[23_ Dy | Dyy+vD,y a? d 23 H, | H,+vH,, 5
(24 20°78 T D 247 2H%°"8 H
_ 1YY oo EM
Ry= g 2_ Dy ! Dy +¥Dys o, ’ R”“S" 23 He | Hy+vH, 5 ”
24 72D 8 D 24 T 2H" 8 H )
R, = Ru R. = _[_iM_____.____
€ 8 2 _sz 5— 1 Dyy—HJDxx 52 € 8 23 H, I Hy,+vH,, 52 ’
247 2D 8 D (24 2H 8 H
Ruy ’ _ R
Ry = s . = Rpiermec e T
x D 4 X ’ 4 ’
2141 Bt Dy 5, 177 Dy 214 L by 5 17 Hyy o
: 2 D 4 D 2 H 4 H
2.1 —
( )R _ Ry 7 Ry
! o1t Dx=Dy o 1= Dy o\’ g 5 | Hy=H, , 1=v Hy ’
2 D 4 D 2 H 4 H
Ry — R
Rj= — Rj=—- ¥
| D.+D l—» D g j | He+H, , 1-vH
. ) ExT My Xy §2 Ll Y oS Xy 82
(Hz D 4 D(S) 2('+2 W' a4 H‘S)\
Ry ‘ - Ry
R
, 21— L DxtDy 5 1=v Dy oV Ri 51— lH+H6 L= Hyy 5\’
2 D 4 D ( 2 H 4
R = R_M_ kl _ R
2’5+%" —,5+ ‘(S
Ry . R,
R = _ RS
14 Dy » Rp H ’
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Ro= M Ro= T
X 25 x5
2,5+ D o 54 o
R, = _—Rhll) ’ 725 = EI\;{ >
= 2,5~ %
2,5 B , 7 5
R R
R5°’= R53’=RM’ R519=—_8~_l’ Rﬂﬁ=RM, RaV=TM’
(21) Rla(‘ln,n-f-l) = Rla(m,u—]) = R3./(,,,+1_,,) = Ela = ﬁ‘t'y = ﬁ:\l,
2
(Cd) = R3y(n1—1,n) = _S’RM,
Rae = Ray = Ry, }éla(rrr.ly+l) = 72la(m.n—l) = 72:!y(m+1.u) =
_ 2 _
= ylm—1,n) — _R >
R3,( 1,n) 3 M
, I _ _ | %
Rm+2.n+2 = Rm—2.11_2 = ’Q‘RM, Rm+2,n+2 = l?m_z'”_2 = ? M
Rm+2.n—2 = Rm—Z‘n+2 = RM, -}_2m+2.n—2 = }-zm—Z.n+2 = EM-
Warto$¢ oporéw R, , i R, . oraz sil elektromotorycznych E,, , i E,, , musza by¢ tak

dobrane, aby zapewni¢ zréwnanie potencjaléw w odpowiadajacych sobie weztach kazdej
z siatek obu blokéw. Symbolami @; oznaczono potencjometry liniowe realizujace mnozenie
przez state wspotczynniki, ktére odpowiednio wynosza

22 o o o _ Eh _Eh
. nwE=p Tp P Teap ™T0er T T

Na schemacie przyjeto oznaczenie weziéw w formie uproszczonej; tak np. zamiast
oznaczenia: m—2, n+2 przyjeto oznaczenie: —2, +2. Aby zachowal przejrzystosé
rysunku w siatkach obu blokéw A 1 B nie podajemy polaczen ze wzmacniaczami opera-
cyjnymi nalezacymi do sasiednich wezidw.,

Prad zasilajacy siatke¢ gérna bloku 4 modeluje obciazenie w danym wezle, przy czym
jego warto$é jest réwna

G, 0" ki

2, = AmnT
2.3) lnp = A 2

gdzie k, jest wspSiczynnikiem przeniesienia modelowego potencjalu w bloku A.
Ugiecia w poszczegblnych wezlach sa réwne :

. U )
2.4 =
( ) wm,n ku b
za$ funkcja naprezen wynosi
Vm n

(2.5) ®, , =
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gdzie U,,, potencjal w wezle m, n siatek bloku 4,
Vm.n ‘potencjal w wezle m, n siatek bloku B,
k, wspélczynnik przeniesienia modelowego potencjatlu w bloku B.

Przechodzac do modelowania warunkéw brzegowych musimy mieé¢ na uwadze fakt,
e dla weztéw potozonych na krawedzi ptyty i w jej poblizu uklad elektryczny bedzie inny
nieco niz dla wezléw wewngtrznych. Wynika to z koniecznosci spelnienia przez przemiesz-
czenia w okre$lone potencjatami U oraz funkcje naprezen @ okre§long potencjalem V,
nie tylko zalezno$ci (1.7) i (1.8), ale takze odpowiednich warunkéw brzegowych np. (1.12),
(1.14), (1.16), (1.18).

Zasada okre$lania wartoéci oporow w wezlach brzegowych z uwzglednieniem miedzy
innymi zalaman konturu przedstawiona jest szczegétowo dla plyt o stalej sztywnosci
geometrycznie i fizycznie liniowych w pracy [6]. Mozna jg uogdinié na rozwazang przez nas
plyte geometrycznie nieliniowa.!

3. Model ukladu elektrycznego dla plyty geometrycznie liniowej

W szczegdlnym przypadku, gdy rozwazania teorety(?zne ograniczymy do problemu
geometrycznie liniowego, przedstawiony schemat elektryczny upraszcza si¢ w sposéb
zasadniczy. Ze wzgledu na to, Ze ukiad podstawowych réwnan réZzniczkowych, a zatem
i réznicowych redukuje si¢ do jednego réwnania liniowego, w schemacie elektrycznym nie
pojawig sie wzmacniacze operacyjne oraz caly blok B modelujace czlony nieliniowe.

9o
5 X

—~d =}

D

4(/*%{1)
Rys. 5

Dla ilustracji przedstawimy przykfad modelowania plyty prostokatnej o sztywnosci

lintowo zmiennej w kierunku réwnoleglym do jednego z jej bokéw, obciaZonej proporcjo-
nalnie do sztywnosci i przegubowo podpartej na brzegach (rys. 5).

" Traktujac model analogowy warunko6w brzegowych jako przypadek szczegdlny ogédlnego schematu
elektrycznego, ograniczamy si¢ tutaj jedynie do omoéwienia sposobu podejécia do modelowania warunkéw
brzegowych dla plyt geometrycznie nieliniowych.
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Ograniczajac si¢ jedynie do matych ugig{é takiej plyty mozemy ukiad réwnan (1.1),
(1.2) sprowadzi¢ do postaci

a 2 D:!:
(3.1) (Do+ D, y)V4w+2D, ay-v—w - 40(1 15 y).

Przy czym oznaczono:

D, .
D = Do(l + D“‘ y) sztywno$¢ gietna plyty,
4]

D, C L
qg=qgoll+ ~D—y obcigzenie zewnglrzne, normalne do elementu plyty.

m — 7 —: l
: (?0) R J mo Il
! A |
i |
Siatkal [ 0}\"2) s /f(gg) |
gorna s ;8
H& (00) ’\AH
! |
|r - ]) l {77) | Rmn
| (20) | Emn
L 1 __1 "1 I
Rm.n
! -/.0'_ >
siotka 1 | R
m;:mﬂ 10:1), (00)|_"101)!
A
| e Ry |
L A | )
Rys. 6 Rys. 7

Réwnanie réznicowe (| .7) sprowadza si¢ w tym przypadku do zaleznosci:

8
(3.2) 20ww,,,,,,—(8w,,,_,,_1+w,,,',,+,)—4(2— D*‘S)wn,_l,,,—4(2+ %‘ )w,,,+,_,.+
D6 Do
(2__1;"') (Wm 1,n—1 +W,,, 1. n+l) + (2+ fo_') (wm+l.n—1 + Wm+l.ll+1) +

D D.d q
+ wm,n—2 + wm.n+2 + (1 - - .D‘:,, ) Wm_2.n + (1 + D—;)Wm+2.n = iéd’,
przy czym D,, oznacza tu sztywnos$¢ gietna plyty w weztach wiersza m.

Ukidad potaczen elektrycznych dla jednego wezta wewnetrznego utworzony jest przez
dwie siatki (rys. 6).
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Warunki brzegowe, ktére dla podanego przyktadu opisane sg zalezno§ciami (1.13)
i (1.14), modeluja si¢ przez ukfad potaczen przedstawiony na rys. 7. Wartoéci oporéw

spelnia¢ muszg teraz nastgpujgce zwiazki:

Rb='¢—, Rcz_ '__:RM"—\_, Rd=Re=&{)
4fz4 De0 afn_ Did 78
D, D,
Ry Ry
=R = - . Ri=R, = S,
(3.3) R ) N
D"l Dm
_ Ry _ Ru e
"o 1y Db R"_l—_ Dy’ Fr = e = R
"D, D,

Opér R, , oraz sila elektromotoryczna E,, , zapewniajg réwno$¢ potencjatéw w odpowia-
dajacych sobie weziach obu siatek. Wykorzystujac wyzej przytoczone rozwazania zbudo-

Rys. 8

wano na analizatorze polowym uklad elektryczny (rys. 8), modelujacy plyte kwadratowa
dla nastepujacych danych liczbowych:
a=09m dlugos¢ boku ptyty,
ho = 0,01l m grubos¢ ptyty na krawedzi y = 0,
qdo = 0,25 MN/m?® obciazenie zewnetrzne na krawedzi y = 0,

D.a
= 4,2
Do 45 H
E =2-10° MN/m? modul spr. podl. mat. plyty,
. v = 0,3 liczba Poissona mat. plyty,

6 = 0,1 m krok siatki.
Sztywno$¢ D, na krawedzi y = 0 wynosi

Eh}

Do = [y = 00183 MN/m..

3 Mechanika Teoretyczna Y
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Tablica 1

. Wartos$ci potencjaléw w poszczegdlnych wezlach
Przewodnos$¢ opornikdw 5
Prad kolumna ,,n
Wiersz zasil.
e O U S T FUT Y T IS A U O U T B PI ER IOS EU (R PR BPR
” Rp R, Ri  RRy  RyR; Ry Ry R, r R

uS uS uS uS uS uS uS uS mA V|V Vv V| Vv v v
1 9270 | -6730 8000 | 2320 1680 1320 680 1000 1,50 | 0,483 | 0,768 | 0,902 | 0,975 | 0,976 | 0,905 | 0,769 | 0,483
2 11820 9270 | 10560 | 2960 2320 1640 1000 1320 1,98 0,791 | 1,150 | 1,383 | 1,438 | 1,440 | 1,385 | 1,150 | 0,792
3 14370 | 11820 | 13120 | 3590 2960 1960 1320 1640 2,46 0,823 | 1,262 | 1,523 | 1,698 | 1,700 | 1,528 | 1,264 | 0,830
4 16950 | 14370 | 15680 | 4240 3590 2240 1640 1960 2,94 0,867 | 1,315 1,628 {1,854 | 1,856 | 1,630 | 1,317 | 0,870
S 19520 | 16950 | 18240 | 4880 4240 2600 1960 2280 3,42 0,805 | 1,247 | 1,530 | 1,758 | 1,757 | 1,249 | 1,250 | 0,809
6 22050 | 19520 | 20800 | 5510 4880 2920 2280 2600 3,90 0,702 | 1,070 | 1,320 | 1,404 | 1,404 | 1,318 | 1,064 | 0,704
7 24600 | 22050 | 23360 | 6150 5510 3240 2600 2920 4,38 0,529 0,856 | 1,972 | 1,112 | 1,110 0,972 | 0,858 | 0,528
8 27160 | 24600 | 25920 | 6770 6150 3560 2920 3240 4,68 0,353 | 0,473 | 0,581 | 0,640 | 0,638 | 0,586 | 0,470 | 0,352
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Wartosci rezystoréw (okreslone przez przewodnosci), pradéw zasilajacych oraz potencjaly
(odniesione do masy) w poszczegdlnych weztach podane sa w tablicy I.

Obliczony dla naszego przykiadu wspélczynnik przeniesienia modelowego (2.3) wynosi
k, = 1100 V/m.

mio®|w
P
15
g y4 AN
= N
10 V4
: N
\
\
a5 [,’ \
Il A\
, v

0 or 02 43 04 05 06 07 08 09 m

Rys. 9

Ugigcie plyty w,, » (2.4) wzdluZz prostej x = a2 przedstawiono na rys. 9.

4, Wnioski

W pracy wykazano skuteczno$¢ metody elektrycznego modelowania analogowego
W rozwiazywaniu zagadnien duzych ugigé¢ plyt cienkich. Przedstawiony sposéb roz-
wigzania pozwala na szybka identyfikacj¢ pola naprezen oraz przemieszczen dla plyt
0 dowolnej geometrii (np. plyty z otworami, zmniennej grubosci itp.).

Pordwnanie ilo$§ciowych i jakoSciowych rezultatéw otrzymanych w rozwigzanym
przykiadzie z’ wynikami rozwiqza’ﬁ analitycznych [7] potwierdza zalety przyjetej me-
tody w zastosowaniu do podobnych probleméw.

Praktyczna realizacja ukladu elektrycznego dla zagadnienia nieliniowego bedzie
celem dalszych prac.
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Pesome

DJIEKTPHUYECKAs AHAJIOI'OBAS MOJEJIb IJII TEOMETPHYECKHMX
HEJIMHENHBIX INIACTHHOK ITPOM3BOJIBHOIO KOHTYPA

B paGoTte paccmMaTpHBaIOTCA 3aaUH FEOMETPUUCCKH HEJIMHEHHBIX TOHKMX MIACTHHOK IMPOH3BOILHOIO
KOIITYpa, MJIA KOTOPBIX AaHO pelueHHe, OCHOBaHHOE Ha 3EKTPHUECKOM MOJACIMPOBAHHH.

Cucrema paspelalolHX YpaBHEHMil NpefcTaBieHa B KOHEUHO-Pa3HOCTHOM BHAE M pa3paboraHa
LA Hee dNeKTpuUecKaa momenb. Kaxk uacTHeIM cnyuait, npemcraB/ieHa CHCTEMa YPaBHEHHH M COOTBET-
CTBYIOIAA €if 3NEeKTPUUECKAA CXeMa [UIA JIMHEAHOH 3afauu. s Takoro ciayuyas NOCTpOeHa aHasorosast
JNIEKTPHYECKAST MOMEND, NPH yUeTe JIMHEHHO M3MEHSAIOWMCHCS YKECTKOCTH M JIMHEHHO NepeMeHHOH Ha-

rpyaku (HopMambHOe aBireHne). PeleH unciIeHHbIR IpUMep Ha [I0JIEBOM aHAIOrOBOM aHAIM3aTOpe THIIA
«P».

Summary

THE ELECTRIC ANALOG SYSTEM FOR GEOMETRICALLY NONLINEAR PLATES OF
ARBITRARY CONTOUR

In the paper is considered a problem of geometrically nonlinear thin plates of arbitrary contour line.
The problem is solved by the electric model method by using the system of difference equations.

A particular case is considered as this system and the appropriate electric diagram is applied to the
geometrically linear problem. The electric analog is prepared for this case by assuming linearly variables
force (normal pressure) and rigidity. The numerical example is solved by the field analyzer of the type
«R». The results of the analysis are discussed.
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