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Wstep

Metoda macierzy przeniesienia jest znana i byla dotychczas stosowana w zagadnieniach
statycznych i dynamicznych obliczenia belek, ram i kratownic [1, 2, 3]. W artykule ni-
niniejszym omdéwiono obliczenie drgan wlasnych ukiadu belkowo-linowego przy zalozeniu

stalej sztywnosci belki na zginanie.
W zakonczeniu podano przykiad liczbowy. Wyniki otrzymane sa zbiezne z wynikami

uzyskanymi z wzorow podanych w [4].

1. Przypadek belki

Rozpatrzmy ukiad belkowo-linowy (rys. 1). Dzielac belke na przesta i wezly oraz
zakladajac, ze masy ukladu sg zaczepione tylko w wezlach 1,2,..., n (rys. 2), na mocy
[1] dla przesta i—1, { mamy (rys. 3):
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Roéwnania (1) i (2) mozemy zapisaé w postaci
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Na podstawie réwnan (3) i (4) napiszemy réwnania réwnowagi prz¢sta i wezta w spos6b
nastepujacy:
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w ktérych:
TV oo M=mMl, F=2T B=%p, G=morl,
EJ EJ

a EJ EJ

F, jest macierza przesta, K, — macierza wezla, w — czestoécia drgari wlasnych ukladu,
m; = pa; p — masg jednostki dtugosci uktadu, P, — silg, pochodzaca od kabla, dziatajaca
na wezet i belki.

Analogicznie moZemy napisa¢ réwnania dla innych weziéw i przgset. W taki sposéb
otrzymamy zalezno$¢ miedzy Z* (dla punktu 4)i Z} +1 (dla punktu B)

\

@® Zr, = UZ}
gdzie
©) U =F,;,K,F, ... F,K,F,.

Obliczajac iloczyn macierzy (9) mozemy pomingé¢ kolumny 1 i 3 macierzy F, poniewaz
W, = M, = 0. Otrzymamy wéwczas ’
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gdzie
P = Col {P,(w), P,(W), ..., B,(w)},

(12) U = U®,2),

Macierze U _1 U* sq funkcjami czgsto$ci i zalezq od parametréw geometrycznych belki.
Poniewaz Mg = Wy = 0, ze wzoru (11) otrzymujemy
(13) ﬁ1320‘*'6’1“3F =0,
gdzie ,
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2. Przypadek liny

Stosujac ten sam tok postgpowania, co w pracy [5], znajdujemy
(14) P = AW,

gdzie W = Col {W, W,, ..., W,} jest wektorem ugig¢ weztéw liny i réwnoczesnie weztéw
belki. Macierz A jest macierzg kwadratowa, symetryczna i okres§long rownaniem

_ H, = GAf?E.F _
A= P e ©
w ktérym
T"; | 111
_ N - . 11 ...
B = —1 2 —1 c =
11 .1

EF, — sztywnos$¢ liny,

16 f2
e=1+57
gl? : : :
H, = 8—f—p021oma skiladowa naciggu statycznego liny,

g — cigzar jednostki diugosci uktadu.
Te same réwnanie (14) mozna zapisaé w postaci

(16) Zp-2 Al

Z réwnania (7) i (16) mamy

(17) P=AW,
gdzie

, e
18 . = — .
(18) A EJA

3. Macierz wspélczynnikow wplywowych

Wyznaczamy Z, jako funkcje wektora sit nastgpujaco:

(19) Z, = [§]= a(Q-P),
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gdzie Q jest wektorem sit bezwladnosci okresSlonym wzorem
(20) Q = MW,

a = a(2, n) jest macierza wplywowa miedzy Z, i sitami P, Q, «,; oznacza kat nachylenia
przekroju w punkcie 4 pod dziataniem sity jednostkowej w punkcie i belki, «,; oznacza
reakcj¢ w punkcie 4, gdy sita jednostkowa dziata na punkt i belki.
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Rys. 5

Rozpatrzmy belke 4B o statym przekroju (rys. 5). Korzystajac ze statycznych rownan
fatwo znajdujemy
v afL—af)(L—af
e 6LES

@1 L—a?
Ay = 7
Podstawiajac
L=an+l), at=ia
- do (21) otrzymamy

a® i[2n+2—i)(n+1-1i)]

%= T 57

EJ 6(n+1) ?
(22) |
n+l—i ,
(1'2[=—n_|'_1—, (l= l,2,...,n).
Na podstawie (17), (18), (19), (20) oraz (22) tatwo zauwazyé, Ze
(23) Z, = %4(Q-P) = a@W—AW)

5 Mechanika Teoretyczna
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gdzie
aS
4= g M
— if@n+2-=Dn+1-1)
24 = e em T 1=l
( ) o’ll 6(n+ l) >
o _n+ 1—i
o = Oaj n+1
Po podstawieniu (17), (23) do (13) znajdujemy
(25) U, s [a(@W—AW)]+U* AW = 0.
Po pomnozeniu lewostronnie (25) przez @’ otrzymujemy
(26) (C—B+D)W =0, .
gdzie B, C, D s3 to macierze kwadratowe okre$§lone wzorami:
B = a"U, A,
27) ' C =a'U;aq,
D = a"UKA.
Dzigki réwnaniu (26) wyznacznik czgstosci jest okres$lony
(28) det(C—B+D) = 0.

Stosujac zalezno$¢ (26) mozemy okresli¢ wektory drgan wlasnych uktadu.

Przyklad. Wyznaczy¢ czesto§¢ podstawowa drgan gietnych belki ukladu podanego
na rys. 1, z umieszczonymi na niej symetrycznie dwiema masami skupionymi m;, = m, =
=m = pa.

E
Dane: L=15m; E=21x10%kGem~2; J = 20,8cm* Ek=12, F, =
0,l cm?, g =2kGm™ . .
Proces eliminacji (8) jest okre§lony wzorem
zs = Faizi‘zili‘x zo,
skad:
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Wykonujac obliczenia (27), (28), oraz po obliczeniu a,, a, otrzymamy
427 804,11g* —8 247 115,697+ 16 548 537,18 = 0,

skad mamy dwa pierwiastki ¢, = 2,27, g, = 17.
Wobec tego czgstosci podstawowe ukiadu beda

EJ _ E] _
Wy = 1,508]/‘“(—143 l, W, = 4,120]/‘[1,(145 L

Metoda zastosowang w pracy [4] otrzymano

EJ _ / E] _
Wy = 1,470]/‘[,1,(145 l, W, = 4,36"/ WS 1.

W ukladzie bez liny a, = a, = 0, mamy réwnanie
g*+18—16g = 0,
skad

w; = 1,095 ]/—E{t s~ w, =384 E_‘{ts".
ua ua

Wyniki te sg zgodne z rezultatem podanym w [6].

4. Wnioski

Metoda macierzy przeniesienia w zastosowaniu do ukiadu belkowo-linowego o malej
rozpigtosci jest bardziej efektywna w poréwnaniu z innymi metodami, poniewaz pozwala
na peine wykorzystanie elektronicznej techniki obliczeniowej. Giéwna jej zaleta jest to,
2e obliczenie ogranicza si¢ w zasadzie do mnozenia macierzy.

Metoda ta moze réwniez shuzy¢ do obliczenia drgan wlasnych ukladu belkowo-linowego
o duzej rozpigtosci. Wéwczas jednak macierze wystgpujace w rownaniu (28) bedg bardziej
skomplikowane i nalezatoby je rozwigzywaé drogg prob za pomoca EMC.
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Pe3some

IMPUMEHEHHE METOIOA MATPHIL] ITEPEHOCA IJIsI PACYETA CBOBOOHBIX
KOJIEBAHUI B BAJIOUHO-TPOCOBOI CHCTEME

3anaua cBOBOAHBIX KosieDaHuil B GalOUHO-TPOCOBON CHCTEME PELIAeTCsl C MOMOLLBI0 METOJA
MaTprL nepeHoca. anBOI(HTCH YUCJICHHBI npumep, noxasbmaromuﬁ XOpOILIYIO CXOMMMOCTD NPHUHATHIX
byHK1mit.

Summary

APLICATION OF THE TRANSFER MATRIX METHOD TO THE CALCULATION OF FREE
VIBRATION IN A BEAM — CABLE SYSTEM

Problem of free vibration in a beam — cable system is solved by using the transfer matrix method.
Numerical example is given and the results show a good convergence of the functions assumed.
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