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PRZY UWZGLEDNIENIU KINEMATYCZNEGO WZMOCNIENIA MATERIALU

Jozer Wi1Lk (KRAKOW)
1. Zalozenia wstepne
W pracy [l] przedstawiono rozwigzanie ukfadu réwnan rézniczkowych, opisujacych
stan réwnowagi wiotkiej obrotowo-symetrycznej powtoki (rys. 1), sformutowanego
w oparciu o zwiazki fizyczne

. r _
' - dey = [01——;— (02+03)]d(b, de, = [02— > (03+01)J ad,

(LD _

dey = [03 - % (o, +02)] do,

stanowiace ekstrapolacje réwnan de Saint-Venanta plynigcia plastycznego na zakres skon-

czonych odksztalcen. W réwnaniach tych de , de, , de; oznaczaja przyrosty logarytmicznych
deformacji spowodowane przyrostem obciaZenia, o, , o, i 03 s3 rzeczywistymi naprezeniami

Rys. 1. Powloka przed odksztalceniem — — — i po odksztal-
ceniu —

. gléwnymi, za§ @ jest znana funkcja odksztalcen zalezng od przyjetego warunku plastycz-
nosci. Przyjgto, ze material jest plastyczny, niesci§liwy i izotropowy, obciazenie dowolne
osiowo-symetryczne, za§ powloka moze znajdowa¢ si¢ jedynie w stanie blonowym i prze-
nosi¢ tylko naprezenia rozciagajace. Ze zwiazkéw geometrycznych oraz warunkow réw-
nowagi otrzymano ukfad -
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za$ zwiazki fizyczne (1.1) doprowadzono do postaci

Ox du
(1.3) “(PH‘Pz)'aT +x(21)2-p1)--a7 = 0.

W réwnaniach tych niewiadomymi sa wspdirzedne Eulera zwiazane z nieruchomymi
punktami w przestrzeni x(&, 7) i y(&, 1), rzeczywiste naprezenia gtéwne p, (&, 1) i p,(&, ),
kat @(&, T) zawarty pomiedzy styczng do potudnika (po odksztalceniu) a osig x (rys. lj
oraz grubo$¢ powloki u(£, 7). Zmiennymi niezaleznymi sg osiowa wspélrzedna £ (typu
Lagrange’a) sztywno zwigzana z czastkami powloki oraz v — parametr wzrostu obcigZenia.
Wszystkie funkcje sprowadzono do wielkosci bezwymiarowych, jak na przykiad

G; .
(14) Pi= Al,, j=l)2, 3»

gdzie M jest zaloZzong staly o wymiarze napreZenia.

Széste rownanie, ktére nalezy rozpatrywaé {acznie z uktadem (1.2) i (1.3) ma charakter
algebraiczny, a jego posta¢ zalezy od zalozonej charakterystyki F(p,, p,, &, ¢€,) =0
materiatu powtoki. W pracy [l] przyjeto ja jako zalezno$¢ potegowa (1 — stala materia-
towa)

(1.5 pi = &

miedzy intensywno$ciami rzeczywistych naprezen i odksztalcenn liczonych w mierze
logarytmicznej Hencky’ego. W rozpatrywanym plaskim stanie naprezenia (p; = 0)

_ i 2 - ]
(1.6) pi=VPi+pi—pips, &= /3.-V8%+6%+6263,
],

przy czym indeks | oznacza kierunek potudnikowy, 2 — réwnoleznikowy, 3 — normalny
do powloki. Odksztalcenia gléwne wyrazaja sie poprzez pozostale funkcje nastepujgco:

I cos X
— __z,u_’ & =1In—, & =Inu,
J0x cosg

(1.7) g =In £
3

gdzie p = (&) oznacza kat zawarty pomiedzy styczna do potudnika (przed odksztalceniem)
a -osig x. Pozostale wielkoSci, ktére traktujemy jako znane, oznaczaja: Q.(x, y, ) i
Q,(x, y, ) — obciaZenia liczone na jednostke powierzchni odksztalconej powloki od-
powiednio w kierunku normalnym i potudnikowym, /"= f{¢) — funkcj¢ opisujaca zmien-
ng grubo$¢ Scianki powloki w stanie nieodksztalconym. Dla réwnan (1.2) i (1.3) podane
zostaly warunki poczatkowe

x(§,0) = x,(8), (&, 0) = p,.(§), (&, 0) = u, (%),
P(£,0) = 9,(8), pi(5,0) = p, (&), P2(&,0) = 2, (8),
zdeterminowane przez stan wyjéciowy (oznaczony gwiazdka) w powloce, w ktérym inten-

sywno$¢ napreZen osiaga co najmniej granice plastycznosci. Sformulowano réwniez pewne
typy warunkow brzegowych, dla ktérych uzyskano konkretne rozwigzania liczbowe.

(1.8)
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2. Nowy uklad roéwnan rézniczkowych powlcki

2.1. Sformulowanie problemu. Stosowanie zwigzkéw fizycznych (1.1) i w ich konsekwencji
wyprowadzonego ukladu réwnan (1.2) i (1.3) podlega zracznym ograniczeniom. Brak
zakresu sprezystego utrudnia realizacj¢ odcigzania, uniemozliwia uwzglednianie efektu
Bauschingera, jak réwniez wyznaczanie ewentualnych proceséw biernych mogacych za-
chodzié¢ w powloce podczas jej obcigzania. W niniejszej pracy proponuje si¢, aby w miejsce
zwiazkow (1.1) przyjaé inne, nowe réwnania, ktore beda uwzgledniaé sprezysto-plastyczna
charakterystyke materiatu {por. rys. 2), przy czym przewiduje si¢, ze zakres liniowego
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Rys. 2, Charakterystyka fizyczna. p; = f (&) Rys. 3. Powierzchnia plynigcia plastycznego

wzmocnienia mozna réwniez przedstawia¢ w postaci aproksymacji wieloodcinkowej blizszej
rzeczywistym wlasno§ciom fizycznym materiatu. Tak przyjeta charakterystyka pozwala
obecnie traktowaé material, tak jak przyjmuje sie to dla modelu z ogélnym wzmocnieniem
liniowym tj. wywolanym zaréwno przesuwaniem sig, jak i rozszerzaniem si¢ powierzchni
plastycznosci (rys. 3) materiatu pierwotnie izotropowego. Zakladamy tylko, dla uproszcze-
nia, ze ulegajgca przesunigciu i rozszerzeniu powierzchnia zachowuje swdj pierwotny
ksztatt. Powyzsze zalozZenia spetniaja proponowane nowe zwiazki fizyczne:

_ , ; )
de, = 1/E d01—7(5102+d03) + [0?—i(02+0‘3’) do,

[ h

2.1) de, = 1/E daz——;— (do| +dos) +[02—~—(01+0’ -‘d@,

do,

1 I
des = 1/E \_d03 -5 (do, +do,) |+ [03 — = (0?9 +o‘2’)
gdzie E jest modulem Younga, za$§ bezwymiarowe naprezenia, ktére odmierzamy wzgledem
§rodka krzywej F zapisujemy w postaci

gdzie a; oznaczaja bezwymiarowe wspdlrzedne $rodka tej krzywe;j.
2.2. Wyprowadzenie ukladu réwnan. Dla plaskiego stanu naprezen (o, = 0) oraz przy
przyjccm warunku niesci§liwosci

2.3) © de +de,+dey =0,
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réownania (2.1) mozemy obecnie zapisaé w postaci

dpl = — % 171(({62+2d53)—[)(1)md®’
4) )
d[)z = ?n1(d[,2—dl,3)_pgmd¢7
gdzie
E
@.5) "M

Réwnanie krzywej F jest rownoznaczne z warunkiem plastycznosci dla naprezen gtéwnych
i przyjmuje postaé

(2.6) F=p0—p3*—pSp3—3k* = 0,
gdzie )

‘ Pi
2.7 k=2,

Dla okreslenia ruchu $rodka powierzchni plastycznodci korzystamy z niezmienniczo$ci F
przy przechodzeniu z przestrzeni trzech naprezen gtéwnych do podprzestrzeni plaskiego
“stanu naprezenia. W szczegdlnosei zastosujemy metode SHIELDA i ZIEGLERA [2] opartg na
niezmienniczo$ci warunku plastycznos$ci wzgledem natozonego ci$nienia hydrostatycznego
€O przy pomocy zapisu sumacyjnego mozna zapisa¢ wzorem

(28) F(O’,'j"f‘ﬂéij) = F(O'ij).
W naszym konkretnym przypadku, gdy 03 = 0 mamy

[C) ' 3)
(2.9 F(oy—ay, 0,—0ay,—a3) = Flo,—a,+0a3, 0,—a,+a;,0) =

(2) , ,
= F(Ul_auaz—az) = 0’

gdzie ’
(2.10) oy = o, —ay 1 ay = oy —ds.
W wyniku przeksztalcenn (2.9) pozostaly nam obecnie tylko dwie sktadowe

' o
2.11 =L i=1,2
( ) aj Up’ J l’ 3

ktére dalej przyjmuja postaé
(2.12) " a; = c(ef—ef), ¢ =2[3c

Jest to pewien szczegdlny przypadek ogdlnego zwiazku sformulowanego' przez NOowoZy-
Lowa [3]. Symbol &f dotyczy odksztalceri plastycznych, za§ parametr wzmocnienia ¢, =
= tga (por. rys. 2) mozemy okreéli¢ z préby jednoosiowego rozciagania.

Zgodnie z zalozonym typem wzmocnienia bazujemy na do$wiadczalnie ustalonej
charakterystyce materiatu

(2.13) - k = k(zp),
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gdzie

(2.14) o = [def, del = ”V_ Vdet” +detdel+des’,

(tzw. parametr Odqvista) jest nie malejacg funkcja uplastycznienia materiatu, ktéra w przy- .
padku prostego obciazenia odpowiada intensywno$ci odksztalcen plastycznych &f. W dal-
szych rozwazaniach, z uwagi na konieczno$é zastosowania pewnych uproszczen oblicze-
niowych, bedziemy przyjmowac¢ w miejsce (2.13)

(2.13a) k = k(e]).

Celem wyznaczenia funkcji plastyczno$ci d® wykorzystujemy warunek zgodno$ci Pra-
gera
(2.15) ‘ dF = d(p8*+p3° ~pip—3k?) = 0,
z ktorego wynika, Zze koniec wektora o (por. rys. 3) powinien zawsze znajdowaé si¢ na
powierzchni plastycznosci.

Dla przyjetej charakterystyki materialu k = k(ef) mozemy na podstawie (2.1) 1 (2.14)
otrzymadé zaleznos$é
(2.16) de? = V3 kmd®,

po czym wykorzystujac zwiazki (2.3), (2.5), (2.15) i (2.16) dochodzimy po szeregu prze-
ksztalceniach do zwigzku

(pS—pR)de, —plde,
2.17 =
2.17) ao N ,
gdzie
ok
(2.18) N = 3k? l+3/2c+]/3 rrak
Obecnie, na podstawie (2.3) i (2.18) mozemy réwnania fizyczne zapisaé nast¢pujaco:
B[22 pY e e]mex [_4 s imau
-0t 3 N X ar 37 N |u o’
(2.19)
Op, |2 pz m@x 2 pipy | m ou
ot |3 N |5 3TN | W

Otrzymali§my wigc nowe réwnania fizyczne (2.19), :przy' czym zwiazki geometryczne (1.2)
i warunki réwnowagi (1.3) pozostaja nadal stuszne. W szczegélnym przypadku, biorgc

pod uwage tylko zakres sprgzysty, réwnania (2.19) moiemy sprowadzi¢ do prostszeJ
postaci

(2.20)

Ostatecznie, petny uklad réwnan rézniczkowych, opisujgcy stan naprezen i skofczonych
odksztalcen wiotkiej obrotowo-symetrycznej powloki poddanej plastycznemu plynigciu —
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przy przyjeciu najprostszej hipotezy kinematyczno-izotropowego wzmocnienia, przybierze
nastgpujaca postac:

ox & cosg dy _ & _sin_qo

0f T ux cosp’  dE  ux cosy’

de _ & On  p, .
dE T p uxcosy (f—u“ x Snep
Opy _ _ p1 Ou § COS‘P( xQs ) py df
221) d¢ u 0& " ux® cosy pz‘_l)'+7ucés;]; T e
Ou _ w Opy, au Ox
dr  bm 0vr  bx Otv’
dp, _ em Ox e gm du .
0t x 0t u dt’
gdzie
rpS 2 w4
a= /pvl (p(Z)_p(l))-l_?) b='pj¢v‘__j‘1
(2.22) ) .2 P
_ & 0_ 0 OV IS
e=g— "y (p2-ri) & N T3

Wprowadzenie wielkosci r we wzorach (2.22) pozwala na zwarta form¢ zapisu ukladu
(2.21). Przy rozwigzywaniu powloki mozemy, w poszczegbinych jej punktach, rozrézniaé
obszary uplastycznione (r = 1) oraz sprezyste i poddane procesom plastycznie biernym
(r = 0). Natomiast proces bierny odréznimy od obszaru sprezystego poprzez analize
obliczanej wielkosci p; (por. rys. 2). W tym celu drugie réwnanie spoéréd uktadu (2.20)
zastgpimy zwiazkiem algebraicznym o postaci zaleznej od przyjetej charakterystyki fizycz-
nej pi = f(e,), przy czym \

Eg, — obszar sprezysty [e; < (¢¥)°],
(2:23) P {p?‘—E(s:-*—s.-) — proces bierny [e; > (¢)°].
Tak wiec, oparcie sie na ogdlniejszych zwiazkach (2.1) wplynelo wprawdzie na bardziej
skomplikowang postaé réwnan fizycznych w uktadzie (2.21), nie ma to jednak zasadniczego
znaczenia wobec faktu zastosowania do obliczen elektronicznej maszyny cyfrowej.

2.3. Zagadnienie odciazania oraz opis fizycznej charakterystyki materialu powloki. W dalszym ciagu
bedziemy stosowad, dla poszczegdlnych punktéw powloki, okreslenia — proces czynny
i bierny, natomiast w odniesieniu do obciazenia Q — terminéw: obcigzanie i odciazanie
[4]. Procesy bierne moga wystepowaé w poszczegblnych punktach powloki (lokalne
odcigzanie) jako wynik redystrybucji sit wewnetrznych w procesie obcigzania powloki.
Typ procesu bedziemy okresla¢ na podstawie przyrostu intensywnosci naprezen (por. rys. 2)
(2.29) Api = pf—pi,
gdzie p¥ oznacza warto$¢ intensywnoéci naprezen (na powierzchni plastycznoéci) odpowia-
dajaca poprzedniej wartosci obciazenia Q, za$ p; jest wartoscia dla aktualnego obcigzenia.

Tak wigc, w poszczegdlnych punktach powloki rozwigzanej na podstawie ukladu (2.21)
moga wystgpowaé réwnocze$nie obszary sprezyste, uplastycznione, lokalnie odcigzane

\
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i wtdérnie uplastycznione. Ze wzgledu na przyjeta charakterystyke fizyczna materiatu
uklad réwnan (2.21) pozwala nam wyrézni¢ trzy nastgpujace przypadki:

a) Wzmocnienie izotropowe. Wystepuje ono, jezeli we wzorach (2.1) i (2.18) potozymy
¢y = 0, a charakterystyke materiatu k przyjmiemy wprost z proby jednoosiowego rozciaga-
nia. Dla zalozonego liniowego wzmocnienia mamy

V_l? (P + AeD)
i wtedy przy pomocy ukladu (2.21) moZemy rozwigzywaé w zasadzie te same problemy,
co przy pomocy ukfadu (1.2) i (1.3), z tym zastrzezeniem, Ze wzmocnienie potggowe jest
obecnie aproksymowane przez liniowe fub wielokrotnie odcinkowo-liniowe.

b) Idealny efekt Bauschingera. W tym przypadku translacja powierzchni bgdzie opisana
wzorem (2.11), za§ parametr wzmocnienia c¢o = tga okre§limy z préby jednoosiowego
rozciggania. Obecnie nie wystapi rozszerzanie si¢ powierzchni plastycznodei F, a wigc

dk
zr =0

(2.25) k=

(2.26)

co w praktyce oznacza, ze 4 = 0.

¢) Wzmocnienie kinematyczne materialu pierwotnie izotropowego. Ten najbardziej ogélny
przypadek mozemy uzyska¢ zakladajac réwnoczesne rozszerzanie si¢ i translacje po-
wierzchni F. Wéwczas przyjmujemy zaréwno ¢ = const, jak i 4 = const.

3. Zastosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej

3.1. Algorytm numerycznego rozwiazania. Przed przystapieniem do numerycznego catkowania
uktadu réwnan (2.21) okre$limy jego typ oraz ustalimy rozkiad charakterystyk. Kierunki
charakterystyczne znajdziemy z warunku zerowania si¢ wyznacznika

%0 0 0 %A, ‘?’Y” A
02 0 0 0 0
00 0 2 O 0
3.1 A=

= 2 =

u
- A 0
00 i O bt

00 0 0 O A
ukfadu réwnan (2.21). Jest to ukiad hiperboliczny o charakterystykach & = const (dwu-
krotna) i 7 = const (czterokrotna). Warunki zgodnoséci na liniach & = const sa naste-
pujace

_a'uA u ,dp} + au a’x
dr  bm dv " bx dv’

(3.2)
dp, em dx  gm ﬂ

dv  x dtr | u dtv’

|
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za§ na liniach © = const przyjmuja postaé¢ (I.2). Tak wigc, uklad réwnan czastkowych
(2.21) rozpadt sig¢ na dwie grupy réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére muszg byé
catkowane wzdiluz odpowiednich charakterystyk. Réwnania te bedziemy rozwigzywaé
numerycznie. Z postaci warunkéw zgodno$ci wynika, ze funkcje x, y, @, p, mozemy
wyznaczyé z réwnan (1.2), za$ funkeje u i p, z réwnan (3.2). Warunki brzegowe mozemy
postawi¢ w identyczny sposéb, jak w pracy [1], natomiast do$¢ zasadnicza réznica wystgpi
w sposobie okreélania warunkdéw poczatkowych, Warto$¢ poczatkowego obciazenia musi
by¢ tak dobrana, aby wszystkie punkty powloki znalazly sic w obszarze sprezystym.
Moga one tez przyjmowac wartosci zerowe. Uplastycznienie poszczegblnych punktéw
~ powloki powinno nastqpic’ dopiero wtedy, gdy intensywno$¢ naprezen osiggnie w nich
warto$é (p¥)o (por. rys. 2), a wiec gdy przybierze wielkosé odpow1adajch powierzchni
elipsy F.

Catkowanie réwnan czastkowych (2.21) sprowadzilismy do rozwigzywania dwdch
ukladéw zwyczajnych réwnan rézniczkowych wzdtuz kolejnych linii v = 7; = const,
J=12,3,...,n w calym obszarze D(&, 7). Obszar ten, z uwagi na zmienng geome-
tryczna, dzielimy na 2 m czg¢éci za pomocg linii £ = & =const, i =0, 1, 2, ..., 2 m prze-
prowadzonych w jednakowych odstgpach 1/2 A& = 1/2(&—&,_,). Niech w (&, ;)
przedstawia dowolng z rozpatrywanych funkcji; aby uprosci¢ zapis oznaczamy krétko
w(&i,7;) = w;. W niektérych przypadkach dla lepszego rozréznienia wskaznikéw roz-
dziela¢ je bedziemy przecinkiem. Obecnie przedstawimy przebieg numerycznego rozwia-
zywania ukiadu (2.21) opartego o metod¢ RUNGEGO-KuTTY (por. [1]. Calkowanie zwyczaj-
nych rownan rézniczkowych przeprowadzimy przy wprowadzeniu nastepujacych oznaczen
upraszczajacych zapis:

_ Ecos<p _dx B on  p, . ) _dp _
53) B " uxcosy  dE’ ¢= P1COSQ (711_~_)c— e = e E= By,
o B( ) (1 a1 du
- P2~ fucos<p ¥a d§ u de)’
5 K
) \ ! du
3'4 . = ———— Z . :’ —
( ) L'—Z-J A :20. ,BKsul—s—l.J (df )l—z.j,
(3'5) Mv(w)lj = yKv(w)U’
gdzie
Kw) = 7‘5—115 v=1,2,3,4.
(3.6)

4
Hiaj00) = 1/6 ) 0K, (Wi,
r=1

Wielkoéci y = y(») 1 w = w(») bedace wspélczynnikami we wzorach Rungego-Kutta
przybierajg warto$ci dyskretne 1/2, 1/2, 1, 1 oraz 1, 2, 2, 1, podobme jak wyrazenie
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a=a(¥) =2, 1, 1, 0. Przy przyjetych wyZej oznaczeniach proces obliczert bedzie prze-
biega¢ nastepujaco:

K(x)ica,j = Bia,j A&,
Ko(Wizaj = Eia; 48,
K(@icaj = Cias 46,
Xiyay-2.j = Xi—2, j+ M(X)i_a. js
Yivoy-2.j = Vim2,j+ M(P)i_aj»
Pirzy-2.j = Piz2.jt M, (Pia.j>

du
a =L,
(df)t_a,j e

Kv(pl)i—a.j = Dl—a.j A¢,

(P1)1+2y—2.j = (Pl)l—z,j'l'M»(PL)i-a.i
Dla v = 4 wartos$ci poszukiwanych funkeji w punkcie (&, 7;) wyznaczamy ze wzoréw

(3.7)

Xij = Xi_p,j+ H(x); 22,5,

Yij = Yie2 it HD)i-2,j,

Pij = Prozj+ H(@)iza, ),
)i = P)ic2j+H(p)ioz ;.

Pozostale funkcje wyznaczamy w oparciu o ulepszong metode Eulera (dla wspéirzednej 7):

(%)
ot it2y—2,j

6x>
A =L X)i — 5
(61 t42y-2.] ( )+27 2,F

(3.8)

i

L(pit2y-2,js

u au
— L'(p)+ L'(x )
(bm pu) bx ) i+2y—2.j-1>

| (ﬁ)
(39) ot i+2y-2,j-2 =
p2

) dm du
07 14 2y-2,j-1

u aT)i+2y—2,j—l;

. ou
Uipapo2,j = Uipay—z,j-2+ 247 (—

- (ﬂ L'(x)+
X .

6T)l+27—2.j—1a

9p2

(P2isvay-2.; = (Pz)i+2~/—2.j—2+2AT( E ) )
i+2y—-2,j—1>

gdzie pochodna

i

.
, _ de _ 1 W )
(3.10) Lw) = = = 5 Z Bir W
r=0

We wzorach (3.4) i (3.10) By, i By, sa wspolczynnikami, ktérych wielko$¢ zalezy od przyjetej
liczby k (por. [5]). Nastepnie przechodzimy do wyznaczania wartosci poszukiwanych
funkcji w punktach (&, 5, 7,), (€144, 7)), --» (62m » Tj), 2 potem na linie 7;,, = const,... ,
T, = const, aZz skonstruujemy rozwiazanie w calym obszarze D(§, 7).

i
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Rys. 4. Charakterystyki fizyczne materialu powloki: — dla ukladu réwnan (2.21), — — —dla ukladu
: (1.2) i (1.3)

WEJSCIE ‘

Ustawienle warlosci poczqthowych
x*(3.0).0*(4.0). p7(4.0). p7 (4,0)
2(3.0)=(p1)s

Prerwsze przyblizenie swobodnych worun-
kdw brzeqowych
2j=0j-1+aQ j=012. .,k

{

Ustawienie slatych warunkdw brzegowych

Ustawienie T2

wariontow

Padprogram gldwny

MODYFIKACJIE

[ i=2m |
[ TAK | Nie |

Zgodnost warunkow
na drugin brzegu

G —

0]7 Aulomatyczne poprawianie
swobodnych worunkow s
X brzegowych R
5 gowye 8 e
gl & E X
S / S
S S
Q< NN
a2
§
Drvk wynikow S
Y It pi)i/ ke (Pi ‘)ij § N
o
K A
Qj=Qx TAK | NE &
Kk | WE | T
Foprawianie w pamigci
(o) — (007
KONIEC

Rys. 5. Schemat blokowy rozwigzywania ukladu rownan (2.21)
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3.2. Program dla komputera. Schemat blokowy programu dla elektronicznej maszyny
cyfrowej przedstawiono na rys. 5. Zaktadamy, ze dla konkretnych przypadkéw rozwiazy-
wanych powlok, warunki brzegowe nie pozwalaja na bezposrednie obliczanie na brzegu
& = &, wszystkich wartosci poszukiwanych funkcji. Problem brzegowy sprowadzono wigc
do zagadnien poczatkowych (poniewaz z uwagi na znaczng nieliniowo$¢ prawych stron
réwnan rézniczkowych korzystamy z metod numerycznych sukcesywnego calkowania), za-

WEJSCIE

(pidis > (")

AN [ NIE
(oiki-r 200 % (€i-r 2 (%)°
wE ] TAK 7| TAK
0, =P Po= Py 0+Po O+ Py
O—~r 17—y o—~r o—~r
| l J ; :
Podprogram Podprogrom Podprogram Podprogram
cotkowonio colhowania colkowania cathkowonia
Pipi” piypi™ pix (5"’ o p”
Tak | NIE TAK | ME NE | Tax wE | Tk
[ P1+ Py ' P <0, Po—+ Py A
I—r Uinds I—=r 1 —~r
i i i ]
Podprogram Podprogrom Podprogrom Podprogrom
cotkawania calkowanio catkowanio calkowanio
2 K
8 k>
& > g
= By < G o < S >
g S| g 3 N g S g
3 gl g g 2 2 5
S < P a3 3 8 3 53
. N R | & 2 e EY
¥ NS & & & 8

Rys. 6. Schemat blokowy podprogramu gléwnego przy rozwigzywaniu ukladu réwnan (2.21)

ktadajac a priori na brzegu wyjsciowym wszystkie brakujace warunki i rozwigzujac dalej
zadanie metoda pdlodwrotna. Wielkosci, ktdre dodatkowo zakladamy dla & = &, ko-
lejno na kazdej linii 7 = 7; = const, musza by¢ tak dobierane, aby kazdorazowo spel-
niane byty wszystkie warunki zadane na obu brzegach. Wymaga to zwykle przeprowadzenia
wielu préb. Iteracje te sa w pelni zautomatyzowane w programie. Przytoczone poniZej
wyniki liczbowe uzyskano przy zastosowaniu EMC Odra-1013 zainstalowanej w OSrodku

2 Mechanika Teoretyczna !
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ETO Politechniki Krakowskiej. Program wykonano w jezyku wewnetrznym maszyny
i przy maksymalnym wykorzystaniu pamieci ferrytowej. Pomimo to czasy iteracji, przy
7 = 1; = const, dla spefnienia warunkéw brzegowych wzdtuz wspéirzednej &(m = 50)
byly stosunkowo dhugie i §rednio trwaly okoto jednej godziny. Obecnie, w o$rodku obli-
czeniowym Uniwersytetu Gdanskiego opracowano (por. [8]) nowa wersjg tego programu
przy zastosowaniu EMC Odra-1204. Uzyskano tym sposobem okoto 30-krotne skrécenie
czasu obliczen. Program ten wchodzi w sklad pakietu programowego dla wiotkich powlok,
w ktérym, oprécz omawianego w niniejszej pracy ukiadu réwnan, mozna rozwigzywaé
powloki przy uwzglednieniu efektéw reologicznych wedtug trzech réznych teorii petzania
(por. [7)).

3.3. Przyklady liczbowe. Celem uzyskania rezultatéw liczbowych przyjeto powloke wal-
cowa o skonczonej dhugoéci z dwoma sztywnymi swobodnymi denkami i obciazona

¥

2_0»L S — -

N
?
7
0-064 !
104 '
=05 I Lg 7
|\\// 2
| 0
|
| q=076
[
|
|
|
[
0 as 0 o1 12 13 M fhx

Rys. 7. Forma powloki odksztalconej
réwnomiernym parciem wewnetrznym. Przy przyjeciu pierwotnej dhugoéci powloki Ly = 2,
uktad (2.21) powinien spetnié nastgpujace warunki brzegowe:
x(0, v) =1, y0,7) =0, x@2,7) =1,

(3.1H 10, %) = 2200, = 2(72?)u+1 [—Inu(l, D).
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W obliczeniach zamiast trzeciego z warunkéw (3.11) z uwagi na symetri¢ korzystamy
z zalezno$ci @(l, T) = m/2. Rezultaty obliczen przedstawione sa na rysunkach 7--16.
Wszedzie cyfra / oznaczono wykresy uzyskane z rozwigzania uktadu (2.21) dla przypadku
«a», gdzie -

A=06, m=13 1 ¢,=0;
cyfra 2 oznaczono wyniki dla przypadku «b», gdzie
A=0, m=13 1 «¢,=04;
cyfra 3 oznaczono wyniki dla przypadku «c», gdzie
A=06, m=13 i ¢,=04;

za§ cyfrg 3 oznaczono rezultaty obliczen uzyskane z rozwiagzania uktadu (1.2) = (1.3).

0 . 08
P )
08 7 7? = Pi ?
—— P /
5
: . VLA
06 e oY1 Y2
/
o
o
\ 02
02

a5 55 o6 a65 o7 075 @ 08

03 0925 09 0975 10 Yo

Rys. 8. Wykresy funkcji Q = f(uo) Rys. 9. Wykresy funkcji p; = fi(Q) dla punktu
' w $rodku dlugosci powloki

Wartosci 4, m, ¢ zostaly tak dobrane (por. [6]), aby przyjeta na ich podstawie charak-
terystyka sprezysto-plastyczna byla mozliwie dobrym przyblizeniem charakterystyki
potegowej zastosowanej w [1]. Rysunek 8 rzuca $wiatlo na zagadnienie statecznosci

X 17
5 ]
15 vz ¥

13 / ? ] ¢
| 0 / a9 ‘ &\
" Y,

P

a8

s 06 o 08 09q 05 e 07 08 a4 09

Rys. 10. Wykres x = x(Q) dla punktu w $rodku: Rys. 11. Wykres y = y(Q) dla punktu w $rodku
powloki powloki

2»
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powlok i przedstawia zalezno$¢ u (przyjmowany na brzegu swobodny warunek) od ob-
cigzenia Q. Rysunek 7 ilustruje zmiang ksztattu powloki w procesie obcigzania, rysunek 11
przedstawia, w zaleznosci od Q, przesuwanie wzdiuZz osi y swobodnego denka powloki
za$ na rys. 10 obserwujemy przesuwanie punktu w $rodku dlugosci powloki wzdtuz osi x.

EztEJ
0=069 | |
AbA P /’;::j 352
08 / ' /% 2
L3P a7 —— 7/ J_ ]
2
2 A
005 — — ]
06 ‘
Q=069
[ 0z 07 a6 08 10 7
09 2 1 'Hﬁix— —— ——
=07 —— > 1 o S S|
\_\ 2
02 R == 5
-02 LN 6
' 7
-025
0 02 09 06 08 n W
Rys. 12. Rozklad naprezen glownych wzdluz Rys. 13. Rozklad odksztalcen gléwnych wzdluz
osi powloki 7 - . osi powloki 7

Rysunki 12 i 13 pokazuja rozklad odksztalcen giéwnych i intensywno$ci naprezefi
wzdtuz wspéirzednej %. Na rysunkach 9 i 14 przedstawiony jest wzrost intensywnosci
naprezen i odksztalcen, wybranego punktu w $rodku powloki obliczonej dla przypad-
kéw 0, 11 2, dla przypadku 2 pokazany jest na rys. 151 16 przebieg odcigzania powtloki
(od wartoéci obcigzenia @ = 0,7), a nastgpnie ponownego obcigZenia.

& ¢
L 08 >~

09 ) 23
% N
a3 + 06 — ™
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a5 06 a7 08 094 ass 056 as7 498 499 10 uy

Rys. 14. Wykres funkcji ¢ = £(Q) dla punktu Rys. 15. Wykres funkcji Q@ = f(uo) przy oaciqiw
w §rodku powloki niu

Na podstawie przytoczonych tu wynikow moZna ;.)rzeprowadzié szereg waznych’
poréwnan. I tak poréwnujgc wyniki uzyskane z rozwiagzania uktadu (2.21) z analogicz-
nymi wynikami dla ukfadu (1.2 1 1.3) wida¢, ze najwigksze réznice wystgpuja dla stosunkowo
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malych obcigzen, a wiec tam gdzie odchylenie w przebiegu charakterystyk fizycznych jest
najglebsze. Réznice te mozna zniwelowaé przez odpowiedni dob6r charakterystyki sprezy-
sto-plastycznej, a w szczegdlnosci przez zastosowanie aproksymacji wieloodcinkowej.
Przede wszystkim jednak poréwnanie wynikéw uzyskanych dla przypadkow 7, 2, 3 pozwala
na zaobserwowanie wptywu przyjetej hipotezy wzmocnienia na rozwigzania rozwazanej

PRES
08,5 , y72
//
03 P4
06 e
w2 e

7
/
i

4

a3 09 a5 06 a7 08 @
Rys. 16. Wykres funkcji &,p; = f(Q) przy odciazaniu i powtérnym obciazaniu

powloki. Uwzglednienie translacji powierzchni plastycznoéci wplynelo na zwiekszenie
statecznosci tej powloki (rys. 8), a dla tych samych obciazeri dato, dla odksztalcen i na-
prezef, warto§ci nizsze niz przy wzmocnieniu izotropowym. Podczas préb odcigzania
i ponownego obcigzania zaznaczyt si¢ do$¢ wyraznie wplyw «historii obcigzania».

Literatura cytowana w tekscie

1. J. Orkisz, J. WILK, Numeryczne obliczanie wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok poddanych plastycz-
nemu plynieciu w zakresie duzych odksztalceri, Mech. Teoret. i Stos., 2, 7 (1969).

2. R. SHIELD, H. ZIEGLER, On Prager’s hardening rule, ZAMP, 9a (1958).

3. B. B. Hosoykunos, O cnoMCHOM HAZPYICEHUU U NEPCNEKINUBAX (HEHOMEHON0ZUNECK020 NOOX00a K UCCAe-
Ooganuro muxponanpacncenuti, Ipuxn. Mar. 1 Mex., 3, 28 (1964).

4. M. ZyczKowsKl, Obciqzenia zlozone w teorii plastycznosci, PWN, 1971.

5. J. Orkisz, Skoriczone odksztalcenia wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok z uwzglednieniem reologicz-
nych wlasnosci materialu, Zesz. Nauk. Pol. Krakowskiej, 11 (1967). !

6. T'. B. Tansinos, K meopuu naacmuunocmu yuumsisaionjell sgdexm Laynuneepa, Uine, Kypu, MTT, -
6 (1966).

7. 3. WILK, Pelzanie wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok niesprezystych w zakresie skoiczonych od-
ksztalcen, Rozpr. Inz., 2, 18 (1970).

8. J. WILK, Systemowe rozwiqzywanie wiotkich osiowo-symetryeznych powlok przy zastosowaniu EMC Odra-
1204, (praca przygotowywana do druku).

Peswome

KOHEUYHBIE JEPOPMAUVH 'MBKUX OCECHMMMETPUYHBIX OBOJIOUEK
[IPU YUETE KMHEMATHYLECKOrO YIIPOUHEHIS MATEPUAIIA

B paBore naHa HoBas cucTema AubbepEHLHANLHBIX YPABHEHNIT JJIST OCECHMMETPHUECKHX 0G00UEK,
I(OTOprC noa BAMAAHHEM HArpy3KH MoryTt CYLUECTBEHHDBIM 06}33307\1 H3MEHSITE CBOIO nepBoHaqaanylo
q)OpMy, HCObITHIBAA P 3TOM OonpLUHE }ZLCLIJOPMHUHH. ypamleuuﬂ nJIacTHUeCKOro TCUCHMSI OCHOBaHbI
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Ha (PU3MYECKHX COOTHOILUEHMSAX, BLIBEACHHBIX U OOLUEro Cayyas YOPOUHEHHS C YUYETOM CMELUEHHST
M paclIMpPEHHA NOBEPXHOCTH TEKYYeCTH. HCIEHHbIE NMPHMEPDH! HIUTFOCTPHPYIOT METOX W MOKAa3bIBAIOT
IpaBUJIBHOCTb Pa3paboTaHHBIX ANTOPHMMOB PpELICHHS.

Summary

FINITE DEFORMATIONS OF SLENDER AXI-SYMMETRIC SHELLS MADE OF MATERIALS
OBEYING THE KINEMATIC STRAIN-HARDENING LAW

[n this paper is derived a new system of differential equations for axially-symmetric shells capable of
changing their initial form essentially under the loading. Equations based on the theory of plastic flow
are derived at a general type of hardening with translation and extension of a yield locus. Numerical exam-
ples are computed as an illustration and verification of the algorithms proposed.
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