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1. Wstep .

Rozpatrywane w pracy [1] réwnania ruchu, opisujace nieliniowe drgania elastycznie
posadowionych silnikéw tiokowych z uwzglednieniem zmienno$ci predkosci katowe;j,
oparte s3 na zdeterminowanym modelu mechanicznym, stanowigcym pewna idealizacje
realnego ukladu drgajacego. W rzeczywistych warunkach eksploatacyjnych moga wyste-
powacé zewngtrzne wymuszenia stochastyczne, jak rowniez parametry ukladu moga mieé
charakter losowy. W szczegblnoéci probabilistycznego ujecia wymagaja geometryczne
i fizyczne parametry ukladu oraz wymuszenia, zakldcenia, obciaZenia, uszkodzenia i pro-
cesy zuzycia [2]. W odniesieniu do elastycznie posadowionych silnikéw tiokowych istotne
mogga okaza¢ si¢ m.in. losowe zmiany warunkéw spalania w cylindrach, tarcia, smaro-
wania, chlodzenia i zuzycia, momentu oporowego odbiornika mocy, charakterystyk pod-
kitadek elastycznych, a takze przypadkowe ruchy fundamentéw silnikéw zainstalowanych
na §rodkach transportu.

Uwzglednienie proceséw stochastycznych wymaga traktowania drgan silnikéw jako
losowej funkcji czasu, ktérej charakterystyki nalezy wyznaczy¢ na podstawie znanych
charakterystyk statystycznych proceséw wejsciowych. Nalezatoby przy tym braé pod
uwage taczny probabilistyczny opis warunkéw zewngtrznych, procesu eksploatacji, para-
metréw konstrukcyjnych i wytrzymalosciowych, warunkéw spalania, tarcia etc., gdyz
w ogélnym przypadku nie sa one niezalezne. Na obecnym etapie badan i rozwoju teorii
ttokowych silnikéw spalinowych nie dysponuje si¢ takim opisem. Ponizej ograniczono
si¢ do rozpatrzenia drgan elastycznie posadowionych silnikéw tlokowych przy losowych
wymuszeniach, stanowiacych szerokopasmowe procesy stochastyczne.

2. Réwnania ruchu

Wykorzystujac réwnania (4.1) wyprowadzone w pracy [1], opisujace drgania wielo-
cylindrowych silnikéw rzedowych o szeciu stopniach swobody w stanach ustalonych
i bliskich ustalonym, mozna przy wymuszeniach stochastycznych napisaé¢ réwnania ruchu
W ogdlnej postaci

mi +ciu—U,y+ U, B = ¢[P,+6,(1)],
mo+c,v—V,a+V,y = e[Pr+0;(1)],
mw+c,w— Wi+ W,o = e[P3+06;(1)],
2.1 ld+ e a—V, 0+ Wyw—cuy—coB—crT(wo) = e[Ps+ 04(1)],
LB+cy, B~ Wew+ U u—coyo—cyy = e[Ps+05(1)],
Ly+c,y—Uu+Viv—c f—cea = e[Ps+ 06(1)],
1p = 8[P7+67(’)],
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gdzie:
Pj = Rj+m‘,1(Fj)l +mp2(F;-)2+mij, j = 1, 2, ...,7, R7 = RE)C).

Przyjeto, ze ;(¢) (j=1,2,...,7) stanowia szerokopasmowe procesy stochastyczne
o znanych charakterystykach statystycznych, ktdrych realizacje przyjmuja male wartoéci,
a czasy korelacji (7;),,, sa krotsze od czasu relaksacji procesu wyjSciowego, tj. spetniajg
warunek

22) (e < —

e

Pozostale oznaczenia sg takie same, jak w pracy [1].

Z wystarczajacg w praktycznych zastosowaniach doktadnoscia przeksztalcié mozna
réwnania (2.1) do réwnan opisujacych drgania okreslone przez cz¢stosci wymuszen i tg
spo$rod czgstosci drgan wiasnych 2, analizowanego ukladu, dla ktérej réznica |A;—¢)
jest najmniejsza, gdyz drgania z innymi czgsto$ciami wlasnymi na skutek ttumienia badz
wygasna, badZ moga nie by¢ rozpatrywane w pierwszym przyblizeniu [3]. Jeéli taka czg-
stoScig jest A,, podobnie jak w pracy [I] przeksztalca si¢ réwnania (2.1) do postaci

6 .
\ !
(23) am+212nqm = A/(; Z (Dg'm)[Pj+ éj(’)],
m
2.4) B = 1P+ 5,(1),

gdzie wielkosci M, 1 @™ okreSlone zostaly w pracy [1].
Przy braku wymuszen stochastycznych drgania ukladu opisane sa zalezno$ciami

(7.5 Uu=ug+o;, V=0+0z,-., ¥ =Yot+0s,

gdzie g;(t) = DY q,a(1), 4o, Vo, ..., Yo 0znaczajg state skladniki wywolane staly sktadowy
momentu reakcyjnego cr7(wo) w réownaniach (2.1), a g,(¢) jest rozwigzaniem réwnan
(2.3) 1 (2.4) przy 6;(+) = 0.

Rozwiazanie réwnan (2.3) i (2.4) przy braku wymuszen stochastycznych przedstawiono
w pracy [1]. PoniZej rozpatrzono zagadnienie wyznaczenia ¢,,(#) przy wystgpowaniu w row-
naniach (2.3) i (2.4) wymuszen J;(¢).

3. Rozwigzanie réwnan ruchu

Do rozwiazania réwnan (2.3) i (2.4) przy speinionych warunkach (2.2) mozna zasto-
sowa¢ matematyczny aparat proceséw Markowa i réwnaf kinetycznych Fokkera-Plancka-
Kotmogorowa (F-P-K) [4, 5. W tym celu stosuje si¢ zamiang zmiennych okre§lona wzo-
rami

gn = Acos(p+y),
3.0 Gm = — AAnsin(p+vp),
¢ =w

i
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i przeksztalca réwnania (2.3), (2.4) do postaci

A= eXp+eXe,
(3.2) b= eYp+eYry,

L%

d) = (‘:ZR'*‘SZF,
gdzie

6
! \' O psi
Xp= — _M,,,Z,,,'Z ™ Pisin(@+v),

Y o
Yp = Ap—w— AM A —}J P Picos(p+y),

ZR = I P7s

Xe = - M,,.l,,,Zq""')fs (1)sin(p+1y),
Ye= - M,.,Alm 2’ D™ o;(1)cos(q+v),
Zp = ! 0,(1)

CF = 7 7 »

Py = Pi(A,y, ¢, ),

A, 9, w oznaczaja zmieniajace si¢ w czasie wielkosci. Czony Xp, Yy, Zy stanowia czgsci
regularne réwnan (3.2), natomiast X, Yr, Zr sa czeSciami fluktuacyjnymi, zawierajacymi
procesy stochastyczne. W réwnaniach tych nalezy wydzieli¢ skiadniki opisujace plynne
zmiany wielkosci A4, » i w. W celu usunigcia wibracyjnych skladnikéw z czionéw X,
Yy, Zy przedstawi¢ mozna wielkosci A4, p i « w postaci

A = A X+ eU(A%, v%, 0¥, ¢),

(3.3) w = pX+eV(A%, p¥, 0¥, ¢Y),
7 w = ¥ -FeW (A%, ¥, ¥, p¥),
gdzie A%, y*, 0¥ oznaczaja wolnozmienne sktadowe, ¥ = w*1, U, V, W — wibracyjne
skladniki. '
Funkcje U, V, W nalezy tak dobraé, aby zachodzity zwigzki

AY = eXF(AY, ¥, o),
(3.4) Pt = eYR(AY, Y, o),
wX = eZE(A*, p¥, 0¥).
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Dla uzyskania rozwigzan z uwzglednieniem czlonéw drugiego rzegdu matoséci nalezy
wydzieli¢ w funkcjach U, V, Wi X%, Y&, Z¥ czlony pierwszego i drugiego rzedu matosci:
U= U, (4% y*, o, ¥)+eU (4%, v¥, ¥, %),
V= V(A% y, 0¥, %)+ eV, (4%, 9%, 0¥, %),
W = W, (4%, v*, 0¥, *) + e W, (4%, v*, 0¥, ¢¥),
X = X5, (A%, 9%, o) +eXi (4%, 9, 0¥),
YR = Y5, (A%, 9%, oY) +eY (4%, v, 0¥),
Zx = ZE (A%, vX, 0X)+eZE (A%, v*, 0¥).

Dla analizowanego ukladu otrzymuje sie

1 . \" om )
X§ = - Q?ﬂ[mf Z @™ P;sin(p* + ) dp*,
0 =t
2n 6

1 \ !
YRy = Ap—o® - '_"k‘—f Z @™ Pcos(p* +p¥) do*,
2 AX My Ay s

(3.5)

1
Z,{l m f P7d(px,
0

1 al! .
U, = ‘XZ /) (Clpsmp‘Px_blpCOSP‘Px),

()
P

I 1 .
V,= X 2; (CZPSIHPq)x_bZPCOSp(pX)’
P
_ 1 1 1 . X _ X
B

X

X
Xk, = — f[U, R(Ax p*, 0¥, ¥)+V, - (AX, v¥, o, )+
2 oy

+W, %%R (A%, 9%, 0¥, g*)+ W, ‘_3(__;_‘(; (4%, ¥, ¥, q)")]d(px,
Y%, = zl—n;z‘ [U,aa);: (A%, v*, o*, ¢*) + V, ¥ (Ax X o X))+
0
+ W, ay" (A%, v*, 0 )+ Wey a;;)— (A%, y¥, o7, q)")i “do*,
ZR, = ;R zfn [U1 602; (AX %, 0¥ ¢X)+V. 0Zn (A" ¥, o, g¥)+
b

0Z 0z '
+ Wl _'a*af‘ (Ax’ wx) wxy ‘PX) +'Wcl a?R_ (Ax’ Wx’ wx’ (px)] d(px’
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gdzie
2 6
| Y on .
by, = — W}.—f Z D™ Pysin(p* + ¢¥)sinpe*de*,
mim ey
2n 6

1 mp
N ?Aimlmof Z D P;sin(p” + ) cospp*dy*,

1 , .
b2y = = mf Z DJVE;cos(¢™ +y )sinpy” dy”,

6
-y
— (m) X X
TrAXM,,,l / > @4 P;cos(p* +p*)cos pe*de*,

j=1

1 :
bsy = 5 ( Pysinpp*dp®,
0

2n

1
€3p = _; f P cosppdp*,
-0

l .
W (A%, %, o, ¢*) = (w")z \ (b3,,smp<p +¢3,c08 pp*),

P
PJ= Pj(AX’ w/\”a)/\” (px)l -]= 1’2""’7'

W czeciach fluktuacyjnych réwnan (3.2) mozna zamiast 4, y, quodstawié A%, v,
@* i nie uwzglednia¢ skladnikéw wyzszych rzedéw malosci, gdyz sa one w réwnaniu
F-P-K pomijalne [5]. Po odrzuceniu skladnikéw wibracyjnych z czeéci regularnych réw-
hania (3.2) przyjmujg postaé

/ix

\ )
X+ X = D) O (DsinG ),
mo*m T 1

(3.7)

s.
Ml

6
e \ !
X = eV +62YE, — LI Z DY ,(1) cos(p* + %),
. mhm o

(,Z)X = EZR1+EZZR2+ ()7(1)

W réwnaniach (3.7) pominiemy ,,znaczki X’ i napiszemy je w postaci
A.=6F(A,1p,w, o, 9, €), Jj=1,2,...,6,

(3.8) ¢=EG(A, ',U,(U, (p’ 6]) 6)) j= 1:2,""6$
w=¢cH(4,y,w, d,, 8).
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Dla takiego ukiadu réwnarii mozna napisaé¢ réwnanie F-P-K dla tréjwymiarowej funkcji
gestoéci prawdopodobieristwa w(A4, v, @) [5], mianowicie

T R Ty i L
+¢&? fk{—jﬁ }d‘c]wl——a%“6<0>+ 2 fK{ ,}d‘c+
leaG }a’r+£2 _fk{‘a’c a’r]w]———[ eCH> +

+£2_‘£ K{Z—Z,F,}dw+az_£ K{%Z }dr+ 2—£ K{%g,H,l[a’r]w
" | foK{G, G.)dow| +

30 [ fK{H H}a’rw]+£ ———[ f(K{F G+ K{G, F, )drw]

39 w4, p,0)=— A

+

2 62 :
+e 6A7[ fK{F, F,}drw]

+e&?

ety s e, o] ot 2| [ oo )

+ K{H, G,})a’rw] ,

gdzie ( ) oznacza warto$¢ oczekiwang, a K{ } — funkcje korelacyjna (badz funkcjg
korelacji wzajemnej).

Przy wyliczaniu poszczegdlnych skladnikéw réwnania (3.9) przyjeto, ze d;(¢) sa nie-
skorelowanymi procesami o wartoéciach oczekiwanych rownych zeru. Przy wyznacza-
niu wartoéci oczekiwanych (F>, <G>, (H) odrzucono skiadniki wibracyjne z czeéci fluktu-
acyjnych. W wyniku otrzymano

(3.10) w4, p,0) = — ;4 {[EXR1+£ Xg2+ MZAZ Z [D™12S)(8; w)] }

d . m
— ayj{lEYRl +€2YR2 +2A—2M'§'_},Z Z [dsj )]ZRJ((SJ, (D)] }V}—

m aZW
i [W(32R1 +&2 7))+ 2M,$,72 Z [¢( 128;(9; 0))'6Aj +

2

*w
A2M2,12 Z [(p(m) ZSJ( ) S7((57,0) a -
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gdzie

1 ’ .
S;(0;, w) = 5 J {6;, 8;>coswrdr — widmowa gesto$¢ procesu J;(1),

0 0
S§7(64,0) = —217; J {04, 87.0dT, Ri(6;, w) = J {0y, 6;>sinwrdr.

Rozwigzanie réwnania (3.10) wymaga zastosowania maszyn cyfrowych.
Dla stanu ustalonego przy 6,(1) = 0 celowe moZe by¢ wyznaczenie stacjonarnej
funkgji gestosci w(A4, w), ktora spetnia réwnanie

(3.11) 0= - 6(?4 {[GXR1+5 Xp2+ an, 7L > [B]28;(5; w)] w}_

] ‘ .
— &/}{[SYM—HZYRZ AZM,,Z,l,,, S [D12R;(9; w)] w}+

6

I N, (az __1___6:)
YoMz L l[d) Y e e e

Funkcja w(4, v) powinna spetnia¢ warunki
: w(d, —m) = w4, ) =0,
3.12) ( ) = w(d, )
w(—c0,9) = w(co, ) = 0.

Rozwiazan réwnania (3.11) spelniajacych warunki (3.12) poszukiwa¢ mozna w postaci

2
(3.13) w(A,p) = Z w,(A)cos(1+%)1p, [=0,1,2,...

=0

- . . 1
Po podstawieniu (3.13) do réwnania (3.11), pomnoZeniu obu jego stron przez cos (s+ 7) 1,

$=0,1,2, .., 1 scalkowaniu po 9 w przedziale [—=, «], otrzymuje si¢ uklad zlozony
Z nieskoniczonej liczby réwnan rézniczkowych zwyczajnych o postaci

dZ

(3.14) =

+R13(A) +R25(A)w =0, s=0,1,2,...

Dla takich réwnan i funkcji gestosci (3.13) podano w pracy [6] nastepujace rozwiiy-
zanie:

14+2A4,(24%--1) ( 1
—— = COS | $+

(3.15) w(d, p) = exp(— AZ)Z wy 2m (1+24,) 7)%
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gdzie

 =2Biat Broit 6By #48Busu ¥ 1

2(6B1s— 4B, 25+ 7T2B 35+ 5Bss+ 12B,,,— 144B,,,) ’
o]

Bie= [ exp(=A)R,.(A) H,(A)dA,

— 0

A, =

0

Boy = [ exp(—A%) Ray(A) Ho(A)dA,

—m
a H,(A) sa wielomianami Hermite’a

n

Hy(A) = (= Iyexp(4?) o

[exp(—A?)].

Znajomo$¢ funkcji gestosci w(A, ¢) pozwala wyznaczy¢ warto$ci oczekiwane {A)
1 {yp>. Warto$¢ predkosci katowej silnika w w stanie ustalonym przy d,(¢) = 0 okre§lona
jest réwnaniem

(3.16) eH({AD, {y), 0, &) = eZk, (KA, {yd, w) + 2 ZF,({AD, {y), @) = 0.

Funkcje Zz, i Zy, nie zawieraja skladnikéw wibracyjnych, stad zgodnie z postacig funkcji
P, [1] staly skladnik dodatkowego momentu oporowego na wale silnika (wywolanego
drganiami silnika przy §,(7) = 0) wynosi

(G.17) (AM)o = crT(w) — B(w) —hw— eIZF, ({AD, {p>, 0) = 125, (LA, <y, w),

gdzie ¢ oznacza liczb¢ wykorbied watu korbowego, r — dlugo$§¢ ramienia korby, T(w) —
$rednig warto$¢ sity gazowej dzialajacej prostopadle do jednego wykorbienia na promieniu
r, B(w)— $redniag warto§¢ momentu oporowego odbiornika mocy, # — wspéiczynnik
wiskotycznego ttumienia przy obracaniu walu silnika. Wynikajaca stad strata mocy jest
réwna

(3.18) (4AN)y = (AM)pw.

Warto$¢ ta moze rézni¢ si¢ od wartodci straty mocy w przypadku braku wymuszen sto-
chastycznych, odpowiadajacej rozwiazaniom réwnan (3.4) z uwzglednieniem zaleZnosci
(3.5) i (3.6). Przyktadowo, dla dwucylindrowego silnika w uktadzie V, wykonujacego
drgania pionowe, réwnania (3.4) maja, z pomini¢ciem cziondw drugiego rzedu matosci,
postaé

24%mb

A= - 2:11, [A*bl, + (2m;, 0?6+ mo) r(w™)?siny*],
2
= s[b—wx- 2 €O £ Mo 1t yicos ¥,

w* = ; [rT(wX)—B(wX) —ho* + %(Zm,,coszé+mo)Axbrwxsin wx],
gdzie m oznacza mas¢ uktadu drgajacego, m, = m,; = m,, — niewyréwnowazong masg
w ruchu postepowo-zwrotnym, odpowiadajacg jednemu cylindrowi i skupiong na osi
sworznia tlokowego, m, — wirujagca mas¢ niewyréwnowazona, odpowiadajaca jednemu
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wykorbieniu i skupiong na osi czopa korbowego, b — czgstos§é drgan wiasnych ukladu
w kierunku pionowym, /, — wspéiczynnik wiskotycznego ttumienia ukiadu amortyzacji
przy pionowych drganiach silnika, é — polow¢ kata pomigdzy osiami dwdch cylindréw.
Dla stanéw ustalonych réwnania te majq rozwigzania pokrywajace si¢ z rozwiazaniami,

jakie uzyskuje si¢ metoda usredniania [7] w pierwszym przybliZeniu

(2m,cos2d+ mg)r(w*)? !
X — p I A N A topX =— :

A ) / - l 2 b g"/’ 2m(wx_b)r
2mb l b—®)?+ ( oy ly)

gdzie predko$é katowa silnika w* okreslona jest réwnaniem
rT(w®)— B(w*)—ho* + % (2m,cos2d+my) A¥bre*sing* = 0,
tzn. staly skladnik dodatkowego momentu oporowego wyraZa si¢ zaleZnoscig
(AM)y = —»2! (2m, cos2d+ mg) AXbra¥siny.

Réwnanie (3.17) ma w przypadku pionowych drgan dwucylindrowego silnika w ukia-
dzie V postaé

(AM)o = = 5 (2myc0520+ mo)A>braosin<y),

co oznacza, Ze strata mocy (dN), przy wymuszeniach stochastycznych bedzie réznié sig
od straty mocy przy braku wymuszen stochastycznych, gdy

{AYsindy) # AXsiny*.

Réwnania (2.3) nie posiadaja rozwigzania zerowego i stateczno$¢ ruchu mozna bada¢d
W tym sensie, czy trajektorie rozwiazan przebiegaja w pewnych obszarach ograniczonych.
W tym przypadku celowe jest zbadanie stateczno$ci technicznej [8]. Zalezno$¢ (3.15)
pozwala wyznaczy¢ warunek, aby rozwigzania 4 i y dla d,(¢) = 0 pozostawaly wewnatrz
domknigtego ograniczonego obszaru E{4 < 4y, |y| < 4.}, gdy wartoéci poczatkowe
A i naleza do otwartego ograniczonego obszaru ¢ = E, a d;(¢) s procesami ograniczo-
nymi, tj. |16;(2)]] <4, 4 >0, j=1,2,..,6. Techniczna stateczno$¢ wzgledem obsza-
row E, e i proceséw d;(¢) dla ustalonego &,(1 > &, > 0) jest zapewniona, gdy prawdopo-
dobienistwo p[(4, v) € E] spetnia nieréwno$é

pl(4,p) e E] > 1~¢,

czyli

4, 42

(3.19) A [ [ wid, paddy > 1-s,.

0 -—-4d:
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4, Uwagi koncowe

Funkcje (F});. (j=1,2,...,7) w rownaniach (2.1) dotycza silnikéw z cylindrami
w ukladzie V' i fatwo mozna z nich uzyskaé¢ odpowiednie funkcje dla silnikéw o pionowym
ukladzie cylindréw lub dla silnikéw typu bokser [l]. Réwnania ruchu silnikéw innych
typéw przy szerokopasmowych wymuszeniach stochastycznych moga by¢ rozpatrywane
analogicznie, przy czym zastosowana w niniejszej pracy metoda nie naklada ograniczen
na intensywnos$¢ fluktuacji [5].
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HEJTUHEWHBIE KOJEBAHUSA AMOPTU3NPOBAHHBIX ITOPHIHEBBLIX
OBUTATEJIEN ITPH LIMPOKOIIOJOCHBIX CTOXACTHYECKUX BO3MYUEHMSAX

B paGore paccmaTprBaloTCst O4HOUACTOTHBIE KOJEGAHMST aMOPTU3UPOBAHHBIX MOPUIHEBLIX J(BUraTeNel
C LUECTHIO CTEMEHAMH CBODOJBI NMpPH CIYUYaHHBIX BO3MYIUCHHUAX, SBIIAIOLIHUXCS IIMPOKOTIONOCHBIMH, He-
KOPPEIMPOBAaHHBIMM CTOXACTHUECKHMH IIPOLECCAMH, KOTOPbIX MaTEMATHYECKOE OXKHAAHME PABHO HYJIO.
YrioBasi CKOPOCTh OBHUraTeNsl CUMTAETCsA MepeMeHHOH BennuMHoil. dopmynupyerca ypasnenue Pox-
kepa-ITnanka-Konmoroposa st TpexmepHO#t MIOTHOCTH BEPOATHOCTH aMIUTMTY /b KoJlebaHwit, (haszoBoro
yria ¥ YrJIOBOM CKOPOCTH ABuraresisi. IIpUBOAUTCS pelueHue IJIs JBYXMEPHOH, CTALIMOHAPHONM MIIOTHO-

,
CTH aMIUTUTYABI M ($Ha30BOro yrija KonebaHuil a TAaK)KE YCJIIOBHE TEXHHYECKON YCTOHUHBOCTH paccMaTpH-
BaeMOH CHCTEMBI.

Summary

NONLINEAR VIBRATIONS OF ELASTICALLY MOUNTED PISTON ENGINES AT WIDE-BAND
STOCHASTIC EXCITATIONS

The paper deals with one-frequency vibrations of elastically mounted muiti-cylinder piston engines
of six degrees of freedom subjected to randomexcitations being wide-band non-corelated stochastic processes
with expzcted values equal to zero. Rotating speed of an engine is treated as a variable. The Fokker-Planck-
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Kolmogorov equation for the three-dimensional probability density of a vibration amplitude, phase angle
and rotating speed is formulated. The solution for the two-dimensional stationary probability density
of a vibration amplitude and phase angle as well as the condition of technical stability of the analysed
system are given.
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