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Wstep

Duza role w rozwoju techniki odegraly uklady automatycznego sterowania. W ukla-
dach tych mozna wyréznié obiekt regulacji oraz regulator, ktéry moze dziala¢ na obiekt
poprzez wejicia x,, X,, .., X,. Wyjscia obiektu y,, y,, y3, ---, ¥ beda mniej lub wigcej
r62nié sie od zalozonego przebiegu procesu §,, V2, Vs, ..., Jm- Problem optymalnego ste-
rowania polega na tym, by wyjécia obiektu y,, y2, V3, ---, Yu rO2nily si¢ minimalnie
(w okreslonym sensie) od zadanych przebiegdw 7,, 75, 3, ..., Jm. DO tego celu mozna
dazyé¢ w rézny sposéb:

1) poprzez odpowiedni dobér funkcji x;, x,, X3, ..., Xn,

2) przy znanej strukturze ukladu poprzez dobdr jego parametréw (niepelna synteza),

3) poprzez dobdr struktury ukladu, czyli dokonanie pelnej syntezy.

Wymuszenia, ktére dzialaja na dany uklad moZemy podzieli¢ na uzyteczne, czyli
sterujace, nazywane sygnatami, i zaklécajace, zwane szumami. Zakidcenia nie moga byé
okreslone w sposéb jednoznaczny w sensie deterministycznym i nalezy je traktowac jako
procesy stochastyczne. '

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ jedynie szczegélnym przypadkiem peinej syntezy.
Rozwaza¢ bedziemy ukiad jednokanatowy, tzn. ukiad dynamiczny z jednym wejsciem
1 jednym wyjéciem.

Doktadno$¢ dynamiczng takiego uktadu mozna zdefiniowaé nastgpujaco: niech wej-
Scie ma posta¢ X(1) = U(t)+ ¥ (1), gdzie U(t) jest sygnatem, V(¢) szumem; Z(¢) niech
bedzie zadanym wyjsciem. Wprowadzmy pewna funkcje zwang funkcja strat.

Funkcjg wagi nazywaé bedziemy pewna nieujemng funkcj¢ dwéch zmiennych Y(¢)
1 Z(1), gdzie

Y(t) = LIU()+V ()],

za$ L jest pewnym operatorem liniowym.
Funkcja wagi przyjmuje postaé
W = W{Z(t), LIU(t)+V()]}.
Wartoéé oczekiwana funkcji wagi nosi nazwe furikcji strat.

Jako kryterium dokladno$ci dynamicznej ukladu przyjmiemy minimum funkcji strat.
Przy przyjeciu funkcji wagi w postaci

W = k{Z(1)—LIU()+V(D]}? = ke?



362 J. Nizior, N. KONDRACIUK

funkcja strat przyjmuje postaé
[re]
e2()) = fezp(s, t)de.
—
Symbolem ¢ -> oznacza¢ bedziemy warto$¢ Srednig procesu stochastycznego po zbiorzc
realizacji.

Jako kryterium doktadnosci dynamicznej ukladu przyjmiemy warunek /\ e2(t)y =
ter

= min, gdzie 7 jest czasem obserwacji uktadu dynarﬁicznego. Dodatkowo Zadamy, by
funkcja oczekiwana rdéznicy Y(t)— Z(¢t) byla tozsamos$ciowo réwna zeru.
Zadany proces na wyj$ciu ma postac

Z(1) = N[U(1)],

gdzie NV jest znanym, narzuconym przez nas operatorem.

1. Dokladno$¢ dynamiczna ukladu jednokanalowego w przypadku niestacjonarnym

Zaktadamy, ze:

1) operatory NV i L sg operatorami liniowymi,

2) funkcje U(t) i V(t) sa funkcjami przypadkowymi, ktdrych nadzieje matematyczne
sa rOéwne zeru,

3) istnieja momenty drugiego rzedu proceséw U(t), V(¢) i znane sg funkcje korela-
cyjne K, (1), 1), K,(t1, 1) 1 K(t1, 12), gdzie symbolami K, (¢, 1), K, (¢, t,) odpowiednio
oznaczono funkcje autokorelacyjne procesdw U(¢) i V(t), zas symbolem K,,(¢,, t,) ozna-
czono funkcj¢ korelacji wzajemnej proceséw U(?), V(1),

4) czas obserwacji rozpatrywanego uktadu jest skonczony i réwny T,

5) proces X () jest caltkowalny w sensie §redniokwadratowym.

Przy przyjetym kryterium dokiadnosci dynamicznej dostajemy warunek

T
(1.1) ([ 1, yxends,—z()|") = min.
0

Wprowadzona funkcja przejscia /(t, t,) zwigzana jest z operatorem L zwigzkiem

T
[ 1@, 1) Xi)dry, = LIx(n).
0
Znalezienie optymalnej funkcji przejscia I(¢, ¢,) sprowadza si¢ do rozwiazania zagadnie-
nia z rachunku wariacyjnego. W koncowym rezultacie /(¢, t;) powinna spetnia¢ rownanie
catkowe postaci [1]

s

(1.2) [ 10, 1)Koty 0)dts~Rslt1, 1) =0, 120, 0< 1y <1,

0

gdzie K.(r,, 12) jest funkcja autokorelacyjna procesu na wejsciu, zas Ry, (1, t,) — funkcja
korelacji wzajemnej wymuszenia X(¢) i Zadanego wyjscia Z(¢).
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Znalezienie optymalnej funkcji /(¢, t;) w ogdlnym przypadku jest zagadnieniem bar-
dzo trudnym. Prekursorem w tej dziedzinie mozna nazwa¢ KOLMOGOROWA [2]. Problem
rozwiazany przez niego dotyczyt ciggu przypadkowego, stacjonarnego. Zagadnienie syn-
tezy w ujeciu probabilistycznym znacznie ogdlniej postawil WIENER [4]. Podal on metode
rozwigzania rownania catkowego (1.2) przy nastgpujacych zaloZeniach:

1) procesy X(t) i Z(t) sa stacjonarne,

2) ich nadzieje matematyczne sa réwne zeru,

3) czas obserwacji ukladu dynamicznego 7 - c0.

Ogélniejszy przypadek rozwigzali ZADEH i RAGAZZINI [5] zakladajac nadzieje mate-
matyczne w postaci wielomianéw potggowych zmiennej ¢ oraz zakladajac skonczony
czas obserwacji 7.

SHINBROT [6] podatl do$é prosty sposob uzyskania rozwigzania réwnania (1.2) w pew-
nym szczegdlnym przypadlﬁu, mianowicie wtedy, kiedy funkcje K (t,, 1) 1 R..(t,3)
mozna przedstawi¢ w postaci skonczonych sum iloczynéw funkgji kazdej ze zmiennych
!y it,, tzn. kiedy prawdziwe sa réwnosci:

m

d

(13) Kt 1) = X o) pi(t), 1> 1,
el
. Hl1

(1.4) Re(ty, 13) = Z 2i(t) wit2), o2t
R Jj=1

gdzie @;(1), w;(¢) 1 x;(t) sa deterministycznymi funkcjami czasu, oraz kiedy ponadto
spefniony jest warunek

m

15 -2(pj(t')'%(IZ)_(pj(tz)"Pj(’x) = w(t;— 1),
=1

7
tzn. funkcje ¢;(¢) i ;(¢) sa takie, ze suma réznic stojaca po lewej stronie rownoéci (1.5)
Jest funkcja réznicy (£, —1,).
Poniewaz funkcja korelacyjna K, (¢,, f,) jest symetryczna, z réwnoéci (1.3) wynika, ze

m
™ '
(1.6) K (ty, 1) = _/_\_, @i(t2) wit), L <10
=1
Celowe jest rozpatrywanie probleméw z ograniczeniami (1.3), (1.4) i (1.5), poniewaz
szeroka klasa zadan z zakresu sterowania automatycznego speinia te warunki.

2. Wyznaczenie optymalncj funkcji przejscia dla ukladu calkujacego

W zagadnieniach praktycznych, przy badaniu dokladno$ci ukladéw dynamicznych,
najczedciej spotykamy sie z problemami ekstrapolacji, filtracji, rézniczkowania czy tez
ich kombinacji. W literaturze nie spotyka si¢ probleméw zwiazanych z przypadkami,
gdy operator N jest operatorem catkowania. Wiadomo, Ze jezeli na dowolny catkowalny
proces stochastyczny podziatamy operatorem catkowania, uzyskamy proces niestacjonarny.
W tym przypadku bedziemy wigc zawsze mie¢ do czynienia z problemem doboru opty-
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malnej funkcji przejécia w ujeciu niestacjonarnym. W praktyce, z takimi zagadnieniami,
gdzie operator N jest operatorem catkowania, spotykamy si¢ w przypadku Zyroskopu
catkujacego przyspieszenie liniowe obiektu, na ktérym jest on umieszczony [3].

Zyroskop taki spetia funkcje¢ przyrzadu mierzacego predkosci liniowe samolotéw czy
rakiet poprzez catkowanie ich przyspieszen. Ze wzgledu na losowy charakter sit dziataja-
cych na poruszajacy si¢ samolot czy rakietg, przyspieszenia tych ostatnich sa typowo
procesami stochastycznymi. Na podstawie badan eksperymentalnych [1] wiadomo, Ze sa
to procesy na ogot stacjonarne, ktdrych funkcje korelacyjne najczeéciej sa aproksymowane
funkcjami postaci:

a) Kx(tl > tZ) = o-fe—‘ﬂ'z—fﬂ’
b) K (ty, 1) = ae~*"2""1lcos f(1, —1,),
a
<) Ki(ty, 12) = o%e"““r“‘cosﬂ(tz—tl)+Fsmﬂlt2—t1|,

gdzie of, a, B pewne stale,

Dia wszystkich tych funkcji oraz catej szerokiej klasy innych, jak i dla operatora cat-
kowania spelnione beda warunki (1.3) i (1.4) dla funkcji korelacyjnych K. (¢,, 12), R.,(t,, 15),
jak 1 warunek (1.5).

Zajmiemy si¢ znalezieniem optymalnej funkcji przej$cia w przypadku ogdélnym, jednak
przy ograniczeniach (1.3) - (1.5).

Dla uproszczenia zapisu postuzymy si¢ symbolika rachunku wektorowego i zbiory
funkcji @;(¢), wi(¢) i x{(t), j=1,2,3,...,m oznaczymy odpowiednio jako wektory

m

(1), p(1) 1 7(1). W tym przypadku sumy postaci Z @; w; mozna traktowac¢ jako iloczyn
=t

skalarny wektoréw p i p. Wtedy (1.3), (1.4) i (1.5) mozna zapisa¢ w postaci:

@.h Ki(ty, ) = p(t) - p(t2), 1, 2 12,
2.2) Re(ti, 1) = (1)) 2(t2), 1, <12,
(2.3) @(10) p(t2) —p(t2) p(ty) = w(t, —13).
Przyjmujemy, Ze szukane rozwiazanie réwnania (1.2) mozna przedstawi¢ w postaci
(24) . U1, 1) = [I(0)-p(12)I(1—12),

gdzie /(1) i ¥(r) sa wektorami o wspéirzednych /,(2), L (1), ..., (1) T v(2), 72(1),
(1), ..., ym(2), a funkcja I(¢) jest funkcja skoku jednostkowego, tzn.

0, <0,

I, =20,

(2.5) I(1) = {

i zapewnia zerowanie si¢ funkcji /(¢ t,) dla ¢ < 1,, czyli realizowalno$¢ fizyczng uktadu.

Mozna tak okresli¢ wektory /(1) i y(t), ze wyrazenie (2.4) spetnia réwnanie (1.2).
W tym celu przepisujemy réwnanie (1.2) uwzgledniajac warunki (2.1), (2.2) i (1.6). Otrzy-
mamy

If '

(2.6) P70 = [ 1, )P0 - pldn+ [ 1, )IF() polds.
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Ostatnig calkg przedstawiamy jako réznicg dwoch calek w przedziatach od 0 do 7 i od 0
do ¢,. Wiec
1

QD B0 = [ 10 DFE)-Fdn+ [ 10, L)) B -
0 0

— [ 1 B pe)dr,.
0

Nastepnie przenosimy druga catk¢ z prawej strony na lewg i wyciagamy przed nawias
wspélny czynnik
l

@8) |7~ j 101, 1)- qo(zz)dzz]— 10, )P (1) -9 (1)~ 5 (1) - (1) dr

Wstawiajac (1.3) i (2.4) otrzymamy:

2.9) sz~ [0 -5 -pw)dn| = 1) [ ) wit,~n)drs.
0 0

Po obu stronach ostatniej réwnosci sa iloczyny funkcji zmiennej ¢, i funkcji zmiennej ¢.
Réwnanie to bgdzie spelnione jezeli poréwnamy te funkcje parami, tzn.:

iy

(2.10) p(t) = [ p(ewlt, - 0)dn,
0

2.11) K0+ [ W3- a(t)dn = 7(0).
0

Funkcja wektorowa (f;) podana wzorem (2.10) wyraza si¢ poprzez splot funkcji

() i w(t). Zakladamy istnienie transformat Laplace’a P(s), I(s) i W(s), funkcji w(2),

y(1) i w(¢); ponadto zakladamy, ze W(s) # 0. Stosujac przeksztalcenie Laplace’a do réw-
nania (2.10) otrzymamy

{f’(s) .

(2.12) i) = 76)

Réwnoéé ta, jako réwnoéé dwéch wektorow, bedzie spetniona wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiednie wspoltrzedne tych wektoréw bedg sobie réwne. W ten sposéb znajdziemy
transformaty Laplace’a wszystkich m wspétrzednych y;(r) wektora p(7) i stosujac od-
wrotne przeksztatcenie Laplace’a, okreslimy wszystkie nieznane funkcje yj(t),'j =1,2,3,

., m.

Aby obliczy¢ wspéirzedne wektora I(1), przepiszemy réwnanie (2.11) w postaci ukia-

du m skalarnych réwnan

Ds

(2'13) [ajl(t)+6jl]1j(t) = xi(’), i = 1)2’ ey m,

i

1

3 Mechanika teoretyczna
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gdzie

2.14) ~ ai(t) = [ vy gy,
0

a d;;, jak wiadomo, réwna jest zeru, gdy j # i, i jest réwna jednosci, gdy j = 1.

W przypadku gdy ukiad (2.9) jest ukltadem niesprzecznym, z (2.13) wyliczamy funkcje
L(1) i podstawiajac je do (2.4) otrzymamy funkcj¢ wagi optymalnego ukladu dynamicz-
nego okre§lonego réwnaniem catkowym (1.2).

Jezeli uklad (2.9) jest sprzeczny, oznacza to, ze funkcja /(t, ¢,) zostata zalozona nie-
wlasciwie. W tej sytuacji nalezy przyja¢ ja w innej postaci, mianowicie:

(2.15) 11, 1) = (1) 7 = 12)+ D) h(1) 00 ~1),
P
gdzie /(1) sa dowolnymi funkcjami wybranymi tak, aby wyrazenie /(¢) uczyni¢ mozli-

wie najprostszym; 0% (¢—t,) jest k-ta pochodng funkcji é-Diraca.
Jesli funkcja wagi jest postaci (2.15), to réwnanie (2.9) przyjmie postaé:

216 we|F(~ [ ) -FENg)d— X (1) [ 60(—~1)-Fle2)des) =
0 k 0

1y L5}

= [Ty wt=t)din+ D (1) [ 8% (t—)w (e, —t)dt,.
0 k 0

Ostatnia catka jest rdowna zeru, poniewaz ¢; < t. Natomiast druga catk¢ mozna tatwo
obliczy¢ korzystajac z wlasnosci funkeji d-Diraca. Zakladajac, ze @(¢) jest klasy C* otrzy-
mujemy

@.17) [ 00~ 1)@ dr, = P ().

Uwzgledniajac poczynione wyzej uwagi réwnanie (2.16) napiszemy w postaci

@18) B0~ [ U0 F@N - Fle)dia— D hl0)-g0(0)] =
0 k

= I(1) [ Pl w(t, ~t)dts.
0

Stad latwo widaé, ze réwnosci (2.10) i (2.11) przyjma odpowiednio postaé:

1

(2.19) P = [ 7wt —t)dn, w0,
0

(2.20) 0+ [ H0)-5E)1-w)de+ Y h(DF() = 2(0).
0 k
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Macierzowa forma uktadu réwnan (2.20) bedzie identyczna z (2.13), jezeli wektor
z elementami y;(r) zastapi¢ wektorem o wyrazach d;(¢), gdzie

@.21) () = 20— D h(DFL(1).
k

Dobierajac odpowiednio funkcje A4(¢), z ukiadu (2.20) obliczymy szukane funkcje
l;(1).

3. Przyklad

Jako przyklad znajdziemy optymalna funkcje przejécia uktadu dynamicznego, catku-
Jacego funkcje przypadkowa X(¢). Uktad jest obserwowany przez skonczony okres czasu
od 0 do T. Funkcja korelacyjna K,(7) jest okre§lona wzorem

3.1 K.(7) = a%e2, (X(1)> = 0.

W tym przypadku niestacjonarno$¢ zagadnienia, jak zostalo nadmienione w rozdz. 2,
jest zwigzana z operacjg catkowania. Szukana funkcja wagi jest okre§lona réwnaniem
(1.2), gdzie

{2
2 2

g 4
(3.2) R,u(tl , fz) — f o'ze““('l_e)df = _7e—all+7e—a(u—!z)’ t, <ty
K .

Widac stad, ze jezeli zalozymy: -
@ (1) =0, @a(t) = o=,
v () = 1, 9o (1) = oe*,
_ 9w _ O
x:(8) = ¢ x2(t) = ae s

to spemione sa warunki (1.3) i (1.4) dla m = 2. Mianowicie:
K,(t,,1,) = 0-1+oe ™t 0e™2, 1, 21,
3.3) 2
R..(t:, 1) = _ T 14 Lemtagent, 1 < 1y,
o o
réwnos¢ (1.5) za$ ma postaé

(34 ge . geMr—ge~ 2. ge™ = g2 — U] = w(r; —1,).
Stosujgc przeksztalcenie Laplace’a do funkeji v;(¢), j = 1,2 i w(t) otrzymamy

1 2002
Vo) =<, W)= W=

_s2.

3s
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Zgodnie z (2.12) transformaty Laplace’a funkcji »((#) i v,(¢) maja postaé

a?—s? . o+
CS ) = - 2
2002’ () 200

I'(s) =
Obliczajac oryginaly, otrzymamy:

o l
nn) = 262 200t

6D(1),

1 1
= —- —
pal0) = =5 80—~ 30(1),

gdzie t > 01 d(¢t) jest funkcja d-Diraca.
Aby obliczy¢ funkcje /,(¢) i /,(¢), nalezy rozwiaza¢ ukiad réwnan (2.13). W tym celu
obliczamy wspétezynniki a;(t), i, j = 1, 2, wedtug wzoru (2.14)

t
a ()= [0d, =0,
J

{
@y ()= [0dn =0,
s

[ -

1 1
—_—— — = &b —af, - —
f l 7o é(1,) o 6 (12)] ce 241, 1,

0-

I

a2 (1)

]
a;(t) = f[za : ‘(5(1)(’2)]03_a'2d’2 = —%6“".

o? 2002
&

Ukfad (2.13) ma postaé:

O.Ze—au

ll(t) = - o ’

3.5
l —at o —at
— 55¢ d() = PP
Fatwo zauwazy¢, Ze uklad réwnan (3.5) jest sprzeczny.
Zagadnienie to mozna rozwigzaé, jezeli zalozymy, Ze /,(t) = 0 i jezeli bgdziemy po-
szukiwaé funkcji przejécia w postaci (2.15).
Obliczamy d;(t), j =1, 2

— g2

—ab
e »

(1) =

d,(t) = %e‘“’—ho(t)ae‘“‘+/11(t)a<xe‘“‘—hz(t)aotle‘“‘+h3(t')cot3e‘“‘—
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Aby rozwiazanie uczynié¢ prostszym zalozymy, ze A,(¢t) = 0, k > 1. Wtedy ukfad

réwnar (2.20) przyjmie postaé:

2

g
| 1) = = e
I ——1——e‘°”-1 (1) = Te=at _p (t)ge ™
. 26 "1 o 0 .

Rozwigzujac ten ukiad réwnan znajdziemy

—al

2—e
ho(r) = =
i
O.Ze—al
11(’) = T ==
[+4

Wstawiajac obliczone niewiadome do (2.15) otrzymamy impulsowa funkcje przejicia

rozpatrywanego ukiadu

. e—ﬂr 1 2_ —at .
I, 1,) = T ‘[—;‘— 20“5(1)(’2)] + — 2'2— d(t—1,).

Minimalng wartos$¢ $rednig bledu kwadratowego mozna obliczy¢ wedhug wzoru

T

<€2(1)>mln = Kz(t, t)_ f l(ti tJ)sz(tl’ t)dtl'
: 0
Otrzymamy:
t
20'2 at 02 —2at
1P = Dot re 1] e f [ 8(11)

T

0.2

—2ae™8(1—1,)+ad(t—t )] (1 =) dty — (1 —e*)e™™ f [ — 6¢I(,) —

2a

‘-

N ,
~20e™8(t—1,)+ ad(t —t)]e " 1dt, = 72(_7(1'2— [dat+e *(9+e*T)—e 22+ at)—e~*T +2].
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Peswme

UCCIIENOBAHME TOUYHOCTH NHMHEUHOM MUHAMHYECKON CUCTEMbBI
B HECTAUMOHAPHOM CIJIYUAE

Lensio pabGoThl SBAAETCA ONpegesIeHHE ONTHMANIBHON BECOBOH (QYHKUMH ANA JMHAMMUECKOH Ci-
CTeMbl B HECTALMOHAPHOM CJIyYae, KOrfga aBToKoppenaunoHHast dyHxuns Ky(f), f,) curHana Ha BXofe
X (1) a raroxe KoppensunoHHasa GyHruuA Ry-(1y, f2) BXoaa X(f) n 3agaHHOro BbIXoAa Z(f) MMEIOT BUA

m
Kity, ) = D) @i(t)wi(ts), 4 = 1,
Jj=1

m

Ry:(ty, 12) = 2 LiIwit), 1y =1,
=1

rae @;(t), wy(t), x;(¢) nexoropble 3amannble pydrunu. IpearonaraeTcs, UTo BBLINOIHACTCA YCAOBHE

m
2 [t w;(t2) ~(t2)w;j(t2)] = w(ty—13).
j=1
Pewnien npuMep, B KOTOPOM HaiiieHa ONTHMaNbHAs BECOBasA QYHIUMSA THHAMIUECKOH CHCTEMBI, HHTErPH-
pylowiast ciryvaitnyio dyHrumo X (1) (Bua voppensunorHoit GyHiuun Ky (t) = ¢Ze—*(*), maTemaTHUeCKoe
OXKHAAHHE pPABHO HYJ/MO), KOLAAa BpeMsa HaAGMIONEHMA CHCTEMLI SIBJSETCH KOHEUHDLIM IPOMEXKYTKOM
te (0, T).

Summary

EXAMPLE OF INVESTIGATING THE ACCURACY OF A LINEAR DYNAMIC SYSTEM IN
A NONSTATIONARY CASE

In the present paper is discussed a method of calculating the optimal transfer impulse function for
dynamic system in a nonstationary case, if the signal’s autocorrelation function Ky(¢y, #2) at the input
X(¢) and the intecorrelation R,.(#y, f2) between the input X(¢) and the required output Z(r) have the
following special form

m
Kx(ty, ) = lej(’l)'l’j(’z), = 1,
j=t1

m

Rez(te, ) = D (i), 1 =1,
j=1

where @ (1), w;(¢) and x;(¢) stand for certain scalar functions. Moreover we presume the following con-
dition to be satisfied

2D (10w (1)~ 95 (1) 1)) = w (it~ 1).
J=1

An example is given of calculating the optimal transfer function for a dynamic system, which integrates
the stochastic function X(¢) (the autocorrelation function Ky(r) = o2e—2(® and its mathematical ex-
pectation are zero), in the case when the system is observed for a finite interval of time ¢ € (0, T).
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