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Laminarny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami
obrotowymi [l - 3] od dawna zwracal uwage ze wzgledu na mozliwosci szerokich zasto-
sowan praktycznych zaréwno w badaniach przeplywowych maszyn wirnikowych, jak
1 w teorii §lizgowych lozysk wzdluznych.

Ostatnio coraz wigksze zainteresowanie budza tego rodzaju przeplywy cieczy lepkiej
i przewodzacej, zachodzace w obecno$ci pola elektrycznego i magnetycznego.

W pracy [4] zbadano hydromagnetyczny przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy
drgajacymi skretnie tarczami. Podobne zagadnienie — przy zaloZeniu porowatoéci jednej
z tarcz — rozwazono w pracy [10]. W pracach [5-9, 11-13] rozwaZano ustalone prze-
plywy miedzy plaskimi tarczami stanowiacymi modele wzdhuznych lozysk $lizgowych.

Prace [14, 15] zawieraja opisy przepltywéw pelzajagcych (w przyblizeniu Reynoldsa)
cieczy lepkich w kanalach pier§cieniowych w obecnoéci silnych p6l magnetycznych.

Celem tej pracy jest podanie w postaci ogdlnej rozwigzania zlinearyzowanych réwnan
ruchu ustalonego lepkiej cieczy przewodzacej o stalej lepkosci i przewodnoéci w szczelinie
miedzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi o dowolnym ksztaicie, poddanej dzia-
faniu pola magnetycznego o stalym natezeniu. Zagadnienie rozwigzano zakladajac, ze ma-

gnetyczna liczba Reynoldsa jest mala, co pozwala pomina¢ indukowane pole magne-
tyczne.

1. Réwnania ruchu
Roéwnaniami ruchu ustalonego hydromagnetycznego przeplywu cieczy lepkiej sa
nastepujace [16, 17]:
réwnanie ciggtosci

)] V.o = 0;
réwnanie pgdu

(1.2) 0(@-VYo = —Vp+uVv+Jx B;
réwnania Maxwella

(1.3) VxXE =0,

(1.4) VxB = u,J,

(1.5) V-B=0

oraz prawo Ohma
(1.6) ' J = o(E+7T x B).
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Réwnan tych uzyjemy do zbadania przeplywu cieczy w waskiej szczelinie migdzy po-
wierzchniami obrotowymi o wspdlnej osi symetrii (rys. 1), z ktérych wewngtrzna wiruje
z predkosdcia katowa w,, a zewnetrzna — z predkodeia katowa w,. Dodatkowo zalozymy,
ze wektor pola magnetycznego E(0,0,Bo) jest prostopadly do linii symetrii szczeliny.

Wprowadzmy krzywoliniowy uklad wspdtrzednych x, 0, y, przy czym of x niech beg-
dzie skierowana wzdluz linii symetrii poludnikowego przekroju szczeliny, o y prostopadle
do linii symetrii szczeliny.

Rys. |

Dokonujac w réwnaniach ruchu (1.1) - (1.6) odpowiednich przejs¢ asymptotycznych
charakterystycznych dla przeplywéw w cienkich warstwach cieczy (h < R) zachodzacych
przy malych magnetycznych liczbach Reynoldsa [3, 4, 10] mozna sprowadzi¢ te réwnania
do uktadu

Lok |,

1.7 R ox + T =0,
R’ %) %,
(1.8) —97‘05 = - 6%+#<3)1—2_6337)x’
az'l)o
(1.9) 0= /L'ay—z—GBgvo,
op
1.1 - =
(1.10) - > =0,

gdzie primem oznaczono pochodna wzgledem zmiennej x. Réwnan tych uzyjemy do zba-
dania przeplywu cieczy w szczelinie.

2. Calki réwnan ruchu

Rozwigzania réwnan ruchu powinny spetnia¢ warunki brzegowe:
@.n vx(x, £h) =0,
2.2) vo(x, —h) = R(x)wy, vp(x, +h) = R(x)w,,
(2.3) v,(x, £h) = 0.
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Ponadto na wlocie i wylocie ze szczeliny powinny byé spelnione warunki brzegowe doty-
czace ciénienia:

(2.4) . p=p., dla x=x,,

(2.5) p=p, da x=x,

gdzie przez x,, oznaczono wspdirzedna wlotu na linii symetrii przekroju poludnikowego
szczeliny, a przez x, — wspoirzedna wylotu na tej linii.

Caikujgc réwnanie (1.9) wzgledem zmiennej y | wyznaczajac stale catkowania Z wa-
runkéw brzegowych (2.2), otrzymamy

. R chky shky
(2.6) TVp = 7[(“’1 +w2)m — (o, —wz)m] ,

tutaj oznaczono dla uproszczenia

.
@7 k_%V;.

Z réwnania (1.10) wynika, ze

(2.8) p=p).

Nastepnie catkujac réwnanie ciagloéci (1.7) w poprzek szczeliny i uwzgledniajac warunki
brzegowe dostaniemy

l a +h h
W&“f%@”v

—h

=0,

a stad wynika

+h
" c,
29) f dy = =L
29) J G R(x
~h
Podstawiajac warto$¢ sktadowej prédkos’ci v, ze wzoru (2.6) do réwnania (1.8) otrzy-
mamy po scatkowaniu i uwzglednieniu warunku brzegowego (2.1) oraz zaleznosci (2.8):

1 [chky dp RR | (0, +w,)* 2
@10) v = (chkh - )E“ 12vk2{ ok | k=D
2_ .2
— (sh2kh—1) Zﬁg] - 4(;”1112k;1°2) (chky—chkh)shky+

(wy—w)? [, , 2 chkl}
0 (chaky+1) - (chkh+ D) 2 1

Po uwzglednieniu (2.10) w (2.9) i po wykonaniu catkowania znajdziemy

[A(x)_Az](pw_Bw)— [A(x)_Aw](pz—Bz)
A.—A, ’

@.11) p = B+
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gdzie oznaczono

dx

A(x) = (hkh—kR)R A, = A(x,.), 4. = A(x),

_ 0 ' RR' (C()1+CU2)2 . _
@12 B = o J S kh{m[shzkh 6kh

sh2kh
B, = B(x.), B, = B(x,).

_ 2
—4(shkh—1)thkh]+ @1 =92) [sh2k/1+6k/1—4(ch2kh+l)thkh]}a’x,

Wprowadzajac (2.11) do (2.10) wyznaczymy

- 1 pw_Bw—(pz—'Bz) Chk}’
@13 o= uRk® (A, —A,)(thkh—kh) ehkr L)

_ _RR" (wrljl-(_o_z)z chky
120k2 |~ ch2kh chikh T

4(sh2kh— 1y thkh— (sh2kh — 6kh) ( chky )]

l h2ky—1 — (sh*kh—1) =2

4(thkh—kh) chkh —
4(('01 wz) ( 2) 2
Sk (chky—chkh)shky+ Tkh ch?ky+1—
s chky  4(ch*kh+1)thkh— (sh2kh+6kh) ( chky
(Ch*kh+1)-n + ~A(thkh—Kkh) cnki !

Sktadowa predkosci v, wyznaczymy podstawiajac (2.13) do (1.7) i catkujac otrzymane
wyraZenie wzgledem zmiennej y:

_ 1 0 L' p,~B,—(p.—B;) (shky
(2.14) v, = "R‘Eiyks (A,—A)(thkh—kh) \ chkh —ky) -

R2R | (w;+w,)? R shky
- 12vk3( Achikh sh2ky—6ky —4(sh*kh—1)——=- hir
4(sh2kh—1)thkh (sh2kh—6kh) (shky
thkh—kh chkh
2(w}—w?) ., (i—w)? | |
g shky 4(ch2kh+1)thkh—(sh2kh+6k/1)(shky 3
Aleh®eh+ 1) o thich—kh cnkh ~

Réwnania (2.6), (2.11), (2.13) oraz (2.14) pozwalajg okre§li¢ sktadowe predkoéci
i rozklad ci$nienia w przewodzacej cieczy lepkiej przeptywajacej w szczelinie migdzy wiru-
jacymi powierzchniami obrotowymi w obecno$ci pola magnetycznego prostopadiego do
linii symetrii przekroju szczeliny.


file:///ctikh
file:///chkh
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3. Dyskusja otrzymanych wynikéw
Aby przeprowadzi¢ analiz¢ otrzymanych wynikéw zalozymy dla uproszczenia, ze wi-
ruje tylko powierzchnia wewnetrzna, co wyrazi sie zaleznosciami
3.1 w; =w#0, w,=0.

Wprowadzajac bezwymiarowg wspotrzedna » w kierunku prostopadiym do osi symetrii
szczeliny oraz oznaczajac

(3.2) y = /y_1 H = kh,

mozna wzory (2.6) ,(2.13) oraz (2.14) okreSlajace rozklad predkosci w szczelinie przedsta-
wi¢ w postaci

(3.3 vy = Dy fi(H; 7)),
(34 vy = Dy fLUH; )+ D f3(H; ),
(3.5) vy = Dy fu(H; )+ Dsfs(H; n)+ Dsfs(H; 1),
gdzie dla uproszczenia oznaczono
' . chHy shHy
(3.6) Si(H; ) = chH ~ shH
2 ch Hy
(§~7) S2(Hsm) = ( VR —1),
1 , ch Hy
. Hn—1—(sh? a
(3.8)  fa(H;m) = {hz [h n—1=-Gh*H-1)——p
4(sh?H = 1)th H—sh2H + 6H chry N\
4tthH—H) chH
4 l R R ch Hy
I (chHn—chH)shHy+ — SiH [ch Hn+1—(ch H+I)——hH—+
4(ch’H+1)thH—~sh2H—6H (chHy |
" 4(thH—H) chH ’
hH
(B9  fu(H;n) = { th[shzﬁn—éHn—qshZH—1)S—hHi+
4(sh*H—1)thH—sh2H+6H ( shHy )
+ thH—H (chH —Hn)| -
2 1 hH
— g ChHy—chHY + [sh2Hn+6Hn—4(ch2H+l) Schlj
L A H A DthH—sh2H—G6H (shHn _ }
thH—H cha

6
(3.10) Ss(H;n) = F(Hsth——HnshH),
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1 ch2H 6H+4Hsh*H—3sh2H
(th H— H)sh?2H

(311 Sfe(H;m) = HE T 7 A sh Hsh Hy+

| OSh*Hth H=2Hth* H—4HshH (shHy
thH—H che T

ch2HchHny—chH shH
sheypr (ChHn—chH) =5 sy

[shZHr] -

shHy  4(sh2H—1)th H—sh2H+6H [ sh i
—6Hy— AP H—1) "o+ e t)hH—H“__ ( A

: chH ) sh Hn

N 4(ch*H+1)thH~sh2H—6H { sh Hy _H
- thH—H chm [

Tutaj D; oznaczaja wspotczynniki zalezne od lokalnego potozenia przekroju poprzecznego
szczeliny.
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Rys. 2

z analizy otrzymanych wzoréw wynika, ze przeplyw w szczelinie jest wywolany przez
dwa czynniki: ruch wirowy powierzchni ograniczajacych szczeling (w analizowanym przy-
padku przez ruch wirowy powierzchni wewnetrznej) oraz przez réznicg cinien miedzy
wlotem i wylotem szczeliny.

Wzér charakteryzujacy sktadowa obwodowsa predkosci vy pozwala stwierdzié, ze profil
tej predkosci dla ustalonego potozZenia przekroju szczeliny (funkcja fi(H; 1) na rys. 2)
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zmienia si¢ od prostoliniowego dla H = 0 do krzywoliniowego dla H > 0, charakterystycz-
nego dla hydromagnetycznego przeptywu Couette’a migdzy dwiema plaszczyznami, umiesz-
czonymi w prostopadlym polu magnetycznym, z ktérych jedna jest nieruchoma, a druga
posiada lokalna predko$é réwna wR(x).

Z postaci wzordw opisujacych sktadowa wzdtuzna predkosci v, wynika, Zze gldwng
jej czebcig jest profil hydromagnetycznego plaskiego przeplywu Poiseuille’a (funkcja
S2(H;n) na rys. 3) uwarunkowany istnieniem wspomnianej uprzednio réznicy ciéniei
i ruchem wirowym powierzchni wewngtrznej.

T T e ] 114 . (1)
TSN =
I~ Vi |88 %.\’.‘ H=0,1 ]
2 e |
_ &7 - 06 4,\/'\‘\\

7/ 0N
W4 1% N
- -192 .

| | [ N

-0 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 7

Rys. 3
T T T fé T f f I
n 0,30 5 .
Q\//Q/\)‘/ég,s AN
L 020- A5 >\ -
/’Y\' ) \.
B 0,10 \. Y
-0 -08 06 -4 <02 A | | |
I I T g/ 02 04 06 08 p
Y, —-g10 .
K4y/4
Y / /7 -0 =
\ o/

~- / —{-0,30 . .

N/

~ —-~0,40 .

Rys. 4

Na glowna czg§¢ sktadowej wzdtuznej predkosci naklada si¢ przeptyw wtdrny, wy-
wolany ssacym dzialaniem wirujgcej powierzchni wewnetrznej. Powierzchnia wewngtrzna
zasysa w swoim sgsiedztwie ciecz wywolujac jej ruch wzdluzny od$rodkowy. Ruch ten
musi by¢ réwnowazony ruchem wzdiuznym do$rodkowym przy powierzchni zewngtrznej
i ruchem poprzecznym okre§lonym skladowa v, predkoéci. Przeptyw wtérny opisany jest
funkcjami f3(H; n) + fs(H; n) pokazanymi na rys. 4 7.
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Z przytoczonych wykreséw funkcji /; wynika, ze wzrost nat¢zenia pola magnetycznego,
wyraZajacy si¢ wzrostem wartosci H, wywiera hamujacy wplyw na wartosci predkosc.
Rozklad cisnient wzdluz iworzacej powierzchni symetrii daje si¢ przedstawi¢ w postaci
sumy dwéch skladowych: pierwszej — wywolanej ssagcym dzialaniem wirujacej powierzchni

i drugiej — bedacej skutkiem istnienia przeptywu wzdtuznego.
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Pesome

THIPOMATHUTHOE TEUEHME BA3KOU JXVMIOKOCTU B 3A30PE MEXIY
BPAILAIOIIMMHCS ITOBEPXHOCTAMI BPALIEHWA

B paGote BhIBEnEeHBI GOPMYIILI, ONPEAEIIAIOLINE COCTABNAIONIME CIKOPOCTH Uy, Uy, Uy ¥ JABJICHHE p

U1 TAMMHAPHOT'O CTAMOHAPHOIO rHAPOMArHUTHOIO TEUEHHMA BA3KOH npoaonﬂmeﬁ ANOKOCTH B 3a30pe€

Me

N(AY BPALIAIONIUMUACA [MOBEPXHOCTAMH BpallleHHUsA. HpHMCHCHbI JINHEAPHU3OBaHHbIC YPABHEHHA [OBH-

YCEHUA BA3KOH >MAKOCTH OISk OCECHMMECTPUYHOIO TEUEHHA B CHCTEME KpHBOJU{HCﬂHle KOOpAMHAT

X,

Uy

0, y.
Pewrennsa ypapHEHMI ABIYKEHHA NPOMINIIOCTPUPOBAHbI IpachHKaMH COCTARJISIOLUHMX CKOPOCTH ¥y, Up,
IJIA TedYeHMs B 3a30pe IMEPEMEHHON TONLIHUHbLI.
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Summary

HYDROMAGNETIC FLOW OF VISCOUS FLUID BETWEEN ROTATING SURFACES OF
REVOLUTION

This paper contains formulac which definc such parameters of the steady laminar hydromagnetic flow
of viscous conducting fluid between rotating surfaces of revolution as the velocity components vy, vy, v,
and pressurc p.

The lincarized equations of motion of the viscous fluid flow for axial symmetry in the intrinsic curvi-
linear orthogonal coordinate system x, 0, y are used.

The solutions of the cquations of motion have been illustrated by plots of velocities vy, vy, vy for
the flow through the slot of variable thickness.

AKADEMIA TECHNICZNO-ROLNICZA
BYDGOSZCZ

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 5 grudnia 1975 r.



