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Tematem pracy jest zagadnienie statecznosci powloki osiowo-symetrycznej o ksztalcie
zblizonym do walca, poddanej dziataniu ci$nienia zewngtrznego 1 jednoczeénie $ciskanej
osiowo. W niniejszej pracy zbadano, jaki jest wplyw zakrzywienia poludnika powiloki
na stateczno$¢ takiej powloki przy obciaZeniu ztozonym. :

Zagadnienie statecznosci powloki o ksztalcie zblizonym do walca rozpatrywane bylo
w przypadku obcigzen niezaleznych w pracach [1] 1 [2]. JednakZe brak dotychczas rozwig-
zania postawionego zadania w przypadku, gdy oba obciazenia dzialaja jednoczesnie.
Zadanie rozwiazano opierajac si¢ na rownaniach udoskonalonej technicznej teorii powtok
[3]. Rozpatrywane powloki przedstawiono na rys. 1. Ich ksztalt zostal scharakteryzowany
przez wspolczynnik 4 = R,/R,, gdzie R, i R, sa gidwnymi promieniami krzywizny, R
jest promieniem krzywizny potudnika. PoniewaZ R, <€ R,, A jest wielkoécig mala, ktéra
powinna sie zawiera¢ w przedziale —0,1 < 2 < 0,1. Przyjeto dalej, Ze rozpatrywane
powloki sg izotropowe i1 majg stala grubo$¢ oraz Ze ich promienie krzywizny sg stale
1 réwne swym $rednim wartoéciom. Gdy promien R; uznamy za staly, $redni promien
krzywizny R, powloki przedstawionej na rys. 1, obliczany jako $rednia arytmetyczna
Z promieni w przekroju 4 i B, wynosi
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gdzie @ = L/2R, jest parametrem charakteryzujacym dlugos¢ powtoki.
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Zwiazana z zakrzywieniem potudnika strzatka tuku s nie powinna by¢ wieksza niZ
1/5R,, co daje warunek

L 2s 2R, 10
2 =2 o Y i
&) R, Rzl/sl/ll 1]

Dla |2] = 0,1 otrzymujemy L/R, € ~4,0dla 2 =0, L » . Z zalezno$ci geometrycz-
nych wynika réwniez, ze

5 [—y1—u? 1
3 = h =
) R, A S5

wtedy u? < 0,44, a wige pu? jest wielkoscia mala w stosunku do jednosci. Biorac powyisze
pod uwage mozemy zalezno$é¢ (1) uprosci¢ i otrzymamy dla Sredniego promienia krzy-
wizny i [4] <€ | nastepujacy wzor przyblizony

. 140,2522u*
@) . ‘ R, = R,- j*_‘o‘,‘srlﬂz ,
gdzie g = puA = L/2R,, 1 = R,/R,.

ZaloZenie, ze wspdlczynnik A jest wielkoscia mala, bliska zeru, pozwala przyjaé, ze
ksztatt badanych powlok nie rézni si¢ znacznie od ksztaltu walcowego. Dzigki temu w dal-
szej czg$cl pracy mozna uznad, Ze wspolczynniki pierwszej formy kwadratowej powierzchni
$rodkowej powloki sa state i réwne jednosci.

Zastosowane réwnania udoskonalonej technicznej teorii powlok maja postaé ([3]):

1

[\2
D(A—i— & + R%) w—Ad = L(w, D)+ P,

)

1 1 2 1
— A+ —— Aw = ——
Th ( + Rsz) D+Aw 3 L(w, w),

gdzie E — oznacza modul sprezystosci, # — grubos¢ powtoki, Ry, R, — gléwne promie-
nie krzywizny powierzchni §rodkowej, w — ugiecie powloki, @ — funkcj¢ naprgzen.
Sity blonowe wyrazone sa przez nastepujace zwiazki

0?Q 1 f
Ni = W + R, Q.dx,
0P 1
©) Ny =753+ Enyd)’,
0’0
Mo = e = =55
0? 0*
A= e + 27 (operator Laplace’a),
1 & 1 & 1 1 1 )
7 Ay=— 0 Lo L),
0 TR TR 7 T RR, (R1 R
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Gdy badamy stan réwnowagi powfoki w momencie utraty statecznosci, mozemy uznad,
Ze jej ugiecia sa w tym momencie jeszcze bardzo male, a wigc L(w, w) = 0. Wtedy jako
funkcje napr¢zen wystgpujaca w operatorze L(w, @) mozemy przyja¢ funkcje naprezen
dla stanu podstawowego, to jest stanu przed wyboczeniem si¢ powloki. Wowczas uklad
rownan (5) staje si¢ liniowy i moze by¢ sprowadzony do jednego réwnania

1 \? 1 1\*  En
I I

=“(A+m

2
D ) [”x,vax+xnyJ'y+2xXYNXy+PZ]’

gdzie »;; sa zmianami krzywizn, N;; silami blonowymi w powloce przed wyboczeniem.

Przyjmujemy, Ze brzegi powloki sa swobodne. Na powloke¢ dziala z zewnatrz stale
ci$nienie normalne p oraz obciazenie $ciskajace osiowo przylozone do brzegu, o natgze-
niu gq.

Sile blonowa N,, tatwo okre$limy z rdownania réwnowagi czesci powloki odcietej
plaszczyzna prostopadia do osi. Otrzymamy

2

(9) vi = '—q‘R'izﬁ —p 1;2'(] - 1:; ),
gdzie promienie R,, R,, r okre$lone sa na rys. 1. Promiefi R, i r jest zmienny i zalezy od
kata @. Gdy wspotczynnik 1 jest wielkoscig bliska zeru —0,1 < 4 < 0,1, promienie te
zmieniajg si¢ nieznacznie. Zakladajac, ze w przybliZzeniu sg one state i réwne swym $§rednim
warto§ciom w obszarze powloki, otrzymamy

| R
10 Nox = —ql1— — Au2| —p =2 2u?,
(10) q( 5 A ) P A
gdzie u jest parametrem odniesionym do promienia R, i charakteryzujacym diugo$é
powloki: u = L/2R,.
Jezeli w dalszej czgsci pracy bedziemy stosowaé oznaczenie R, = R wprowadzimy
wspolczynnik charakteryzujacy sposéb obcigzenia powloki i jej diugo$é

1 1
1 — —Au — Au?
(11) ¢ = pR<l 3 ) + At
wtedy N,, = —{pR. Wykorzystujac réwnanie rzutéw sit na kierunek normalny == 4+
1
+ Ny _ —p otrzymamy
R,
(12) N,, = pR(—1+10).

Okres$limy teraz réwnowage powloki przy obciazeniu krytycznym. Zatézmy, ze ungCle
powtoki okreslone jest funkcja
X . nmy
LR
gdzie m jest liczba pétfal w kierunku potudnikowym, # liczba poéifal w kierunku obwodo-
wym. -

w = fsin
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Po podstawieniu do réwnania (8) i wprowadzeniu oznaczen

~ _ pR(I1—?) _ maR R
P=—pf— =7 "~
otrzymujemy
(13) §— (A (1=22)[r? + A= 224 A
ORI iy DU Sy LY Y £ [l PR ) § po iy G ey By g L

Obcigzenie p jest funkcja dyskretnych wartoéci parametréw m i n. Najmniejsza warto§¢ p
0znaczono przez p, 1 przedstawiono na rys. 2, 314 dlay = 0,3 i k = 1075 i réznych wiel-
kosci parametréow A i .

Rysunek 2 przedstawia wykres dla { =0 i dla A = —0,1; 01 0,1. Dotyczy wigc po-
wiloki obciazonej tylko ci$nieniem zewngtrznym p.

Poniewaz krzywa girlandowa zawsze maleje wraz ze wzrostem L/mR, liczba potfal m
w kierunku tworzacej, odpowiadajgca najmniejszej warto§ci obcigzenia krytycznego py,
jest zawsze réwna jednoéci. ObcigZenie krytyczne zmniejsza sie wraz z L/R, osiagajac
przy n = 2 najmniejsza warto$é p, = 3k. Okazuje si¢, Ze powloka o dodatniej krzywiznie
(4 = 0,1) ma wyzsze obciazenie krytyczne niz powloka walcowa, za§ powloka o ujemnej
krzywiznie (A = —0,1) znacznie nizsze (szczegdlnie przy malych ). Dotyczy to przede
wszystkim powlok o wigkszej dlugos$ci L/mR > 1.
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Rysunek 3 przedstawia wykres p w zaleznosci od L/mR dla ¢ = 0,5 i trzech wielkosci
A= —=0,1; 0; 0,1. Przypadek { = 0,5 odpowiada w przyblizeniu przypadkowi zamknig-
tego naczynia poddanego dziafaniu ci$nienia zewngtrznego. Krzywe nie odbiegaja znacz-
nie od wykresow dla przypadku { = 0. A wigc obcigZenie osiowe o nateZeniu ¢ = 0,5 pR
ma niewielki wplyw na cisnienie krytyczne p,. W przypadku powloki walcowej wplyw takie-
go ci$nienie osiowego jest znikomy. Dla powlok o dodatniej krzywiznie i 4 = 0,1 obserwu-
jemy nieco wigksze niz poprzednio obciazenie krytyczne. Dla powlok o ujemnej krzy-
wiznie A = —0,1 obcigZenie krytyczne jest mniejsze. Zwiazane jest to z faktem, Ze obcig-
zenie osiowe wywoluje w powloce o podwdjnej krzywiZnie naprezenia obwodowe, ktdre
w powloce o dodatniej krzywiZnie sa naprezeniami rozciagajacymi, a dla 2 < 0 staja si¢
$ciskajacymi.

Rysunek 4 przedstawia zaleznos¢ p od L/mR przy znacznym $ciskaniu osiowym
(¢ = 10) dla czterech warto$ci wspotczynnika 4 = —0,1; 0,0; 0,05 i 0,1.

Dla diugich powlok cylindrycznych (4 = 0) wplyw ten jest znikomy. Dla krétszych
obserwujemy jednak pewne obniZenie obciazen krytycznych. Krzywa girlandowa maleje,
a wigc zawsze m = |. Krzywa ta zmienifa jednak swdj charakter, ma punkt przegigcia.
Duze zmiany obserwujemy w przypadku 4 # 0. Z rys. 4 wynika, Ze powloki o dodatniej
krzywiznie wykazuja duZzo wigksza odporno$¢ na wyboczenie niz powloki o ujemnej
krzywiznie. Dla A = 0,1 zmienia si¢ sposéb wyboczenia powloki, liczba pétfal m jest na
ogol wigksza od jednosci. Dla 4 = —0,1 mamy m = 1.

W celu dokladniejszego zbadania wplywu krzywizny poludnika na obcigzenie kry-
tyczne p, wykonano, na podstawie wzoru (13), wykresy (rys. 5, 6, 7) p, = f(4) dla trzech
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dlugosci powloki L/R = 1; 2; 4 i dla dwu wartosci parametru { = 0 i 10 przy » = 0,3
ik =n?/12 R?* = 10~%. Obserwujemy, ze dla powlok krétszych (L/R =11 2) i przy-
padku ¢ = 0 obciazenie krytyczne w badanym zakresie ro$nie wraz ze wspotczynnikiem 2.
Liczba fal obwodowych zwieksza sie, a m pozostaje stale i réwne jest jednosci. Obciazenie
$ciskajace o natezeniu { = 10, dzialajac na krotsze powtoki L/R = 1 i 2 powoduje obnize-
nie obcigzenia krytycznego p, dla kazdego 2. Interesujace jest, Ze dla { = 101 gdy 2 > 0,05,
zalezno$¢ p, = f(2) zmienia gwalttownie swoj charakter. Powyzej 12 = 0,05 ci$nienie kry-
tyczne staje si¢ praktycznie niezalezne od wypuklosci potudnika. Liczba pétfal w tym za-
kresie ros$nie gdy # si¢ zmiejsza. Dla powloki diuZszej L/R = 4 istnieje taki przedzial
wartoéci A, w ktdrym obcigZzenie osiowe ({ = 10) zwigksza odporno$¢ na wyboczenie
pod wplywem ci$nienia p.

Aby przeanalizowa¢ wspodlzalezno$é obcigzen krytycznych, to jest cisnienia osiowego
i normalnego, wykre$lono krzywe we wspolrzegdnych ¢ i p. W tym celu sprowadzono
wzor (13) do postaci
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(14) ;;{nz— 1+ —;—W [r2—An? 4+ A(1 —A)]}+21(1 - %/1;42) [P2— A2+ A(1=2)] =

[r2+n*+ A1+ D))
- [r24nt=2]2 ’

= k(P Hn?—1— 224 (1 —2)

e n= PRy o= 9oy
gdzxep—Eh(l 3); g = /1(1 v2).

Roéwnanie (14) okresla we wspétrzednych § i p, dla kazdej pary liczb m i n, linig prosta.
Obszar statecznosci jest zawarty w najmniejszym z mozliwych wielobokéw sktadajacych
sie z odcinkéw linii prostych odpowiadajacych réznym m i n. Na rys. 8, 9, 10 przedstawio-
no takie linie dla k = 10~3; L/R = 1, 2, 4; A = —0,1; 0; 0,1. Obserwujemy, Ze obszary
stateczno$ci zmniejszaja sig¢ ze wzrostem diugosci powlok. Wzrastaja w miarg zwigkszania
si¢ wypuklosci poludnika. Dla przypadkéw 4 = 0i 2 = —0,1 wzrost natezenia g $ciska-
nia osiowego powoduje spadek obciaZenia krytycznego p i odwrotnie. W przypadku
/. = 0,1 obserwujemy zachowania przeciwne. Powyzsze efekty zwigzane sa pojawieniem
si¢ w powloce o dodatniej krzywiznie naprezen rozciggajacych wywotanych $ciskaniem
osiowym.

8 T T 1 1 T
—h% - _ L _
/5—-/( R w? v=03 =7
/ ¥
—~—{1n)(;
14 (19) 2201 ] :
~113)
bt : AN
S _
,\\
= &
S
Al
S s -
NCY \ =0
RN
5N
4 A=-Q1
I (54)
2 &
2 % -7
s
l_/
0 7 2 7 4 5 6 7

10°G=10°g(1-v%)/ &,

Rys. 8



16 PR ] ]
— =1 = -5 = L=
K=oz =10 y=03 L=2
74 -
12
S el e PRV
~
2 _
&6 (13) —
R
2
S 6
&z
Ijé//é‘ T
/ -
p 2-0
3
>
2 J)’/@ ™~ . (112)
A=07 ﬁ"—’)
N\ -~

0 1 Z 7 7 5 6 7
1035=10%(1-1%)/ £
Rys. 9
76 T T 21 T ] [ T T
=N s - L _
—#= gz =V V=97 77
74 T ‘
EEEEE N
” | | =
| I A
- A O ,
§ | L 17-0s
o0 ' = = 2
a )‘(1,6)[
& - @13)
vg 8 //
h P
@ l
Q6
q -
2\ ‘,ﬂ . (22,2)__
D /W;O =,
() (13) LT =) (25)
A=-01 \ | I e
0 1 5 6 7

2 3 4
0°§ 10%(1 v2)/E,
Rys. 10

[543}



544 A S. LUKASIEWICZ, A. WAWRZYNIAK

Wyzej opisane wyniki otrzymano w oparciu o réwnania (5) udoskonalonej teorii
technicznej [3]. Mozna si¢ tatwo przekonaé, ze odbiegaja one od wynikéw uzyskiwanych
na podstawie teorii DONNELLA-WrAsOWA jedynie dla powlok diuzszych i dla nizszych
wielkosci m i n.

Opierajac si¢ na réwnaniach DONNELLA-WELASOWA otrzymaliby§émy wyraZenie

(r*+n??
FEic=yra)

(r2+ An2y?

(15) b=tk 2+ I L= )]

+(1-9?)

W przypadku powtok dlugich L — oo i obcigzonych tylko cisnieniem p ze wzoru (13)
otrzymujemy p; = 3k, gdy z wzoru (15) mamy p, = 4k, co daje blad 33%.
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- W zakoriczeniu pracy chcieliby§my podkresdli¢, ze przedstawione tu postepowanie jest
jedynie przyblizone. Zaltozenie o stalosci sil blonowych w powloce jest speinione w przy-
blizeniu jedynie dla matych wartosci parametru 1. Dla wigkszych A oraz wigkszych dtu-
gosci powtok moze prowadzi¢ do duzych bleddw. Jednak wydaje sig, Ze przedstawione tu
rozwigzanie, dzigki swej prostocie, dostarcza duzo informacji o zachowaniu si¢ badanych
powlok o ksztalcie malo odbiegajacych od walca.

rex—rox



STATECZNOSC POWLOK OBROTOWYCH 545

Literatura cytowana w tekscie

1. P. A. CoopER, Buckling of nearly cylindrical shells under lateral pressure, A1IAA, Journ., 10 (1973).

2. S. Lukasiewicz, W. Szyszkowskl, On the stability and the postbuckling equilibrium of shells of revolu-
tion, ZAMM, 51 (1971) 63 - 639.

3. S. Lukasiewicz, Uzupelnienie réwnan technicznej teorii powlok, Rozpr. Inzyn., 11 (1963).

Peszwonme

YCTONYMBOCTH OBOJIOYEK BPAIWIEHMS IMPY MAJION KPUBU3HE
MEPUIHAHA U KOMBUHUPOBAHHOI HAI'PY3KE

B paGote pelueHa 3agaua of yCTOHUMBOCTH 000JI0UeK BpalLEHHUs NPH MaJjod KPHBH3HE MEPHIHAHA
MO BHEUIHEeH NMONepeyHOH HAarpysKol B COUETAaHMM C OCEBBIM C)KaTHeM. Pe3yNbTaTbl PacueTOB Npefx-
crapiens! Ha rpacdurax. OnpemesieHO RAHAHME KPHBH3HLI MEPHAMAHA W B3aHMO3aBHCHMOCTH KPHTH-
UECKHX Harpys3ox.

‘

Summary

STABILITY OF SHELLS OF REVOLUTION WITH A SLIGHTLY CURVED GENERATOR
UNDER COMPLEX LOAD :

The stability of nearly cylindrical shells of revolution under action of axial load and external pressure
is considered. The effects of the curvature of the generator and influence of simultaneous action of the
both loads is examined in particular. The results are presented in numerous diagrams.
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