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Tematém pracy jest analiza zachowania si¢ po utracie stateczno$ci powloki o ksztalcie
zblizonym do walca kotowego, poddanej dzialaniu ci$nienia zewngtrznego i jednoczeénie
$ciskanej osiowo. Zbadano, jaki jest wplyw zakrzywienia poludnika powloki na jej prace
po utracie statecznos$ci przy obcigZeniu ztozonym. Przypadki, gdy podobne powloki
obciazone byly niezaleZnie przez ciénienie zewngtrzne, czy tez obcigZenie osiowe, byly
juz analizowane w [, 2]. Jednakze brak dotychczas rozwigzania, gdy obcigZenia dzialajg
jednoczeénie. Obciazenia krytyczne rozpatrywanych konstrukcji okre$lono w poprzedniej
pracy [3]. Przyblizone rozwiazanie postawionego zadania mozna uzyskaé¢ metoda RiTza.
W tym przypadku sprowadza si¢ ona do zaloZenia funkcji ugigcia wyboczonej powloki,
okreslenia funkcji naprezen z réwnania ciaglosci odksztatcen oraz wykorzystania zasady
minimum energii potencjalnej do okreslenia zaleznosci pomigdzy obcigzeniem a parame-
trami funkcji ugigcia. Funkcj¢ ugigcia przyjgto w postaci

mrrx
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(1 w = fysin- +fo.

mly_‘z,\ sin% +f,sin?
Funkcja ta, zawierajac pig¢ swobodnych parametréw fo, fy, f2, m, n, odpowiada powloce
o brzegach swobodnie podpartych i dobrze oddaje ksztalt wygigtej powloki walcowej po
wyboczeniu. PoniewaZ zaleéno, Ze rozpatrywane powloki malo rdznia sie od walca
kotowego, wspdlczynnik 4 = R,/R, okredlajacy ksztalt badanych powlok jest wielko$cia
mala, bliska zeru —0,01 < 4 <0,1. Ry, R, oznaczaja gléwnie promienie krzywizny
powierzchni §rodkowej powtoki. Przyjeto, Ze promienie te sa state oraz ze wspéiczynniki
pierwszej formy kwadratowej dla rozpatrywanych powlok sg réwniez stale. Sposdb okresle-
nia $redniego promienia R, podano w pracy [3].

Roéwnanie ciggto$ci odksztalcen powloki moze byé zapisane w nastgpujacy sposéb
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Po podstawieniu zatoZzonego ugi¢cia (1) do réwnania (2) i rozwiazaniu go znaleziono
nastgpujace wyraZenie dla funkcji @:
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We wzorze (3) uZyto oznaczen:

[2r] = [(2r)* = 241%; [20] = [@n)*—12)?,
@ lar, bn] = [(ar)*+(bn)?—

= pLR(l —0,54u?)+0,544>,  gdzie u = L/2R, [3].

Przemieszczenie obwodowe powinno speinia¢ warunek okresowoéci. Wymaga to by
caltka
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byla réwna zeru.
Warunek ten moze byé spetniony tylko jako usredniony na dlugosci L,
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Po podstawieniu poprzednio obliczonych wielkosci otrzymano po scatkowaniu

fo PR f%"z _L
R 8R? 2R

Petna energia potencjalna 5 ugigtej powloki

3 = U1+U2+W

Q) T L@+l +

sklada si¢ z energii deformacji powierzchrii $rodkowej U,, energii zginania U, oraz pracy
obciazenia zewnetrznego W. Praca obciazenia zewnqtrznego skiada si¢ z pracy ciénienia p
1 obciaZenia ¢

L 27R

®) Wi =—p [ [ wdxdy = —prLQ@fo+f2).
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Po wyeliminowaniu parametru f, otrzymano

2 R2 fZ 2
©) W, = —p=n RL: i [ (A +»)+ —472—]}
Praca obciazenia osiowego g wynosi
27R
(10) W, = —qf (—ugcosa+2wysina)dy,
0

gdzie u,, wy oznaczaja przemieszczenie brzegdw powloki, o — kat, jaki tworzy styczna
do potudnika w punktach x = D, L z osig powloki.
Na podstawie (1), wo = fo. Wielko$¢ u, okreslono ze wzoru
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Poniewaz kat « jest maly mozna przyja¢:cosa ~ 1, sin « ~ o = L/2R, = AL/2R. Po pod-
stawieniu do wzoru (10) otrzymano

(12) W, = —2n(CpR)LR{ [EA+vA)—»]+ %R; + {&;2 -2 sz }

Calkowita praca obcigZenia zewngtrznego wynosi
W= W, +W,.
Energia deformacji powierzchni Srodkowej okre§lona jest przez

2nR L

(13) U, = *ZE_ f[A(D)Z (I+»)L(D, D))dxdy.

Wykorzystujgc wyrazenie (3) dla funkcji naprezen @ otrzymano po scaltkowaniu
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Energie zginania obliczono z wzoru
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Po podstawieniu wyrazenia (1) dla funkcji ugigcia otrzymano po scaltkowaniu

U — T 2N\2
(16) 2 4R3 [f( +n?)?+87r4.

Roéwnowage powloki w obszarze zakrytycznym okreslono wykorzystujac zasade
minimum calkowitej energii potencjalnej. Zasada ta wymaga by pochodne energii 3
wzgledem parametréw [, f>, m, n byly réwne zeru.

W pierwszym przybliZzeniu ograniczono si¢ do warunkow

02 03
17 —=0; —=0.
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Po wprowadzeniu nowych oznaczen
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otrzymano, na podstawie warunkow (17),
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Z pierwszego réownania ukladu (19) mozna wyeliminowaé &2, wykorzystujac drugie
réwnanie, otrzymuje si¢ wtedy zalezno$¢ p = f(£,), ktéra moze byé¢ latwo przedstawiona
na wykresie.

Okre$lmy jeszcze zwigzek ledZ)’ obcigzeniem p a $rednim ugieciem powloki w stanach
réwnowagi w obszarze zakrytycznym. Srednie ugi¢cie okreslone jest wzorem

2nR L

(20) We = 27RL f f wdxdy,
0 0

co daje, po podstawieniu ugigcia (1) i scatkowaniu, wielko$¢

ér =fo+0»5f2-
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Korzystajac z wzoru (7) na fy i dzielac obie strony zaleznosci (20) przez h otrzymujemy
wz6r na bezwymiarowe $rednie ugigcie powloki
N Wi . I
2n e === pll=S(2+0)]+ —g—nff.
[

Opierajac si¢ na zalozeniach (19) i (21) wykreslono krzywe we wspdlrzednych p i e.
Dla danej powloki, dla kazdej pary liczb m i n otrzymamy inng krzywa. Nalezy przypusz-
czaé, ze stany powloki najblizsze realizujacym si¢ w rzeczywisto$ci stanom rownowagi
beda okre§lone przez linie m, n = const, lezace najnizej na wykresie p = f(&). Krzywe
réwnowagi przyjmuja wiec postaé linii girlandowych majacych najnizsze rzedne sposrod
wszystkich innych krzywych ni, n = const.

Na rys. 2—10 przedstawiono wykresy obrazujace zaleZno$¢ p = f@)dlak = h?[/12R* =
= 10-5,» = 0,3 dla réznych dhugoéci powlok i réznych wartosci £ oraz 2.
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Rys. 2

Wykresy na rys. 2—4 dotycza przypadkéw powlok obcigzonych tylko ci$nieniem zew-
netrznym p (¢ = 0) o dlugoéci L/R =1, 2, 4 i wartosci wspdiczynnika /= —0,1;0; 0,1
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Proste wychodzace z poczatku ukladu wspdlrzgdnych p = ¢ odpowiadaja $ciskaniu powlok
bez wyboczenia. Linie girlandowe, przecinajac si¢ z nimi, okredlaja punkty odpowiadajace
obciaZzeniom krytycznym p i q. Punkty te pokrywaja si¢ z wynikami metody liniowej,
obliczonymi w poprzedniej pracy [3]". Obserwujemy duzy, ustateczniajacy wptyw podwdéj-
nej dodatniej krzywizny. JednakZze im mniej wypukly, a bardziej wklesly jest potudnik
powloki, tym mniejszg tendencje do opadania wykazujg plerwsze gal¢zie krzywych gir-
landowych. Najszybciej, w obszarze zakrytycznym, maleja wigc krzywe rownowagi powtok
wypuklych (2 = 0, 1). Dla nich stosunek dolnego obciazenia krytycznego do goérnego
ma najmniejsza wartos¢. Natomiast dla dtuzszych powtok i wklestym poludniku obser-
wujemy, Ze krzywe girlandowe na pierwszym odcinku wzrastaja.

Utrata statecznosci idealnej powloki obcigzonej quasi-statycznie zwiazana jest ze
zjawiskiem przeskoku. Obsewujemy, ze o wiele wigkszemu przeskokowi przy stalym obcia-
Zeniu ulegaja powloki o wypuklym potudniku niz powloki o potudniku wklgslym. Powtoki
o dodatniej krzywiZznie wykazuja wigksze Srednie ugigcie po wyboczeniu niz powloki
o krzywiznie ujemne;j. ’

Wyboczenie powloki o ujemnej krzywiZnie moze poczatkowo przebiegaé bez przeskoku.
Po przekroczeniu ci$nienia p powloka wygina si¢ stopniowo zgodnie z przebiegiem pierw-
szej palgzi krzywej. Dopiero «przejscie na sgsiednia galaz» ma charakter przeskoku (rys.
3, 4). Jezeli po wystapieniu przeskoku obciazenie zwigksza sie dalej, moga wystapi¢ dalsze
przeskoki na nastgpne galgzie linii girlandowych. W trakcie wyboczenia powlok walco-~
wych oraz powlok o ujemnej krzywiznie poddanych dzialaniu ci$nienia zewnetrznego,
liczba pétfal powstajacych wzdluz tworzacej powloki jest zawsze rowna jednoéci. Nato-
miast liczba fal obwodowych n maleje wraz z wzrostem ugiecia é. (To samo dotyczy krot-
kich powlok o wypuklych poludnikach L/R = 1,2; A = 0, 1). Krzywa réwnowagi dla
powloki o wigkszej diugosci L/R = 4 1 wspolezynniku 2 = 0,1 ma odcinki przy m = 2.
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U 5 = pRIh(1—v?), gdy k = h2/12R* = 1075 i» = 0,3 to p ~ 10%p.
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Na rys. 5—7 przedstawiono wykresy zaleznosci cisnienia p od $redniego ugiecia ¢ dla
powtok poddanych jednoczesnemu dziataniu ci$nienia zewnetrznego p i osiowego $ciskania
g, przy czym { = 10. Wykre$lono krzywe dla trzech diugosci powlok L/R = 1, 2, 4 oraz
dla trzech wartosci wspélczynnika A = —0,1; 0; 0,1.

Linie réwnowagi powlok niewyboczonych maja postaé prostych o réwnaniu & =
= p[1 =10(2+»)]. Dodatnie wartosci obciazenia p na tych prostych odpowiadaja ujemnym
wartoSciom ugigcia ¢. Oznacza to, Zze w stanie pierwotnej réwnowagi pod wplywem sci-
skania osiowego punkty powloki przemieszczaja si¢ na zewnatrz. Punkty przecigcia krzy-
wych girlandowych z prostymi réwnowagi pierwotnej, wyznaczajace wartosci gérnych
obciazen krytycznych, sa zgodne, z duza dokfadnoscia, z wynikami metody liniowej [3].
Obserwujemy, ze gérne obciaZenia krytyczne sa tym wigksze im bardziej wypukly jest
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poludnik powtoki, lecz podobnie jak w przypadku ¢ = 0, im bardziej powloka jest wy-
pukia tym szybciej opada krzywa girlandowa w pierwszej cz¢éei. Dla linii o parametrze
A = 0,1 spadek ten jest gwaltowny, a warto$ci dolnych obcigZzen krytycznych najnizsze.
Natomiast powloka o wklestym potudniku A= —0,1 i dlugosci L/R = 4 opisana jest
krzywa réwnowagi, ktérej pierwsza galaz ro$nie wraz ze srednim ugigciem é. Z wyjatkiem
tego przypadku, wyboczenie omawianych powlok odbywa si¢ z przeskokiem (przy sta-
lym obciazeniu), ktdry nastgpuje po osiggnigciu przez obciaZenie wartosci gornego obcig-
Zenia krytycznego.

Na rys. 8—10 przedstawiono wykresy obrazujace dokladniej wplyw $ciskania osiowego
na warto$¢ cisnienia pw stanach réwnowagi. Wykresy te dotyczg powlok o dlugoci
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L/R = 2 i trzech wspoiczynnikéw 1 = —0,1; 0; 0,1. Dla kazdej powloki wykreslono linie
rownowagi odpowiadajace czterem warto$ciom parametru ¢ = 0, 3, 6, 10.

W przypadku powtoki walcowej (4 = 0) oraz powloki o ujemnej krzywiZznie Gaussa
(A = —0,1) wzrost udzialu $ciskania ¢ w obciazeniu powoduje we wszystkich stanach
réwnowagi zmniejszenie wartosci ci§nienia p.

Dla powtoki o wypuklym potudniku istnieje taki przedziat wartosci £ > 0, dla ktérego
gbrne ci$nienie krytyczne jest wigksze niz wtedy, gdy nie wystepuje Sciskanie osiowe [3].
Jednak, jak wynika z rys. 9, krzywe odpowiadajace warto$ciom { z tego przedzialu malejg
bardzo szybko na pierwszych swoich odcinkach. W pozostatych przypadkach obciazenie p-
jest tym mniejsze im intensywniejsze jest §ciskanie osiowe.

Przedstawione powyzej rozwazania dotyczyly powlok o idealnym ksztalcie, przedsta-
wionych na rys. |. Rzeczywiste powtoki zawsze sa wykonane z pewnymi niedokiadnos-
ciami ksztattu. Te niedoktadnosci zwykle powoduja obnizenie gérnych obciazen krytycz-
nych. Przypuszczalnie zmniejsza to bardzo korzysci jakie moga byé osiagnigte przez
stosowanie powlok o podwdjnej krzywiznie. Zagadnienie to wymaga jednak jeszcze
doktadnego zbadania.
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Peswome

NOCJIEKPUTHUYECKUI AHAJINU3 MIEAJBHBIX OBOJIOUEK BPAIIEHUA
P MAJIBIX KPUBHU3HAX MEPUIHUAHA 11 KOMBUHUPOBAHHON HAIPY3KE

B paGoTe npeacraBiieHO peIIEHME 3aQauM 3aKPHTHUYECKOH Aedopmauuy 06o0UeK BpaIEHMs, Ha-
XOISILIMXCSA N0 BHEUIHUM IONEPEYHBIM AABJICHHMEM M OCCBbIM CHKaTHeM. K3yueHo BaMAHME KPHBH3HDBI
MEpHAMAaHA W B3aHMO3ABHCHMOCTb KPHTHUECKHX HArpy30K B HeNMHeiiHOH obnactn. 3ajaua peuicHa
meronom Purua.

Summary

POSTCRITICAL ANALYSIS OF IDEAL SHELLS OF REVOLUTION

The analysis of the postbuckling behaviour of nearly cylindrical shells of revolution under simulta-
neous action of external pressure and axial compressive load is presented. The effects of the curvature of
the generator and the correlation of both loads in the nonlinear region are examined. The problem is
solved by means of the Ritz method.
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