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W pracy ograniczymy si¢ do rozpatrzenia zagadnien osiowo-symetrycznych w-przy-
padku walca o przekroju pierscienia kolowego. Podobnie jak to ma miejsce w klasycznej
teorii sprezystoéci, rozpatrzymy oddzielnie dwa zagadnienia: pierwsze z nich moZna uwa-
Za¢ za uogdlnienie zagadnienia Lamégo, drugie da si¢ sprowadzi¢, w przypadku klasycz-
nym, do zagadnienia skrecania. Przyjmujemy o$rodek mikropo]érny Z niezwigzanymi
obrotami. Je§li chodzi o o§rodek ze zwigzanymi obrotami to jeszcze KOITER [3] podatl
przyklad skrecania pr¢ta o przekroju kolowym, ogdlniej zagadnienie rozpatrzyl Soko-
LOWSK]1 [4, 5]. Rozwazania ogdlne dotyczace o$rodka mikropolarnego znajdujemy w mono-
grafiach NowackieGo [l]. Skrecanie pretéw pryzmatycznych rozpatrywali SmiTH [6],
IESAN [7], Ustpus [9, 10]. Fale rotacyjne rozpatrzyl NOwAcKI [2], a drgania mikropolarnie
sprezystych walcéw kolowych SMiTH [6] oraz WILLSON [8].

Przedstawione rozwigzania otrzymano nie w przypadku ogdlnym, lecz przy spelnie-
niu pewnych dodatkowych warunkéw, np. w przypadku uogdlnionego zagadnienia
Lamégo, ktére odpowiada réwnaniom rézniczkowym (2.2), zatozono, Ze spelnione sg
warunki identyczne jak w przypadku klasycznym. Okazalo si¢, ze rozwigzanie w plaskim
stanie odksztalcenia nie rézni si¢, przy identycznych warunkach brzegowych, od klasycz-
nego. Zalozenie, ze w calym obszarze walca znikaja napre¢zenia normalne o, nie prowadzi
teraz do zagadnienia plaskiego stanu naprezenia w mikropolarnej teorii sprezystosci,
lecz powoduje wprowadzenie pewnego «skrepowania» w postaci dodatkowego zwigzku
migdzy statymi calkowania. Naszym celem jest znalezienie mozliwie prostych rozwigzan
odpowiadajacych pewnym warunkom brzegowym, przy pewnych zatoZeniach upraszcza-
Jacych (np., ze u, ., u, 1 @, nie zaleza od z). W ten sposéb uktad réwnan rézniczkowych
czastkowych (1.1) lub (1.2) zostal sprowadzony odpowiednio do ukladu réwnan réi-
niczkowych zwyczajnych (2.2) lub (3.4).

Uklad réwnan (1.2) jest uogdlnieniem réwnan klasycznej teorii sprezystosci odpowia-
dajacych skrecaniu pretéw w przypadku osiowej symetrii i moze dotyczyé réwniez prze-
krojéw dwuspéjnych w odréznieniu od dotychczas rozpatrywanych jednospéjnych.
Nie zajmujemy si¢ tu jednak badaniem zagadnien skrecania lub wplywu, jaki ma przyje-
cie w obliczeniach modelu o$rodka mikropolarnego na wielko§¢ momentu skrecajacego,
.€zy teZ kata skrecania preta pryzmatycznego (np. Usipus [9, 10]). Interesowaé nas bedzie
rozkiad naprezedn momentowych i silowych wewnatrz walca wywolany dzialaniem sit
i momentéw na pobocznicy walca. Nie dyskutujemy tu réwniez, co bylo przyczyna pow-

Stania naprezen momentowych, moga one by¢ wynikiem dziatania na przykiad pola
‘ magnetycznego. ‘
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Jezeli zalozymy, Ze naprezenia momentowe u,..(a) = m,, p,.(b) = m,, dzialajace na
powierzchniach walcowych sa stale, to, przy zaloZeniach p. 4 otrzymamy, Ze rozklad
naprezen momentowych u,,.(r) i poe(r) wzdtuz promienia przypomina rozklad naprezen
normalnych w klasycznym zadaniu Lamégo. '

1. Réwnania podstawowe

W przypadku osiowej symetrii, uktad réwnan rézniczkowych réwnowagi w przemiesz-
czeniach 1 obrotach, momentowej teorii spr¢zystosci z niezwigzanymi obrotami przyjmuje
znang postaé [1], ktéra podamy tu w zmodyfikowanym zapisie:

62
(,u+oc)(B + )u +(A+pu—a)e, ,—2op, , = 0,

2

(1.1) (ﬂ"’a)(Bo aaz)uﬂr(”#-a)e +—(r%),— ,

2

0
(y+6) (Bl + F)¢0_4a970+2a (ur.z_uz.r) = 0

02
Qu-l—a)(B + 75 )uo+2a(<p, =@z =0,
62
(1.2) (y+e)(Bl+ 2 2) —dap,+(B+y—e)x, ,—20u,, = 0,

N2

2
('}’+B)(Bo+%)9’:—405‘]’:‘*"(/9‘*"7—5)”.:‘*’fx("”o),r =0,

gdzie
(13) ¢ = (u) bt E= 0P s
) 1
(]4) B0f= 7(rf,r),r,
|
(1'5) Blf= I:T(rj').rjl ’

U, A, a, B, v, € sa stalymi materialowymi.

W ukladzie wspotrzednych walcowych r, 8, z oraz przy zaloZeniu osiowej symetrii
ukiady réwnan rézniczkowych (1.1) i (1.2) sa niezalezne. Pierwszy z nich bedzie spetiony
przez wektory u = (4., 0, u,) i @ = (0, ¢, 0) przy znikajacych nastgpujacych sktadowych
naprezen sitowych i momentowych: 6,9, 0o,y G2y G0 trrs H00s Mzzs ez | Mzp. Drugi z nich
spetnia wektory u = (0,%,,0) i ¢ = (¢,,0, ¢.), a znika¢ beda nastgpujace skladowe
NapreZen: Oy, 0o, 02z, Orzy Ozpy Mros Mory Moz OTAZ Mg

W klasycznej teorii sprezystosci rozpatrywane sa trzy warianty zagadnienia Lamégo
(rury grubo$ciennej), mianowicie plaski stan odksztalcenia, ptaski stan napreZenia oraz
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rura zamknigta dnami (dot. przekrojéw w odpowiedniej odlegiosci od den). W dalszej
czgéci pracy rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki odpowiadajace ukiadowi réwnan
rézniczkowych (1.1) i uktadowi réwnan (1.2) oraz przedyskutujemy przypadki szczegdlne.

2. Rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych (1.1)

Zakladamy, Ze naprezenia sifowe i momentowe nie zaleza od wsp6irzednej z. Z odpo-
wiednich wzoréw:
= Quu, .+ e,

Op: = sty )=y o — Uy, +2a >
o = e, )= )+2a90

1 ]
Hep = 7(¢o.r— 79’0) +¢ (%,H‘ I—,%),
wynika, Ze u,, ., u, oraz g, nie zaleza od z. Réwnania (l.1) przyjma postaé nastepujaca:

(2#+Z’)Blur+(l+:u—a)uz,:r = O)
1
2.2) (u+) Bote+ 221 (), = O,

(y+¢&)B,pg—dopy—20u,,, = 0.
Rozpatrzmy teraz trzy przypadki:
a) u, = 0— plaski stan odksztalcenia,

' 1
b) 0.z = 0) Sk"‘ld (2ILL+}')HZ.Z = '—}‘T (I’ll,.)_,.,

Paa® —ppb?

b*—a*

Przypadek a). Dla u, =0, rozwigzujgc pierwsze réwnanie (2.2), otrzymamy:
U = Ar+ BJr, z drugiego réwnania wyniknie, Ze rgp = C, a z trzeciego réwnania dosta-
niemy, ze C = 0, a wigc dokladnie rozwigzanie klasycznego zagadnienia Lamégo.

Przypadek b). Biorac pod uwageg, Ze (Qu+A)u,, ., = —AByu,, otrzymamy
Z pierwszego réwnania (2.2) réwnanie B u, = 0, skad wynika u, = Ar+B/r. Drugie
i trzecie réwnanie (2.2) przyjmie posta¢ nastgpujaca:

(,u+a)("uz.r).r+2a(r(p0).r = 0’
(y+¢€) B, po—dopy—20u, , = 0.

€) 0,, = const =

2.3
Calkujac pierwsze z powyZszych réwnan otrzymamy réwnanie
(2.4) (u+o)u,, ,+20pp = II—.C,

4 nastepnie przeksztalcajac drugie réwnanie (2.3) dostaniemy

1 Cc 1
(25) Bl‘PB_IT‘pB = E-ILL—IT?’
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gdzie [? = -(ﬂ_'%ﬂ. Calka réwnania (2.5) ma posta¢ nastepujaca:
7
r r C 1
(2.6) Po = CIII(T) CZK[(T_)_E)_"

gdzie I, jest funkcja Bessela urojonego argumentu, a K, funkcja MacDonalda. Z kolei,
po podstawieniu (2.6) do (2.4) i scalkowaniu, otrzymamy

o / /

Po przeksztalceniach 1 podstawieniu do wzoréw na naprezenia, otrzymamy

Q.7 v, = L Cinrt e 2% [c1 I, (—r) +C, K, (i)] .
: 7 pt

B
Opp = 2/“(A_C3'— 72_),

C
2.8 —
@8 o=

b

o =7 +0) [cl Iy (%) —Cako (})] -2 [cln (%) +CK, (%)]

Ponadto, z zalozenia znikania ¢,,, mamy

(2.9) Qu+i)Cy = —2i4.
Z powyzszych wzorow wynika, ze stale 4 oraz B mozna wyznaczyé z warunkéw brze-
gowych o,.(@) = —p,, 0,,(b) = —ps, a niezaleznie state C, i1 €, wyznaczymy z warunkow

#:(@) = pa, po(b) = pp. Stala C wyznacza sie np. z warunku o,,(a) = ¢,, wtedy
warto$¢ liczbowa o,,(b) wynika z obliczen i nie moze by¢ przyjeta dowolnie. Rezultat
taki nie jest niespodziewany, wynika bowiem z zaloZenia o niezaleZno$ci naprezen od
zmiennej z. Jezeli p, = pp = t, = t, = 0, to rozwigzanie znowu nie réini si¢ od klasycz-
nego, z wyjatkiem by¢ moze warto$ci stalych materialowych.

Przypadek c). Wykorzystujac obecnie wzor ¢,, = const, otrzymamy

2 __ 2
2.10) e Ly LA

rozwigzujgc nastgpnie réwnania (2.2) stwierdzimy, Zze dyskusja przebiega podobnie jak
w p. b).

3. Rozwigzanie ukladu réownan rézniczkowych (1.2)

Podobnie jak poprzednio wyjdZmy z zaloZenia, Zze skladowe naprezen i momentéw na
pobocznicy 6,4, p,, oraz u,, nie zalezag od zmiennej z. Z odpowiednich wzoréw [1]:

1
(31) O = (ﬂ+a)u0.r_(ﬂ_a)7u0_2a(pz’
(32) Mrz = y(fpr,z_(pz,r)"S(wr.z_(pz,r);

1
(33) MBrr = 2y(pr.r+ﬂ7(r(pr).r+ﬂ(pz.l’
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otrzymamy, ze wtedy @,, ¢, oraz u, nie zaleza od z. Réwnania (1.2) przyjma postaé naste-
pujaca:
(w+a)Biug—2ap, , =0,

+e)Byp,—dop,+(B+y—¢c)x, =0,
(3.4) (v +e) By, — 4o, + (B

1
(y+e)Botp:—4atpi+(,8+y—e)z,:+2a7 (rug),, = 0.

Poniewaz w rozwazanym przypadku

i
(35) %= T(“pr).r’
otrzymamy, ze :
3.6) | #,=Big, #.=0.

Po zrézniczkowaniu réwnania (3.4), wzgledem r i przeksztalceniach dostaniemy uklad
réwnan rézniczkowych w nastepujacej postaci:

(3.7 2uBiug—(y+¢€)B,p.,, =0,
(38) Bl Wr_az(]jr = O’
1
(3.9) Bi@er—  0zr = 0.
Rozwiazujac réwnania (3.8) i (3.9), a nastgpnie (3.7) otrzymamy
(3.10) pr = A 1 (or)+C, K, (or),
(311) ¢z,r=A2[l (%)""CZKI (%):
(312) ’ P = [Az]o (_;‘)—[CZKO (%)‘FC’
. . , |
(3.13) Quuy = (y+¢) [Azll (-’[—)+C2K,1 (%)]‘FA:J-F 7C3’
. 4o (u+a)(y+e)
d 2 = s — [2 = . .
gdzie o ooy Aoy

Z warunkéw brzegowych na sktadowg normalng naprezenia momentowego otrzy-
mamy

mg K(b)—myK(a)

(3.14) 'S Ha)K(b)—1(b)K(a)’
_ . ' m,I(b)—myI(a)
(3.15) €1 = 1@ KB~ IBYK(a) ’
gdzie

m, = ,urr(a)’ ny = ‘urr(b)9

169 = @y Byalo(ox)— L 1,(o),

K(x) = 2y + ) oKo(ox)+ %—:Kl(ax).

4 Mechanika Teorctyczna
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Po wykorzystaniu warunkow brzegowych na skladowa styczna tensora naprezen
momentowych u,,(@) = n, oraz u,,(b) = n,, obliczymy kolejne dwie state catkowania:

(3.16) fr= o
sy =
()% () (7w (7)
b a
a1y (— —nyd, —)
3.17) C, = ylc_, o ;) ’ b(/_ o
_ » .
| d (/) () (7) i (7)

Pozostate dwie stale wyznaczymy z warunku na skladowa styczna naprezenia sifowego
na pobocznicy walca o,(a) = 7,, 0,(b) = 7,. Otrzymamy

a*b?
(3.18) C, =Z—2-_—a-2-{1:,,——1:,,+[a]—[b]},
1
(3.19) a(»ﬁA3-2C) = -[;i_l_arz—-{b2rb—azra+a2[a]-—bz[b]},

gdzie przyjeliSmy nast¢pujace oznaczenie:

om e Losolal ol ) ) el
S e B R

Normaline naprezenia momentowe w kierunku osi z nie moga by¢ przyjete w sposéb
dowolny i sg okreslone poprzednimi wzorami, przyjmujgc postaé nastgpujacy:

321 2 =B AIO( ) —B- CKO(/)
wynika stad, ze u,. zaleza od r. W podobny sposob otrzymamy

(3.22) Oup = Za[A 11(1\)+c1 K. (7)]

W rozwigzaniu przedstawionym wzorami (3.10), (3.12) i (3.13) wystgpuje 7 statych
catkowania, z ktérych 6 wyznaczyliSmy z warunkow brzegowych, siddma wyznaczymy
poszukujac tylko takich rozwiazan uktadu réwnan (3.7)—(3.9), ktore zarazem spelniaja
réwnanie (3.4);. Dodatkowa stata wynika z podwyZszenia rzedu réwnania, w trakcie
rozseparowywania ukfadu, na skutek rdézniczkowania réwnania (3.4);. W ten sposdb
otrzymamy zwigzek ;

(3.23) 2043+ uC = 0.

Jezeli n, = n, = 0, stale A, i C, znikaja. Jezeli ponadto 7, = 7, = 0, rozwigzanie
uktadu réwnan rézniczkowych redukuje si¢ do ¢, w postaci podanej w (3.10); u, oraz ¢,
znikaja wtedy toZzsamos$ciowo.
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4. Rozwigzanie w przypadku p.. = const.

Rozwiazanie otrzymane w poprzednim punkcie zawierato te niedogodno$¢, ze napre-
Zenia momentowe w kierunku osi z nie byly stale, lecz dane wzorem (3.21). Zatézmy
obecnie, ze .. = const = C. Warunek ten bedzie spetniony, gdy

@) Cy+Bge. =D, f (g, = C=D.

Przy zalozeniu, ze C, i D, nie zalezq od z, otrzymamy nastepujace wzory

(4.2) Pr = C;D r+ "IT' Cy,
D

4, ~ =

( 3) P2 2'}/+/3 Z+D1,

4.4) .= G tHC-2yD
Q2y+p)B

Podstawiajac powyzsze wzory do uktadu réwnan rézniczkowych (1.2) otrzymamy

; al
(4.5) (Bl+ 522)u0 =0,
(4.6) uo_z = —2(pr,
4.7 (rug),, = 2rg..
Réwnania (4.6) i (4.7) beda spetnione, gdy up przyjmie postaé nastgpujaca:

4.8) "y = .P;Q 2r=2C, Z4Dyr,
oraz gdy
4.9 29D = 2y +p)C,
skad wynika, ze » = 0. Ponadto otrzymamy
@.10) o= ———Cretc

r 4y ro v
(4.11) . = Cz4 D,

z 2y ’
@12 : 2
-12) g = ~—Crz+D,r——C,z,

2y r

@.13) e
' Ty = 7‘ 12,
1 14
4.14) Por = _fc_zclﬁ,
1

(4‘15) ‘Ltoo = —7C+2C1%‘

4
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Wynika stad nastepujacy zwiazek:

(4.16) o o Mt = —C,
ofrzymujemy réwniez, Ze:

@.17) oo = o =0, 00 = puy,..

Po wykorzystaniu warunkow brzegowych na sktadowe normalne naprezen momentowj/ch
per(@) = ma, p(b) = my otrzymamy

(4.18) 29C, = b—(if);— (my—m,),

(4.19) C= 2’41"‘532{212”71’2_,

420) = TV )
421 Moo = Vm,,l;;:r;,,az +£25' (mb—ma)%i'-

Funkcje (4.10)—(4.12) beda rozwigzaniem ukladu réwnan rézniczkowych (1.2), jezeli
pochodna skladowej stycznej naprezenia wzgledem zmiennej z przyjmie nastepujgce
wartoéci na powierzchniach walcowych:

2u b
(4.22) 0@ = s (e,
2 a?
[0 =7”?)2_df(mb—mn) |
oraz gdy
(4.23) oo = C = 2 M@ b

Stala Dy, wystepujaca we wzorach (4.11) 1 (4.12) nie odgrywa zadnej roli, jezeli warunki
brzegowe sg dane w naprgzeniach i naprezeniach momentowych. '

5. Uwagi koncowe

ZatoZzenia wprowadzone przy rozwiazywaniu poszczegdlnych przypadkéw wplywaja
na liczbg¢ mozliwych do spelnienia warunkdéw brzegowych. W przypadku a) (p. 2) mozliwe
byly do spetnienia tylko warunki na o,, (lub #,), z kolei w przypadku b) jeden z warunkéw -
na o,;, na powierzchni walcowej r = a, lub r = b, musial wynika¢ z rozwigzania, w prze-
ciwnym razie nie byloby speinione zaloZenie, Ze napr¢zenia nie zalezg od wspdirzednej z.
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Zalozenie, w p. 4, Ze pu,, = const oraz Zze wielkos$ci C; i D, sa stalymi pozwolilo na
dowolne dysponowanie tylko dwoma warunkami brzegowymi z trzech, np. u,,(a) i ().
Z podanych rozwiazan wida¢, ze przy danych statych normalnych naprezeniach momen-
towych na powierzchniach walca musza wystapi¢ okreslone napregZzenia momentowe
i styczne w przekroju poprzecznym, prostopadiym do osi walca; obok naprezen momen-
towych u,, wystapi dodatkowo skladowa styczna naprezen sitowych a,y.

Warto réwniez zwréci¢ uwage na to, ze state catkowania C, 1 C, w zagadnieniu z p. 4,
nie zaleza od stalych materiatowych, podobnie jak w zagadnieniu.Lamégo. Inaczej rzecz
si¢ dzieje w przypadku zagadnienia rozpatrywanego w p. 3, gdzie u,, zalezy od stalych
materialowych.

Na zalaczonych rysunkach podali$my wykresy naprezen momentowych pu,, i py oraz
skladowej promieniowej wektora obrotu ¢, wzdluz promienia rury, w przypadku zadania
rozpatrywanego w p. 3 i znikania pozostatych sktadowych naprezeri na powierzchniach
walcowych. Rozpatrzono cztery przypadki dla dwoch stosunkéw promienia zewngtrznego
1 wewnetrznego walca (bja = 2, b/a = 5) oraz dla naprezen momentowych gy, danych
na zewngtrznej powierzchni walca i zerowych na powierzchni wewnetrznej lub na odwrét.
Jak bylo do przewidzenia, napr¢zenia momentowe u,, zanikajg szybciej wraz z glgbo-
koscia w poréwnaniu z zagadnieniem z p. 4, gdzie charakter wykreséw jest identyczny,
jak w zagadnieniu Lamégo. Rysunki sporzagdzono we wspdirzednych bezwymiarowych,

. . 1 Co .
a normalnc bezwymiarowe napr¢Zenia momentowe (E,u,,) na odpowiednich powierz-
chniach sg réwne jednodci. Stale materialowe wynosza odpowiednio o = 107? c¢m™!,
2y =1, f=0.
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Pezome

PEIUEHME TOJCTOCTEHHOW TPYBLI B ITOCTAHOBKE MUKPOITOJISIPHOM
TEOPHUU VIIPYTOCTHU

B pamrax MUKPONONAPHO# MOMEHTHOM TEOPUM YHPYIOCTH PACCMATPMBAETCH 3a[aua TOJCTOCTEHHON
TPYObI, Harpy»<eHHOil M0 LMIMHAPHYECKHM MOBepXHOCTAM. OBGCY)KAEHBLI TPH CNyyasd, OTBEUAIOLIHME
o6GobuenHoit aanaue JIsme, 0GOGIIEHIIOMY KPYUEHMIO K PAaCMpEAENEHHIO MOMEHTOR, HOPMAJIBLHLIX K 00-
KOBLIM MOBEPXHOCTAM. Pe3yNbTaThi NaHb! TAKXKE B BHJE AUArpPamM.

Summary
THE PROBLEM OF A MICROPOLAR ELASTIC THICK-WALLED TUBE
Within the frames of the micropolar theory of elasticity with free rotations, the problem of a thick-
walled tube is considered under tractions applied to the cylindrical surfaces. Three cases are examined

corresponding to the generalized Lamé problem, generalized torsion and the torsion due to a distribution
of moments normal to the surfaces. The results are presented also in the diagrams.
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