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1. Wstep

Wraz z rozwojem budownictwa uprzemystowionego wzrasta iloé¢ konstrukcji wyko-
nanych z elementéw powtarzalnych. Do tego rodzaju ustrojéw naleza miedzy innymi
pretowe przekrycia strukturalne (rys. 1). Z tego tez wzglgdu wzrasta zainteresowanie
projektantéw metodami obliczania tych konstrukeji.

Do tej pory opublikowano wiele prac omawiajacych zardwno Sciste [1-3], jak i przy-
blizone [4-12] metody analizy statycznej przekry¢ strukturalnych. Mimo to, brak jest
stosunkowo prostej metody przyblizonego obliczania tych konstrukeji, ktdra jednoczeénie
obejmowataby mozliwie szeroka ich klase. Ninigjsza praca, zawierajaca propozycjg nowej
metody obliczania przekry¢ strukturalnych, stanowi préb¢ wypeknienia tej luki.

Podstawowa idea przedstawionej metody jest traktowanie przekrycia strukturalnego
jako plyty tréjwarstwowej, ktérej warstwy zewnetrzne s3 réwnolegtymi plaskimi kratow-
nicami odlegltymi od siebie o 24, a warstwa §rodkowa zespotem krzyzulcéw. Model ciagly
kratownic zewnetrznych przyjeto wedtug prac WoZnNiaka [15] oraz KLEMMA i WOZNIAKA
[16]. Natomiast koncepcje opisu zespotu krzyzulcéw za pomocs modelu ciggtego zapropo-
nowano w prezentowanej pracy. Analize plytowych sit wewngtrznych w zastgpczej plycie
tréjwarstwowej przeprowadzono w oparciu o liniowa teori¢ tych ustrojéw, przedstawiona
w pracach [13, 14].

W pracy zastosowano nastepujace oznaczenia wskaZnikowe: male litery greckie
o, B,» przebiegaja ciag 1,2 i podlegaja konwencji sumacyjnej, duze litery greckie 4, A
przebiegaja ciag I, I, III, ... i nie podlegaja konwencji sumacyjnej. Ponadto pionowa
kreska oznaczono pochodna kowariantna, a przecinkiem pochodna czastkowa.

2. Zalozenia

W pracy rozpatrzono przekrycia strukturalne o dwéch typach siatek zewngtrznych.
Pierwszy, to siatka skonstruowana z rodzin pretéw cigglych, oznaczonych symbolem 4
(rys. 1a, b, d). W tym przypadku ptaszczyzne, na ktdrej ksztaltowana jest siatka, parame-
tryzujemy ukladem wspdirzednych krzywoliniowych 6, 62, Typ drugi, to siatka heksa-
gonalna pokazana na rys. lc (siatka gérna). Przy formulowaniu zaleznoSci dotyczacych
tej siatki, jej paszczyzne parametryzujemy ukladem wspélrzednych kartezjafskich x,
x*. Kierunek normalny do plaszczyzn siatek zewnetrznych oznaczymy 0° Iub x*. Struktura.
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pretowa calej konstrukgji jest regularna, a dtugosci Al poszczegblnych pretéw sa niewielkie

w poréwnaniu z wymiarami ustroju. Kierunek osi dowolnego preta okreSlamy za pomo-

ca wektora jednostkowego T. Obcigzenie ustroju stanowia sity zaczepione w weziach.
4

Pozwala to na przyjecie zatozenia o przegubowym polaczeniu pretéw w weziach [1].

Analizy statycznej przekrycia strukturalnego dokonamy wprowadzajac ustroj zastgp-
czy W postaci ptyty tréjwarstwowej.

a ——f___DN

b
Naprezenia
4 membranowe
rd ¢
Naprezenia
S L Scinajace
]
S——8 ,/;/'{’7’5%17/2

Rys. 2 Rys. 3

Zgodnie z liniowa teoria deformaciji tych plyt przyjmiemy (por. [13, 14]), ze warstwy
zewnetrzne przenosza napreZemia membranowe, natomiast warstwa §rodkowa jedynie
pionowe naprezenia styczne (rys. 2). Zalozymy, Ze przemieszczenia tych warstw sg nie-

+
wielkie w poréwnaniu z gruboscia 2h ptyty. Wprowadzimy rézniczkowalne funkcje w,
+ — —
w, i w, w, opisujace odpowiednio przemieszczenia pionowe i poziome warstw zewngtrz-
nych. Znaczkiem ,,+’’ 0znaczono tutaj wielko§ci odnoszace sig do warstwy gornej, a od-
noszace si¢ do warstwy dolnej ,,—”. Oznaczenia te beda stosowane w miarg potrzeby
w dalszych rozwazaniach pracy.

Zalozymy, Ze istnieje pewna plaszczyzna obojetna 7, réwnolegla do warstw zewngtrznych
i znajdujaca si¢ pomigdzy nimi, kt6rej punkty nie doznaja przemieszczen poziomych. Poto-

+ p—
senie plaszczyzny m okreSlaja odlegtosci ki, h od warstw zewngtrznych. Przyjmiemy, Ze
punkty warstw zewngtrznych lezace przed odksztalceniem na prostej prostopadtej do
plaszczyzny = (rys. 3a) doznaja jednakowych przemieszczen pionowych, czyli

+ —
@1 W=w=0.
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Natomiast przemieszczenia poziome tych punktéw powiazane sq zaleznodcia (rys. 3b)

+ 1 -
2.2 We = = = Wa,
. -t 2h - 2h
w ktérej A = hfh, h= T4 h = STt
Zakladamy, ze przesunigcia wezldéw przekrycia strukturalnego sa identyczne z przesunig-

+ +
clami odpowiadajacych im punktéw plyty tréjwarstwowej, tzn. warto$ci funkcji w, w,

i w, w, w punktach odpowiadajacych weztom sa réwne przesunigciom tych weztéw.
Obrét ptaszczyzny m w kierunku osi 0% charakteryzowaé bedziemy funkcja

-+ -

(2.3) llﬂ = &*2"—/1—”)‘! e',"ﬂ
Na podstawie (2.2) i (2.3) znajdujemy
» + —2h = 2Ah
= ﬂ =
(2.4) W, 157 Ug€ly, Wy, 147 Uy €y

Funkcje v i u,, opisujace plytowy stan przemieszczenia ustroju, okre§lone sa na plasz-
czyznie 7. '

3. Stan odksztalcenia
Wraz z przemieszczeniem calego ustroju doznaja przemieszczen i odksztalcen poszcze-
golne prety. Oznaczajac liniowe odksztalcenia jednostkowe preta symbolem e i zakladajac
4

liniowo$¢ funkeji przemieszezen (2.1), (2.2) pomiedzy sgsiednimi weztami mozemy [15, 16]
w odniesieniu do pretéw siatek zewngtrznych napisaé zalezno$é

3.0 e = T*Thw,|;.
a4 4 4

Oznaczajac

(3‘2) Vap = wﬁla,

po uwzglednieniu (3.1), otrzymujemy

(33) ¢ = T*Thy,,.
4 4 4

Odpowiednia zalezno$¢ w odniesieniu do krzyzulcéw napiszemy na podstawie nastgpuja-

cego rozumowania. Wyodrebnimy z obszaru warstwy §rodkowej pewna umowna bryle

zawierajaca wiazke krzyzulcéw zbiegajacych sie w jednym wezle warstwy dolnej (lub

goérmnej) (rys. 4). Wobec zaloZenia o regularnoéei przekrycia przyjmujemy, Ze bryla ta sta-

nowi powtarzalny element warstwy §rodkowej. Przyrostowi diugosci 417 krzyzulca odpo-
. . qa
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wiada obrét bryty (odksztatcenie postaciowe) pokazany na rys. 5. Oznaczajac przez y,
skladowe tego obrotu w kierunkach osi 8% mozemy napisaé nastepujace zaleznosci

Al
4 2k
= =13 Al =
AR =T =L A= 1T
A A
wynikajace z rozwazan geometrycznych. Uwzglgdniajac réwnosé e = 41/l mamy
A AAd
(3.4) e =T3T%,.
A a4 A4

2h

Rys. 5

Skiadowe y, okreSlajace kat odksztalcenia postaciowego warstwy Srodkowej plyty trdj-

warstwowej wyrazamy za pomoca skiadowych stanu przemieszczenia w nastgpujacy
sposéb [14]

W=y W]
— Wﬂ_ ﬂ ﬂ Wa+wa
'Ya 2h Ezz-+ 2 »

skad wobec (2.1) i (2.3) otrzymujemy

(3.5) Ve = Dty + 7.

Podstawienie (3.5) do (3.4) daje

(3.6) e = T3T*(ebup+7|,).
A a4 A4
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4, Stan naprezenia i zwiazki konstytatywne

Na skutek obciazenia ustroju w jego pretach wystapia sily podiuzne P. Zakladajac
a4
jednorodno$¢ i liniowa sprezysto§é kazdego preta i oznaczajac przez E4 sztywnos$é po-
44

dtuzng preta, mamy
4.1) P = FAe.

a4 444

Zajmiemy sic teraz wyprowadzeniem zwigzkow konstytutywnych dla poszczegdlnych
elementéw konstrukcji.

U

Rys. 6

W pierwszej kolejnoSci rozpatrzymy siatki zewnetrzne przekrycia. W przypadku
siatki skonstruowanej z rodzin pretéw ciagtych (por. rys. 6) potencjal sprezysty o okres-
lony jest za pomoca zaleznosci

P
1 1
4.2) o=y fPZ/EAds,
’ 27 7] 4 44
44 _41/2

w ktérej 1 jest odlegloécia sasiednich pretéw w rodzinie 4. Po wprowadzeniu tensora o ska-
4

dowych
EA
(4.3) A% — N pephpiTedd
2 T

i po podstawieniu (3.3) (4.1) do (4.2) otrzymujemy na ¢ nastgpujace wyrazenie

1
(44) o = 714“/“# Vo Vau+
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W przypadku siatki heksagonalnej (rys. 7) wzdr na potencjal sprezysty ma postaé [16]
w47

L\ f P2[EAds
(43) = gF 2, ) PR
. d=1 —If2

a4
przy czym F jest polem szeSciokata stanowigcego «oczko» siatki. Definiujac nastgpujaco
skladowe tensora sztywnoS$ci sprezystej
1x
afl 1 {1
(4.6) AP = — T*TETATV'EA L,
a1 4d 4 4 4 444

otrzymujemy na ¢ wyrazenie analogiczne do (4.4)

1
o= —_2_ Aa/““ yzll Yap-

Y

Rys. 7

Sktadowe stanu napigcia 1')“" plaskiej siatki okre§limy za pomocg zaleznoéci [17]

do
pt = ,
ayaﬂ
z ktérej wobec (4.4) znajdujemy
4.7 P = APy,

Z kolei rozwazymy warstwe Srodkowa ustroju. Oznaczajac przez {2 pole podstawy
bryly zawierajacej jedna wiazke krzyZulcéw (rys. 4), potencjat o warstwy §rodkowej
wyrazimy nastepujaco

12
L&A

4.8 =_} j 2

(,) o =55 2 f/fﬁds,

A=l 12
A
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gdzie A° jest liczbg krzyzulcdw zbiegajacych si¢ w jednym wezle. Podstawiajac do tego
wyrazenia zaleznoci (3.4) i (4.1) znajdujemy
A°
o= L T*TPT3T3EA v,y -
20 A A A A A4
A=1
Po wprowadzeniu tensora sztywnosci

A0

2
(4.9) ¥t = 1 } T*TPT3T3EA]
Q Ld ggaaana
A=]
potencjal ¢ wyrazimy za pomocg zwiazku
1
(4.10) = 5 Cyay.
Sktadowe p* charakteryzujace stan naprezenia warstwy §rodkowej otrzymamy z zaleznosci
. 0o
7=y,

ktora prowadzi do
4.11) pr=C%y,.

Wyprowadzone w tym rozdziale zwiazki (4.7) i (4.11) sa zwigzkami konstytutywnymi
przekrycia strukturalnego. Zakladamy, ze okre§lone tymi zwiazkami wielkosci p* i p*
opisuja stan naprezenia plyty tréjwarstwowej. Podstawiajac do wyrazen (4.7) i (4.11)
zalezno§ei (4.3) i (4.9) oraz (3.3), (3.4) i (4.1) otrzymujemy nastgpujace zaleZnosci
ilustrujace interpretacje fizyczna sktadowych p™ i p*

= ST°TPP) ],
(412) 44 4 4 4
= IEZ‘T“FPZ.
AAd A4 A4
Ostatnig z wielkosci charakteryzujacych strukture przekrycia jest parametr A okreéla-
Jacy polozenie plaszczyzny obojetnej m. Przyjmiemy, Ze potoZenie tej plaszczyzny zalezy
od stosunku gestosci sztywno$ci warstwy gérnej do warstwy dolnej, skad wynika
+ -
4.13) A= JR/JR,
44 A4

gdzie R = EAI/F w przypadku siatki heksagonalnej lub R = EA /7 w przypadku innych
4 444 4 a4 4

siatek.

5. Réwnania réwnowagi

Znajac stan naprgzenia w poszczegllnych warstwach plyty mozna przystapi¢ do
okredlenia plytowych sit wewngtrznych. Rozpatrzymy na poczatek momenty M wzgle-
dem plaszczyzny obojetnej wywolane napigciami wystepujacymi w warstwach zewng-
trznych. Przyjmujac dodatnie zwroty napieé jak na rys. 8, otrzymujemy wyrazenie

4 =
(51) M. = Eg.(hpal _ hp“).
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Wprowadzajac oznaczenia

Hap = Up,a>
2 —
Da[}vu — 2/1 +a[3vu 2 gafivie
(5.2) Coa) AP+ A,

Drbud &b ek, Dern,
i korzystajac ze wzoréw (2.2) (3.2) 1 (4.7), zalezno$¢ (5.1) mozna przeksztalcié do postaci

(5.3) Mo = ity
93
32
*22
0/
, g 'p,
+42
F"H ’ ’ 22
P
/ F—)M
':-)12
A1
Rys. 8

Sily poprzeczne wywolane napigciami p* wystgpujacymi w warstwie §rodkowej wyzna-
czymy ze zwiazku

0" =,
ktéry po uwzglednieniu (4.11) przybiera postaé
5.4 0" = Cby,.
&°\
o2
Q2
vy’
o N,
M71
Rys. 9

Zalozymy nastepnie, Ze wystepujace w niektorych typach przekryé sity podtuzne N
okre$lone zalezno$ciami
erﬂ — ;aﬂ +§aﬂ
maja niewielki wptyw na odksztalcenie ustroju, wobec czego pominiemy je w dalszych
rozwazaniach.,
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Rozpatrujac wycinek plyty tréjwarstwowej obcigzony sitami M** 1 0% (rys. 9) otrzymu-
jemy nastepujace réwnania réwnowagi [14]

Qa‘a +f = 0,

(5.5) M|, +eb0f = 0,

gdzie f jest funkcja obcigzenia. Podstawienie (5.3) i (5.4) do tych réwnan prowadzi do

(5.6) (CPp)atf =0, (D), —eb C%y;s = 0.

Powyzsze zwigzki stanowia ukiad réwnan rownowagi wyrazony w odksztatceniach. Wsta-
wiajac do (5.6) zaleznodci (3.5) i (5.2);, wyrazamy te réwnania w przemieszczeniach

(5.7) [C(efus+olpatf =0,  (D¥Hu,[3)],— el C**(eh.u,+2]2) = O.

Rozwigzanie tego ukladu réwnan wzgledem niewiadomych funkeji u,, v okredla stan
przemieszczenia przekrycia strukturalnego przy zmiennych wartodciach sktadowych
tensoréw sztywnosci D¥4 i C*,

W przypadku stalych wiasno$ci mechanicznych 4 = const, / = const i 7 = const
a 4 a

wartoéci skiadowych tensoréw D*¥ i Cf sy jednakowe w obszarze ustroju
DA — const, C* = const.

Uktad (5.7) upraszcza si¢ wtedy do postaci

(5.8) CHM e+ olplatS =0, DMy |e— el CH (b, +0])) = 0.

W zakonczeniu tego rozdziatu przedstawimy uproszczong postaé¢ ukladu (5.7) wpro-
wadzajac zaloZenie analogiczne do zaloZenia Love’a—Kirchhoffa przyjmowanego w kla-
sycznej teorii ptyt [14, 18]. Przyjmiemy mianowicie, ze punkty warstw zewnetrznych lezace
na prostej prostopadiej do plaszczyzny m, po odksztalceniu pozostaja na prostej, ktéra
jest prostopadia do powierzchni obojgtnej (rys. 3c). Konsekwencja tego zaloZenia jest
zaleZzno§¢
(5.9) u, = eh vy,

Eliminujac z réwnan réwnowagi (5.5) sity poprzeczne Q% po przeksztalceniach i uwzgled-
nieniu (5.2), 5 otrzymujemy réwnanie

(5.10) (D03 )|eg—f = 0,
ktére w przypadku DF** = const przyjmuje postaé

(5.11) - DMy —f = 0.

6. Obliczanie sit w pretach

W wyniku rozwiazania ukladu réwnan (5.8), przy danych warunkach brzegowych
wynikajacych ze sposobu podparcia przekrycia, otrzymujemy skiadowe v i u,. Sity w pre-
tach ustroju znajdujermy na podstawie zaleznosci (4.1), ktéra w odniesieniu do pretéw
siatek zewngtrznych ma postaé
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+ 2h 4+
P=————FA “T”e g,
6.0 4 1+7~AAA 4
) 2h

Sy
)}

aph
e AT

co znajdujemy wykorzystujac zwigzki (2.4) i (3.1).
Wzory na sity w krzyzulcach znajdujemy podstawiajac do (4.1) zaleznoéé (3.6), co daje
6.2) ' P EATT*(eluy+|y).
AAdd A

Podczas znajdowania sit w pretach przekrycia wartosci sktadowych stanu przemieszczenia
1 ich pochodnych obliczamy w przekrojach §rodkowych pretéow.

Gdy stan przemieszczenia ustroju okre§lamy na podstawie réwnania uproszczonego
(5.10), wéwczas sity w pretach siatek zewngtrznych znajdujemy podstawiajac zwiazek
(5.9) do zaleznosci (6.1), co daje

bk g,

e Y Phet
(6.3) N

_ e -

P= s

£ =7 AT T

Nieco inaczej postgpujemy podczas obliczania sit w krzyzulcach. Z réwnania réwnowagi
(5.5) znajdujemy

Q% = e MM;.
Podstawiajac do powyzszego zwiazku zaleznosci (5.3), (5.2); i (5.9), otrzymujemy

(6.4) Q(z = .Dpa}\u‘v'ﬂlu.

Sity w poszczegdinych pretach znajdujemy z zaleZnosci

6.5) Z T*T? Pl = DFg)g,,

AA A AA
wynikajacej z (4.16); 1 (6.4) oraz z warunkéw réwnowagi wezla, w ktérym zbiegaja sie
krzyzulce.

7. Podstawowe zalezno§ci we wspolrzednych biegunowych

W przypadkach przekryé strukturalnych pier§cieniowych w planie wygodnie jest po-
stugiwa¢ sig uktadem wspdtrzednych biegunowych ¢ = 1, p = 2. Rozpatrzmy przekrycie
pier§cieniowe, ktdrego siatki zewngtrzne sg siatkami biegunowymi (rys. 1d). Dzieki temu
Jedynie DPPP? | D 53 njezerowe. Ponadto zachodza réwnoéci C*? = C% = 0. Uwzgled-
niajgc wartosci dwuwektora Ricciego w biegunowym ukladzie wspétrzednych (por. np.
[17]) z (5.2); znajdujemy

DPer o~ 2DP0? |

Dwove — o2 DPHe?,
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przy czym pozostale skladowe tensora D3 g réwne zeru. Zwiazki fizyczne (5.3)i (5.9
maja teraz postad

Qf = C"y,, Q= C™y,,
M =M% =0,
M*® = g~ 2Dseoe Kops

M = g2 DP9,

(7.1)

Zamieniajac pochodne kowariantne na pochodne czastkowe, napiszemy zwiazki geome-
tryczne (3.5) i (5.2); w formie

Yo = 0 'Upt?,,, VYo = —0U+ T, o,
Hop = Up,p—0 Uy, Mgy = Uy o—0 Uy,
a rdwnania réwnowagi (5.5) po uwzgledunieniu (7.1); maja postaé
Q0+ Qe QS = 0,

(.3) M 00" = 0,

M, +207 M 407 MP —077Q" = 0.
Przyjmiemy dalej, ze sposéb podparcia i obciazenia ustroju spelnia warunki kolowej
symetrii, oraz przyjmiemy réwnos¢ u, = 0. Zwiazki geometryczne (7.2) sprowadza si¢ do

(1.2)

Yo = Q_Iutp"_’v.p’ Yo =0,

Mpp = Up,p—0 'Up,  Hgp = —0 Uy,
natomiast réwnania réwnowagi (7.3) otrzymujemy w postaci
(QQP),p'I'Qf: 0, ¢°=0,

(0> M*?) ,+oM* +00° = 0.

Po catkowaniu réwnania (7.5), otrzymamy

(1.4)

(1.5)

(7.6) 00" = — [ ofdg+Cy,
gdzie C| jest stala calkowania. Podstawiajac (7.6) do (7.5); otrzymujemy
(7.7 (0* M), + oM™ = f ofde—C,.

Podstawiajac nastgpnie do réwnafi (7.6) 1 (7.7) zwiazki fizyczne (7.1) i geometryczne
(7.4) znajdujemy

1
C(uy+0v,,) = '—(C1 - f@fdé’)’
(7.8) e
[DP220 (1t — 0™ 1tg)], o — 0> D1ty = f ofde—C,.
Powyzsze réwnania sg uktadem rédwpan réwnowagi wyrazonym w przemieszczeniach.

W réwnaniu (7.8), wystepuje tylko jedna niewiadoma u,. Po rozwiazaniu tego réwna-
nia funkeje u, wstawiamy do przeksztalconego réwnania (7.8),, co daje

(7.9) v=f%[?é?(cl— f@fdg)—u,p]dg-i-Cz,

gdzie C, jest stala calkowania.
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8. Podstawowe zaleinoSci we wspllrzednych prostokatnych

Rozpatrzmy w pierwszej kolejnosci przekrycie strukturalne o siatce diagonalnej pokaza-
nej na rys. 1b. Przyjmujac kierunki osi x =1, y =1 réwnolegle do pretéw siatki
dolnej (rys. 10a) sktadowe wektordw kierunkowych siatek zewnetrznych otrzymujemy

nastepujacej wartosci:

T S B R S I
1 2’ I 1/2 It Y2 It ]/2
(8.1) g B ~ _
T' =1, T2 =0, T =0, T? =1,
1 n 11

a4 b
< ~
i1
Ll |
Ed

iy
~~f

b)

Rys. 10

Przyjmujac jednakowe pola przekrojéw pretow siatek zewngtrznych i oznaczajac

. EA4
R==
gdzie I jest dtugoécia pretéw siatki gérnej, mozemy skladowe 4%#* wyrazié nastepujaco:

+ + + + + + -
AFEEE AV o AFXYY o XYY o fYRPX . XIIX PRIV AVVXX — 7R,

Exxxx — 4 — R]/E,

+ —_—
przy czym pozostale skladowe A4*#* i 4*P#* g3 réwne zeru.
Podstawiajac otrzymane wartosci do (5.2), znajdujemy

1 N 2k
XXXX __ Yy 2
D —D’“’—(2+}.]/2)(1+}') R,
(8.2)

DXy = DXY%y = D¥WX — DYXXY — DYIIX — DYYIX — i R _2h_ ’
2 1+4/°
gdzie 1 =y/2.

3 Mechanika Teoretyczna



34 J. GIERLINSK1

Nastepnie, wobec wartosci sktadowych wektoréw kierunkowych krzyzulcéw (rys. 10b)

1:#_, T2 =0, T3 =3£,

I Ly2 i I L
rio0, 2=t =

1 I k ]/ 2 11 le

8.3)

S 7% =0 T3:EQ

w Y24 m © o b
T'=0, TI*= il, 3=Eﬁ,

1y v Y2h7T W b

gdzie /, = V'4/z2+12/2 jest dlugoscia krzyzulcow, oraz wobec £2 = 2/, skladowe tensora
C** wynosza
8/’12EAk

(84) C** = (W = - 13 , C¥ = (" = 0’
k

przy czym zatozono jednakowe pola przekrojow A, wszystkich krzyzulcow.

Podstawiajac (8.2) do (5.2);, a nastgpnie wraz z (8.4) do ukladu réwnan réwnowagi
(5.8), otrzymujemy po przeksztaiceniach

C¥*(uy+v,,) x+C?(~us+0,) ,+f =0,
(8.5) DYy o= 2Dy o Dy O (~us+0,) = 0,

Drviyy e —2DVVy o+ Dy o — CF (uy+v ) = 0.

Powyzszy ukiad réwnan réwnowagi mozna przépisaé w postaci analogicznej do wypro-
wadzonej w pracy [19] w odniesieniu do plyt tréjwarstwowych:

Lyyo+Lyue+Lizu, =1,
(8.6) Lo+ Lyyuy+Lysu, =0,
L311)+L23ux+L33uy = 0.

Wystgpujace w tych réwnaniach operatory rézniczkowe, po uwzglednieniu (8.2)
i (8.4) 1 wprowadzeniu oznaczef

214,
= S

8.7)

2 1 -
), K=7+PVL
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wyrazamy za pomoca nastgpujacych wzordw
Lll = _C(axx"f'ayy),
Ly, =1L, = Caya
Ly =Ly = —Coy,
1
(8'8) Ly, = D<—2‘ axx+KayJ’)_Cs

L23 = Laz = —Daxy’
1
Ly = D(—z—awﬂcaxx)-c.

Uzalezniajac skladowe v, 1., 1, od funkeji przemieszczen @(x, y) za pomocg zwiazkéw

L22 L23
L23 L23

Lys Ly,
L33 L31

L12 L22

D, U, =
LI3 L23

3

(8.9) 9 = ’

.

otrzymujemy tozsamosciowe spelnienie réwnan (8.6),,;.
Roéwnanie (8.6), prowadzi, po uwzglednieniu (8.9), do nastgpujacego réwnania réz-
niczkowego

Lll L12 L13

Ly, Ly L3s|® = f.
1Lis Lys Las

(8.10)

Réwnanie to, po uwzglednieniu wzoréw (8.8), mozemy przeksztalcic do nastgpujacej

postaci .

(8.11)  DC[~0,5DK(0xx+ 0yp)(@xxx + Dyyyy) T CR(Osexx + Oyypy) —
—D(K?—0,75) 0120,y (Bxx+ 0yy) +2,5C0+:0,,] D = f.

Wzory okre$lajace skladowe v, u, i u, znajdujemy rozwijajac wyznaczniki (8.9) i uwzglednia-
jac wzory (8.8)

¥ = [0,5D%K (Bxxxx+ Oyyyy) + DX(K?—0,75)0 .8,y — DC(K+0,5)(0xx+0,y) + C?1 D,

8.12
@12, _ CO,[D(K—1)85,+0,5D0,,— C]D,  uy = CO,[D(K—1)d,,+0,5D8.—C]OD.

Powyzsze wzory okreslajace sktadowe stanu przemieszczenia otrzymano na podstawie
petnego ukladu réwnafi réwnowagi (5.8). ;

Natomiast przyjmujac zatozenie «o prostych normalnych» (5.9), stan przemieszczenia
ustroju okre§lamy na podstawie uproszczonego réwnania réwnowagi (5.11), ktére w przy-
padku siatki diagonalnej przyjmuje postaé

f

(8.13) (KO e+ 30 By + KO ypyp) = 5.

Réwnanie to wykazuje formalna analogie do réwnania réwnowagi plyty ortotropowej,
wyprowadzonego przy zatozeniu Love’a-Kirchhoffa.

3*
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Rozpatrzmy z kolei przekrycie strukturalne o siatce réwnolegtej (rys. 1a) i o jednako-
wych przekrojach pretéw siatek zewngtrznych. Jedyne niezerowe sktadowe tensoréw sztyw-
nosci sprezystej to

(8.14) D = D = 2D, €™ =C¥=2C,
przy czym wspotczynnik A = 1.

W tym przypadku operatory L,; wystgpujace w ukltadzie réwnan (8.6) sa okreflone
za pomoca nastgpujacych wzordow:

Ly, = —C(0:xx+0y), Lip =1Ly =C0, Lyjz=1L3 = —Cdy,

8.15
( ) L22 = 2Dayy—C, L23 = L32 = 0, L33 = 2D5xx—C,
co prowadzi do nastepujacego réwnania na funkcje przemieszczen

(8.16) 2CD[050ce(C—2D dyy) + By (C— 2D, )P = f.

Identyczna postaé tego réwnania otrzymano niezaleznie w pracy [5].
Uproszczone réwnanie réwnowagi (5.11) ma w przypadku przekrycia o siatce réwno-
leglej postac

(8.17) (O + Oyypy) 0 = %.

9, Przyklad liczbowy. Uwagi koncowe

W tym punkcie przedstawimy przykiad obliczen prostokatnego przekrycia struktural-
nego o siatce diagonalnej, swobodnie podpartego (rys. 11).

|
1]
:|24
l
|
|

<y

Rys. 11

Na podstawie rozwazan przedstawionych w pracy [20] wiadomo, Ze rozwiazanie
réwnania (8.11) przy warunkach brzegowych wynikajacych ze swobodnego podparcia
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wszystkich krawedzi przekrycia otrzymamy, przyjmujac funkcje przemieszczen @ w postaci
zaproponowanej przez Naviera

00 00
\ 1 . R
D = D, ysina, xsin B, y,
m=1n=}
©.1)
mam nit
Oy = —— =
m a b ﬂn b

Przedstawiajac obcigzenie f w postaci szeregu trygonometrycznego

[os) 0

f= Z Zf,,,,, sin o, xsin f,y,

m=l one=|

gdzie

a b
Jon = ai; { ff(x,y)sin omxsinf,ydxdy,
o o '

wspoétczynniki @,,, obliczamy wedlug wzoru

92) B = L7010,5 DK(o2 + B2) (e B2+ CK (et B +

+D(K?~0,75)00 7 (7 +7) +2,5 Cot 2]

Podstawiajac powyZsze rozwiazanie do wzoréw (8.12) otrzymujemy zaleznosci okreé-
lajace sktadowe v, u, i u, w postaci

I
s
bgs

Vansino, xsin 8, y,

3
]
—_
3
]
—

o0 o0

(9.3) U, = Z ZX,,,,,sin 0y XCOS By,
m=1n=1
o0 o0

u, = Z 2 Yn COS X Sin B, p,

3
]
—
3
If
—

w ktérych wspdlczynniki rozwinigcia dane sa zaleZno§ciami
Vam = [0,5D2K (04 + B2) + D2 (K2 —0,75) s B + CD(K+0,5) (017, + B2) + C2] D
Xon = [(1-K)CDaZ—0,5CDB: — CZJ/S" Do
Yun = [(1-K)CDB? —0,5CDaz — C?) ty Prin

przy czym wspdtczynniki @,,, okreslone sa wzorami (9.2).
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Znajac stan przemieszczenia konstrukcji przystapimy do wyznaczenia sit w pretach.
Sity w pretach siatek zewnetrznych znajdujemy wstawiajac do wzoréw (6.1) zwigzki
8.1 (9.3)

+

P = —EALh-~ (TIT1 +T1T2u,.,,.-T2T1ux,x—

1 L+2 11 1
—-T?72 = T4 AZZ /Ymn n

ITITuny) 1+1E m=1 n= [( ﬂ
mn(xm) SiH 0y X Sin ﬂn y + ( ""an o2 + K:m ﬂm) COS &, XCOS ﬂny] s
0 0
* 2h v ‘W
©d0) L= 1Fa

i 1_'_ l .4-’ LJ {(’Ymn ﬂn _},mn“m)s}[l “myx

m=[ n=1

X Sil'l ﬂny + (/Ymn Oy — Ymn ﬂn) Cos Oy XCOS ﬂny] >

e}

0
~ 2 N U . .
f = %EA Z Y0l SIN 0ty X SIN B Y

m=]1 n=1

1: = 12_/'1_}”1 EA Z Z X Busine,, xsinf,y.

m=1 n=

Z kolei sity w krzyzulcach otrzymamy podstawiajac do wzoru (6.2) zwiazki (8.3) i (9.3)

2h
P =FEA, T! Ta(uy""'le) = 1lEAk
I I I

R .
- 1/512 2 Z (Vnmam + Knn) Cos &, X SIn ﬁny 3
k =

m=1 n=1

P = 2hlEAk Z Z (anﬂn /Ymn) sin o,, X COS ﬁny s
I ]/2 l" m=1 n=
(9.4b)

© 9]

) 7 .
_P = ‘ﬂ Z Z (V,,,,,(X,,, + Ynm) Cos ay, X sim ﬂ"y’
1 V212

m=1 n=1

—2hIEA .
= fzk Z (I/mn ﬁn'—A,mn)SID (X,,XCOSﬁn,y-
v ]/21" m=1 n=1
Wartoséci sit nalezy oblicza¢ w przekrojach §rodkowych poszczegdlnych pretéw.
W celu sprawdzenia poprawnosci przedstawionych rozwazani przeprowadzono obli-

czenia numeryczne ugigé wedtug wzordw (9.3) oraz sit w pretach wedtug wzoréw (9.4)
Obliczenia te wykonano przyjmujac nastepujace dane:

a=b=24m, h=075m,

] =2m, = —02 T/m?,

wszystkie przekroje pretéw przyjeto jednakowe o polu 4 = 10 cm?.
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Po przeprowadzeniu obliczen otrzymano nastepujace wyniki:

maksymalne ugigcie pionowe 4,1 cm,
maksymalna sifa w precie siatki zewngtrznej 12,88 T,
maksymalna sita w krzyzulcu 6,43 T.

Wyniki te poréwnano z wynikami obliczeni otrzymanymi przy zastosowaniu modelu kra-
townicy przestrzennej (metoda odksztatcen). Rozbieznosci maksymalnych wielkosci
geometrycznych do 99, i maksymalnych wielkodci statycznych do 129 przemawiaja za
stosowaniem przedstawionej metody.

Jednakze podczas stosowania tej metody do obliczen statycznych nalezy zdawaé sobie
sprawe z ewentualnych bledéw obarczajacych wyniki, a spowodowanych pominieciem
wptywu sit podtuznych N =¥ na odksztalcenia ustroju. Sity te bowiem znikaja jedynie w pew-
nych przypadkach siatek przekry¢ strukturalnych, a to gdy

+ -
I)aﬂ ‘l“[)al’ — O

Po uwzglednieniu (2.2) (3.2) i (4.8) stwierdzamy, 7e réwno$¢ ta ma miejsce, jezeli

+ -
} }
APy = p g,

gdzie A jest wspdtezynnikiem okre§lonym wzorem (4.14). Natomiast w przypadkach wyste-
powania sit podtuznych N®f, rozwigzania pozbawione wspomnianego bledu mozemy otrzy-
maé traktujac przekrycie strukturalne jako ustrdj plytowo-tarczowy. Réwnania statyki
uwzgledniajace efekt tarczowy w przekryciach strukturalnych wyprowadzono w pracy [23].

Do zalet omawianej metody nalezy takze mozliwo$¢ analizy jakosciowej rozpatrywa-
nych konstrukeji. Wyprowadzone réwnania w tatwy sposéb pozwalaja oceni¢ wplyw zmian
poszczegdlnych charakterystyk na pracg przekrycia. Informacje takie sg bardzo istotne
przy wstepnej analizie konstrukcji.

Metoda ta moze byé réwniez stosowana do analizy statycznej przekry¢ strukturalnych
rozmaitych typéw. Przy czym obliczenia mozna przeprowadza¢ na podstawie pelnego
uktadu réwnan lub, w uzasadnionych przypadkach, na podstawie réwnania uproszczo-
nego.

Zastosowana analogia plyty tréjwarsiwowej pozwala bezpoérednio korzysta¢ z roz-
wiazan optymalnych dotyczacych tych plyt, przedstawionych w pracach [21, 22].
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Peswome

NPUBJIMDKEHHBIY PACYET TIOCKUX CTEPXKHEBBIX
CTPYKTYPHBIX TIEPEKPLITU

B pabore npeacTaBiieH NPHOJIMKEHHBIR METOA pacyeTa IUIOCKUX CTEPXKHEBBLIX CTPYKTYPHEIX TIEpE-
KpbITHiA. TaKOro THIIA KOHCTPYKIHA COCTOMT M3 ABYX NAPalIEIbHbLIX CTEPIKHEBBLIX CETOK, COEIUHEHHBIX
C TIOMOLIBIO KpeCTOBUH. JINMHHBLI cTep)KHEH BHEUIHUX CETOK H KPECTOBUH SIBJISIOTCH HEGOJLLIMMH IO
cpaBHenwu ¢ raGapuraMmu KOHCTpYKUMH. Kpome Toro, crpykrypa cucTeMbl perynsipua. Ha ocsoBaHMK
STUX TIPeRUOJIOKEeHH! GblIa BBHIBEACHA CIUIOUTHAA MOMENS CHUCTEMBbI BHEIIHMX CETOK M CHCTEMBI KDECTO-
BuH. [IpuHumMamocs npu STOM, WTO BHELIHHE CJIOM MOZENLHOM KOHCTPYKUMH CHOCOGHBI IIEPEHOCHTD
Uk MemGpaHHble HANPFIKEHNUSA, a BHYTPEHHMI CJIOH — ML BEpPTHKANBHbIE KacaTelbHble HaNpsKe-
nus. K onpepenerHoil Takum o6pa3oM KOHCTPYKIMH GbIna PUMMEHEHa CTATHUECKAs MOZENb TPEXCIIOHHOl
mrel. Ha ocHoBe (yHOAMEHTATBHOK CHCTeMBI YpaBHEHHMiH, ONMCHIBAIOIUMX TAKYIO CHCTEMY, ObIIH
BbIBEEHbl YPABHEHMA CTATHKH CTPYKTYPHOTO NEPEKPLITHA. PacCy)KAeHHA NPOHIUTIOCTPHPOBAHbL TIPH-
Mepom,

Summary

APPROXIMATE CALCULATIONS OF A ROD STRUCTURAL PLATE

In the paper considered is presented a method of calculations of regular rod structural plate. This
is understood to be a certain kind of spatial truss whose all nodes are situated on two paralel planes.
The nods ase connected with rods forming two plane netwoirks and a set of cross braces. The network
of the considered construction is dense and regular. The basic equations were derived on applying a
sandwich plate as the continuous model of lattice structure. The numerical example is given,

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TLECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 stycznia 1974 r.



